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Einleitung

In dieser Arbeit wird bewiesen, dass fiir ein endliches zerfallendes BN-Paar (G, B, N, S,U)
die selbstinjektive Dimension der Hecke-Algebra Hr (G, U) iiber einem kommutativen Ring R
gleich der des Grundrings R ist. Dieser Satz geht im Wesentlichen auf Tinberg zuriick
(vgl. [11, Proposition 3.7]).

Dafiir entwickeln wir in Kapitel 2 zuerst eine dimensionserhaltende Art von Ringer-
weiterung, die sogenannte a-Frobeniuserweiterung. Somit miissen wir nur zeigen, dass die
Hecke-Algebra eine solche Erweiterung iiber ihrem Grundring ist. In den Kapiteln 3 und 4
werden die Gruppen, fiir die wir uns interessieren, niaher betrachtet. Kapitel 3 behandelt
dabei Coxetersysteme und ihre Eigenschaften. Fiir eine Diskussion zerfallender BN-Paare ist
dies unerlésslich. Die Behandlung ist keineswegs vollstdndig und verzichtet auf iiberméfig
technische Beweise. In Kapitel 4 untersuchen wir dann die Struktur von (zerfallenden) BN-
Paaren genauer. Alle Aussagen werden detailliert bewiesen. Die Ergebnisse dieses Kapitels
liefern schliellich in Kapitel 5 das Hauptresultat der Arbeit.

Diese Bachelorarbeit entstand im Anschluss an das Seminar Homologische Algebra von
Prof. Dr. Jan Kohlhaase aus dem Sommersemester 2018. Der homologische Anteil der Ar-
beit ist dennoch relativ klein — abgesehen vom Beweis von Satz 2.18, welcher grundlegende
Eigenschaften der Ext-Funktoren verwendet, sollte es geniigen, projektive und injektive Mo-
duln zu kennen. Zur Gruppentheorie ist kein iiber die grundlegenden Begriffe hinausgehendes
Vorwissen notig. Kapitel 1 etabliert die nétigen Definitionen und Ergebnisse.



1 Grundlagen

1.1 Injektive Dimension und projektive Basen

In dieser Arbeit sind alle Ringe, Ringhomomorphismen und Moduln stets unitédr. Ringe
sind nicht notwendigerweise kommutativ und Moduln sind, sofern nicht anders angegeben,
Linksmoduln. Ein (R, S)-Bimodul A wird gelegentlich mit g A, Ag oder rAg bezeichnet, wenn
die jeweilige Struktur hervorgehoben werden soll. Die Skalarmultiplikation von r und m wird
iiblicherweise einfach rm geschrieben, wenn Missverstéindnisse ausgeschlossen sind; wére dies
missverstiandlich oder soll die Skalarmultiplikation hervorgehoben werden, schreiben wir r.m
fiir rm oder definieren explizit eine andere Notation.

Definition 1.1. Sei S ein Ring und M ein S-Linksmodul. Die injektive Dimension von M
ist die Linge einer kiirzesten injektiven Auflosung von M. Eine injektive Auflosung ist dabei
eine exakte Sequenz von S-Moduln der Form

O0—-M—Iy—1L — ...,

sodass alle I,, injektive Moduln sind.
Dabei hat eine Auflosung M — I, Linge n € Ny, wenn sie von der Form

O—-M—-Iy—...—>1,—0

ist, und Linge oo, falls alle I, # 0 sind. Man schreibt ids(M) fir die injektive Dimension
von M, oder einfach nur id(M), wenn S aus dem Kontext klar ist. Fasst man S als Links-
modul tber sich selbst auf, heifit idg(S) die (links)selbstinjektive Dimension des Rings S.
Analog definiert man die (rechts)selbstinjektive Dimension.

Ein Modul ist genau dann injektiv, wenn seine injektive Dimension 0 betrégt. Fiir nicht-
kommutative Ringe stimmt die linksselbstinjektive Dimension im Allgemeinen nicht mit der
rechtsselbstinjektiven Dimension iiberein (vgl. [7, Example 3.74B]). Die injektive Dimension
ist durch folgende Figenschaft mit den Ext-Funktoren verbunden. Der Beweis verlauft analog
zum Fall der projektiven Dimension, den man in [3, Proposition 8.1.1] findet.

Proposition 1.2. Sei S ein Ring, M ein S-Modul und n € N. Die folgenden Aussagen sind
Gquivalent:

(i) id(M) < n.
(i1) Fir alle S-Linksmoduln N und r > n gilt Extg(N, M) = 0.

(11i) In jeder exakten Sequenz 0 — M — Iy — ... — I, — N — 0 mit Io,..., I,
injektiv ist auch N injektiv.
Kapitel 2 verwendet eine Charakterisierung projektiver Moduln, die auf dem folgenden

Begrifft einer projektiven Basis beruht.

Definition 1.3. Eine projektive Basis eines R-Moduls M ist eine Familie (m;);c; von Ele-
menten von M und eine Familie (f;)ic; von Homomorphismen f; : M — R, sodass fiir jedes
m € M fast alle fi(m) =0 sind und )_,.; fi(m).m; =m gilt.
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Ein R-Modul M ist genau dann projektiv, wenn er eine projektive Basis besitzt: Die
R-lineare Abbildung (e; — m;) : RY) — M besitzt nédmlich den Schnitt (m > (fi(m))ier),
durch den M ein direkter Summand von R ist. Ist umgekehrt M ein direkter Summand
von RY), so withle man m; als das Bild von e; unter der Projektion RY) — M und f; als
Komposition von M < RY) mit der i-ten Koordinatenprojektion RY) — R.

Ist M zusétzlich endlich erzeugt, lasst sich I auch endlich wahlen. Die Homomorphis-
men f; verallgemeinern die Koordinatenprojektionen eines freien Moduls. Fiir jeden Modul
gibt es natiirlich Erzeuger und Abbildungen, welche die Gleichung in 1.3 erfiillen — der Un-
terschied ist, dass die Abbildungen bei einer projektiven Basis sogar Homomorphismen sind.

1.2 Vorbereitungen aus der Gruppentheorie

Ist H eine Untergruppe von G, schreiben wir H < G. Ist H ein Normalteiler, notieren wir
dies mit H < G. Konjugation ist stets rechte Konjugation und wird ¢" = h='gh geschrieben.
Ein Element t € G normalisiert eine Untergruppe H < G, wenn H' = H bzw. Ht = tH gilt.
Fiir endliche Gruppen ist das dquivalent zu H* C H. Eine Teilmenge T' C G normalisiert H,
wenn H von jedem ¢ € T normalisiert wird. Eine Untergruppe ist z.B. genau dann ein
Normalteiler von GG, wenn sie von GG normalisiert wird.

Eine Wirkung einer Gruppe G auf einer Menge X ist ein Gruppenhomomorphismus
o : G — Bij(X). Wir schreiben o(g)(x) meist als g.x. Gelegentlich nennen wir X auch eine G-
Menge. Die G-dquivarianten Abbildungen spielen die Rolle von G-Mengenhomomorphismen;
sind X, Y zwei G-Mengen, so heifit f : X — Y G-dquivariant, wenn f(g.x) = g.f(z) fiir alle
g € Gund x € X gilt.

Sind H, K < G Untergruppen, so ist die H-K-Doppelnebenklasse von g € G die Menge
HgK = {hgk|h € H,k € K}. Ahnlich wie fiir Nebenklassen zeigt man, dass die Doppelne-
benklassen eine Partition von G bilden. Anders als Links- und Rechtsnebenklassen kénnen
Doppelnebenklassen jedoch unterschiedliche Kardinalitdten besitzen. Man sieht sofort, dass
eine Doppelnebenklasse jeweils eine Vereinigung von Links- oder Rechtsnebenklassen ist, und
sich Kardinalitdtsunterschiede somit auf die Zahl der enthaltenen Links- bzw. Rechtsneben-
klassen reduzieren lassen.

Sind A, B,C < G Untergruppen und g € G, so ist zwar A(BU C) = AB U AC und
g(AN B) = gANgB, aber im Allgemeinen nur A(BNC) C ABN AC. Es gilt jedoch die
folgende schwichere Eigenschaft:

Proposition 1.4. Sind A, B,C < G Untergruppen und ist A < B, gilt A(BNC) = BNAC.

Diese FEigenschaft werden wir in Kapitel 4.3 héufig benutzen. Im Hinblick auf dieses
Kapitel erwéhnen wir auch Eigenschaften von p-Gruppen und semidirekten Produkten. Fiir
eine Primzahl p heifit ein Element g € G p-Element, wenn seine Ordnung eine Potenz von p
ist. Eine Gruppe, die aus p-Elementen besteht, heifit p-Gruppe. Eine maximale p-Untergruppe
von G hei3t p-Sylowuntergruppe. Wir erinnern an den folgenden Satz aus der Gruppentheorie.

Satz 1.5 (Zweiter sylowscher Satz). Ist p eine Primzahl, sind alle p-Sylowuntergruppen einer
endlichen Gruppe G zueinander konjugiert.

Ist eine p-Sylowuntergruppe U einer endlichen Gruppe G also ein Normalteiler, ist sie
die einzige p-Sylowuntergruppe und enthélt alle p-Gruppen. Da jedes p-Element in einer
p-Sylowuntergruppe enthalten ist, besteht U genau aus den p-Elementen von G.
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Definition 1.6. Sei G eine Gruppe, H < G eine Untergruppe, und N < G ein Normalteiler.
Gelten G = NH und NN H =1, heifit G das semidirekte Produkt von N und H und wir
schreiben G = N x H.

Die folgende Aussage folgt direkt aus der Definition durch Betrachtung der Abbildung
((n,h) = nh) : N x H— G.

Lemma 1.7. Ist G = N x H ein semidirektes Produkt, so besitzt jedes g € G eine eindeutige
Darstellung g = nh,n € N,h € H.

Lemma 1.8. Sei G eine endliche Gruppe mit Untergruppen H, K < G, sodass G = HK.

H| K
Dann gilt |G| = ||H|ﬂ—|K||

Beweis. Ist € ein Représentantensystem von H/(H N K), so besitzt G eine disjunkte Zerle-
gung G = |_| hK. m
heQ

Definition 1.9. Sei S eine Menge. Die freie Gruppe auf S ist die bis auf Isomorphie ein-
deutig bestimmte Gruppe F(S), die S als Teilmenge enthdlt und die folgende universelle
Eigenschaft erfiillt:

Fiir jede Gruppe G ist jede Abbildung f : S — G zu einem eindeutig bestimmten
Gruppenhomomorphismus F(S) — G erweiterbar.

Die freie Gruppe F(95) lédsst sich als Gruppe aller reduzierten Zeichenketten (Worte)
in {s,s7'|s € S} realisieren. Ein Wort heifit reduziert, wenn es kein Teilwort der Form
ss~! oder s!s enthilt; jedes Wort lisst sich durch sukzessives Entfernen solcher Paare
auf eine eindeutig bestimmte reduzierte Form bringen. Die Elemente von F(S) sind dann
die reduzierten Worte, das Identitéitselement ist das leere Wort, und die Multiplikation ist
Aneinanderreihung gefolgt von Reduktion.

Durch Quotienten der freien Gruppe konnen wir zuletzt Prasentationen einer Gruppe
definieren. Ist G eine Gruppe, S C G eine Teilmenge und R eine Menge von Worten in S,
so ist (S, R) eine Prdsentation von G, wenn G isomorph zur Gruppe F(S)/N ist, wobei N
der kleinste Normalteiler von F(S) ist, der R enthalt.

Ein bekanntes Beispiel ist die folgende Prasentation der symmetrischen Gruppe G,,. Fiir
alle 1 < i < n sei s; die Permutation, die ¢ und ¢ + 1 vertauscht. Dann wéhlen wir als
Erzeuger S = {s1,...,s,-1} und als Relationen

R={s}|1<i<n—1}U{(sisis1)’ |1 <i<n—2}U{(sis))*||i = j| > 1}.



2 a-Frobeniuserweiterungen

In diesem Kapitel fithren wir eine spezielle Art von Ringerweiterung ein und beweisen, dass
die selbstinjektiven Dimensionen bei einer solchen Erweiterung erhalten bleiben. Auf diese
Weise reduzieren wir das Hauptergebnis dieser Arbeit darauf, zu zeigen, dass die betrachtete
Hecke-Algebra eine Erweiterung dieses Typs iiber ihrem Grundring ist. Die Behandlung von
Frobeniuserweiterungen in diesem Kapitel orientiert sich hauptséchlich an [1].

2.1 Frobeniusalgebren

Der Begriff einer a-Frobeniuserweiterung ist isoliert betrachtet etwas undurchsichtig, daher
gehen wir in diesem Abschnitt kurz auf seinen Ursprung in den Frobeniusalgebren ein.

In der Darstellungstheorie der Gruppen betrachtet man Wirkungen einer Gruppe G auf
R-Moduln V| genannt Darstellungen, um den abstrakten Gruppenelementen eine konkret
analysierbare Form als Automorphismen zu geben. Dabei ist R typischerweise kommutativ
und meist sogar ein Korper, sodass Ergebnisse der linearen Algebra anwendbar sind. Ein
Homomorphismus von Darstellungen iiber R ist eine G-dquivariante und R-lineare Abbildung
zwischen den R-Moduln. Die Theorie der Darstellungen iiber kommutativen R lduft mithilfe
der folgenden Konstruktion auf das Studium von Moduln iiber bestimmten Ringen hinaus.

Definition 2.1. Sei R ein kommutativer Ring und G eine endliche Gruppe. Die Gruppen-
algebra von G tber R ist der freie R-Modul mit Basis G und wird mit R[G] bezeichnet.
Wir identifizieren jedes g € G mit seinem Basisvektor und wdhlen als Multiplikation das
sogenannte Faltungsprodukt

(Z Tgg) * (Z ynh) = Z Z ThlYn-1¢9-

geG heq g€G heG
Das Einselement ist der zu 1 € G assoziierte Basisvektor.

Das Faltungsprodukt ist die einzige Multiplikation * auf R[G], die g * h = gh € R|[G]
erfiillt. Auf diese Weise lisst sich G als Untergruppe von R[G]|* auffassen, woran man sieht,
dass der Gruppenring einer nichtabelschen Gruppe nicht kommutativ ist. Das Gegenteil ist
schnell tiberpriift, sodass R[G] genau dann kommutativ ist, wenn G abelsch ist.

Die R[G]-Moduln entsprechen den Darstellungen von G auf R-Moduln, indem man jeder
Darstellung p : G — GL(V') den R[G]-Modul V' mit Skalarmultiplikation

O zgg)v = x4p(9)(v)

geG geG

bzw. jedem R[G]-Modul M die Darstellung p(g)(v) = g.v auf dem R-Modul M zuordnet.
Homomorphismen zwischen zwei Strukturen des einen Typs sind automatisch Homomor-
phismen zwischen den entsprechenden Strukturen des anderen Typs.

Ist R nun ein kommutativer Ring und G eine endliche Gruppe, so gibt es zwei naheliegen-
de Darstellungen iiber R. Die Erste entspricht R[G] als Linksmodul tiber sich selbst und wird
(erste) reguldre Darstellung genannt. Fiir die Zweite betrachten wir R[G] als Rechtsmodul



iiber sich selbst. Das Dual (R[G]gj¢))* = Hompg(R[G], R) ist dann ein R[G]-Linksmodul und
seine zugehorige Darstellung heifit zweite requlire Darstellung.

Frobenius untersuchte Bedingungen, unter denen diese zwei Darstellungen &quivalent
(isomorph) sind, zu diesem Zeitpunkt noch mit der Beschréinkung auf endlichdimensionale
Vektorrdume. Die Ausweitung dieser Methoden auf allgemeine Algebren statt Gruppen-
algebren fiithrte dann zum Begriff der Frobeniusalgebra.

Definition 2.2. FEine Frobeniusalgebra ist eine endlichdimensionale Algebra A tber einem
Korper K mit einem Isomorphismus 4 A = (A4)* von A-Linksmoduln.

Proposition 2.3. Sei K ein Kérper und G eine endliche Gruppe. Dann ist K[G] eine
Frobeniusalgebra, d.h. die K|G|-Linksmoduln K[G] und Homg (K|[G], K) sind isomorph.

Beweis. Man betrachte die Dualbasis (¢*)geq zu (9)geq und die K-linearen Bijektionen
Y K[G] - Homg (K[G], K) o: K[|G] — K[G]
U(g) =g o(g)=g"
Es geniigt, zu zeigen, dass ¢ := 1 o o mit
2O 199) O ye9) = O 2e19) D e9) = D g1y
geG geG geG geqG geqG

sogar K[G]-linear ist. Fiir beliebige r,y,z € K [G] berechnet man direkt

p(x-y)(2) =0 wnn-149)(2) = TaYgn-12
9, heG 9,heG
e(y)(z-x) =y Zzh:ch 1,9) = Zyg_lzhxh_1g.
9.heG g9.heG

Die Permutation (g, ) > (h,h7'g) von G x G zeigt, dass beide Ausdriicke gleich sind. [

Dieser Begriff wurde in zwei Richtungen bedeutend verallgemeinert. Die erste Verallge-
meinerung betrifft Eigenschaften des Rings A und seiner Moduln: Jede endlichdimensionale
K-Algebra A ist auf beiden Seiten noethersch und ihr Dual (A4)* ist immer ein injektiver
A-Linksmodul.! Eine Frobeniusalgebra ist vermoge ihres Isomorphismus 44 = (A4)* also
auch ein linksselbstinjektiver Ring. Wir nennen linksnoethersche linksselbstinjektive Ringe
Quasifrobeniusringe.

Diese iiberraschenderweise unter (—)° abgeschlossene Klasse von Ringen besteht genau
aus den Ringen, fiir deren Moduln projektiv und injektiv dquivalent sind. Quasifrobenius-
ringe spielen in dieser Arbeit nur eine kleine Rolle, werden aber zum Ende von Kapitel 5
eine praktische Anwendung der bewiesenen Ergebnisse liefern.

Die zweite grofle Verallgemeinerung konzentriert sich stirker auf den Isomorphismus
4A = (A)* sowie andere Charakterisierungen iiber Beziehungen zwischen der Algebra A und
dem Korper K. Diese Eigenschaften werden auf allgemeine Ringerweiterungen iibertragen.
An die Stelle von Kérpern treten beliebige Ringe, und implizite Eigenschaften wie die Freiheit
von A iiber K und die kompatible K-Vektorraumstruktur werden jeweils mit Projektivitét
und einer Bimodulstruktur ersetzt. Zuletzt werden noch Automorphismen « des Unterrings
miteinbezogen. Auf diese Weise kommen wir zum Begriff der a-Frobeniuserweiterung.

A, ist projektiv und Hom4(—, A4) induziert eine Aquivalenz von Kategorien Mod 4 2 (4Mod)??.
iDjese Aussage wird in Sitzen 6.15.1 und 6.15.9 von [7] bewiesen.
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2.2 Charakterisierungen

Definition 2.4. Seia : R — R ein Ringautomorphismus. Fine Ringerweiterung R C S heifit
a-Frobeniuserweiterung, falls S als R-Linksmodul projektiv und endlich erzeugt ist und es
einen (S, R)-Bimodulisomorphismus ¢ : S — Hompg(S, o R) gibt. Die (S, R)-Bimodulstruktur
rechts ist dabei durch (sfr)(x) = f(zs)r gegeben. Fine a-Frobeniuserweiterung R C S heifit
frei, wenn S als R-Linksmodul sogar frei ist.

Beispiel 2.5. Jede Frobeniusalgebra A iiber einem Koérper K ist eine freie id x-Frobenius-
erweiterung. Insbesondere ist mit 2.3 also die Gruppenalgebra K[G] einer endlichen Gruppe
eine idg-Frobeniuserweiterung von K.

Frobeniusalgebren wurden durch die Existenz bestimmter Bilinearformen charakterisiert.
Eine &hnliche Charakterisierung existiert fiir a-Frobeniuserweiterungen. Es ist meist einfa-
cher, eine solche Form zu finden, als einen expliziten Isomorphismus zu konstruieren.

Definition 2.6. Sei o : R — R ein Ringautomorphismus. Fine a-assoziative Form von S
nach R ist eine biadditive Abbildung (—,—) : S X S — R, sodass fir aller € R, x,y,z € S
qilt:

(re,y) =r(z,y) (z,yr) = (z,y) a(r) (zy, 2) = (z,92)

Fine solche Form heifit nicht entartet, wenn (z,S) =0 = x=0und (S,y) =0 = y =0
gelten. Umgekehrt heifst sie entartet, wenn eine dieser Bedingungen nicht erfillt ist.

Bemerkung 2.7. Obwohl sich Bilinearformen fiir viele Situationen eignen, ist es manchmal
praktischer, stattdessen einen sogenannten Frobeniushomomorphismus anzugeben. Dies ist
ein (R, R)-Bimodulhomomorphismus 7 : S — R,, also eine additive Abbildung mit

m(rsr’) = ra(s)a(r)

fiir alle 7 € R und s € S. Wie man schnell nachpriift, gibt es eine 1:1-Korrespondenz zwi-
schen solchen Homomorphismen von S nach R, und den a-assoziativen Formen. Dabei defi-
niert 7 die Form (x,y) = 7(xy), und die Form (—, —) definiert = durch n(s) = (s, 1) = (1, s).
Eine a-assoziative Form ist genau dann entartet, wenn der Kern ihres Frobeniushomomor-
phismus ein von Null verschiedenes Links- oder Rechtsideal von S enthalt.

Definition 2.8. Sei o : R — R ein Ringautomorphismus, (—, —) : S X S — R eine a™!-
assoziative Form und x,y € S™.

(i) x,y bilden ein duales projektives Paar beziiglich (—, —), wenn

s = Z (8, i) i = Zyz -a((zi, )

fiir jedes s € S gilt.



(ii) x,y bilden ein duales freies Paar beziglich (—,—), wenn

=1 =1

gilt und (x;,y;) = 6, fir alle 1 <i,j <n ist.

Ist z,y € S™ ein duales projektives Paar wie in 2.8 (i), so ist x zusammen mit den
Homomorphismen f; : gS — gR, fi(s) = (s,y;) eine projektive Basis von rS. Zudem ist y
zusammen mit den Homomorphismen g; : Sg — Rg, ¢i(s) = a({(z;, s)) eine projektive Basis
von Sg. Insbesondere ist S als R-Linksmodul und R-Rechtsmodul projektiv.

Obwohl ein duales freies Paar auf den ersten Blick wie ein anderer Begriff erscheint, ist
es tatséchlich ein Spezialfall des dualen projektiven Paars.

Lemma 2.9. Sei a : R — R ein Ringautomorphismus, (—,—) : S x S — R eine a™!-

assoziative Form und x,y € S™. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) x,y ist ein duales freies Paar beziiglich (—, —).

(ii) x,y ist ein duales projektives Paar beziiglich (—, —), x ist eine Basis von gS, und y ist
eine Basis von Sg.

Beweis. (i) = (ii): Fiir jedes s € Smit s =) . rw; =y o, y;r; gilt

n

Z S yl i Zrzxz =S, Z%OC“SC@, S>) = Zyia(ail(d» =S.

Ist Y0 rwy =0 =>"" yrl, so gilt fiir jedes 1 < j <n

n

Z'f’z Tiy Yj) <an“ 3/3> =0= <x17 Zyl > - Z (z;,9) a”l(r}) = Ofl(?ﬂ;)'

Da a ein Automorphismus ist, folgt auch 7’ = 0.

(i) = (i): Offensichtlich sind z, y Erzeugendensysteme von gS bzw. Sg. Da sie Basen
sind, sind die Koeffizienten aus 2.8 (i) eindeutig bestimmt. Setzt man nun z; bzw. y; fiir s
ein, fOlgt <xi7yj> = (51"]'. ]

Lemma 2.10. Seien z,y € S" mit S =Y  Rx;=> .  y;R und (—,—) : S xS — R eine
a~t-assoziative Form. Die folgenden Eigenschaften sind dquivalent.

(i) x,y bilden ein duales projektives Paar beziiglich (—, —).
(i1) Die Matriz A € M, (R) mit A, ; = (z;,y,) ist idempotent und (—, —) ist nicht entartet.
Beweis. Ein direkte Rechnung zeigt
(A2)i,j = Z (@i, yi) (@, y5) = < Zykza Tks Yj) > = <Z (@i, Yr) iUk,yj>-
k=1 k=1
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Ist x, y also ein projektives Paar, so ist A idempotent. Gilt jeweils (s,.S) = 0 oder (S, s") =0,
sofolgt s = " (s,yi)x; = 0bzw. &' = > " y;a((x;, s')) = 0, weshalb (—, —) nicht entartet
ist. Ist umgekehrt A idempotent, folgt aus der Rechnung zu Beginn

<xi, yi = > ez, yj>)> =0= <fcz = > (@i ye) yj>

k=1 k=1

fir alle 4,5 = 1...n. Ist (—, —) also nicht entartet, gilt die Gleichung in 2.8 (i) fiir alle z;
und y;. Aus Linearitit und S = Y | Ry; = Z?:l y;R folgt dann, dass x,y ein duales
projektives Paar beziiglich (—, —) bilden. ]

Satz 2.11. Sei R C S eine Ringerweiterung und o : R — R ein Ringautomorphismus. Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) R C S ist eine a-Frobeniuserweiterung.

1

(i1) Es existiert ein duales projektives Paar x,y € S™ beziiglich einer o~ -assoziativen Form

(—,—): S = R.

(iii) Es existieren eine nichtentartete a'-assoziative Form (—, =) : S x S — R, Elemente
x,y € S", und zwei Matrizen P,Q € M, (R), die folgende Eigenschaften erfiillen:

(a) P ist linksinvertierbar und Q) ist rechtsinvertierbar.
(b) PAQ mit A, j = (x;,y;) ist idempotent.

=1 =1

Beweis. (i) = (ii): Sei ¢ : S — Homg(S5,,R) der (S, R)-Bimodulisomorphismus der

Erweiterung und (z,y) := a~(p(y)(x)). Dies ist eine a~!-assoziative Form, wie man mit der

Bimodulstruktur von Hompg(S, ,R) direkt nachrechnet. Da S endlich erzeugt und projektiv

ist, gibt es eine projektive Basis z € S", f € Hompg(S, R)". Wegen a o f; € Hompg(S5, o R) ist
yi = (aofi)eSs

fiir alle 1 <4 < n wohldefiniert und erfiillt f; = (—, y;). Fiir alle s € S gilt dann wie gefordert

n

s = Zfz(s)l"z = Z (s, i) T

i=1

Wendet man nun ¢(s) auf die entsprechende Gleichung fiir ein beliebiges z € S an, so folgt

= Z o(s)(fi(2) - @) = Z a(fi(z)) - p(s) (@) = Z((a o fi)-a((zi, s)))(2),
also
p(s) = Z(a o fi)-a({zi,s)) = Zw(yz (@i, s Zso yi - (i, 5)))-



Eine Anwendung von ¢! liefert dann die zweite Gleichung in 2.8 (i).
(ii) == (iii): Dies ist eine Folge von 2.10. Wir kénnen P = @) = 1 setzen.
(iii) = (i): Definiere a,b € S™ durch

(ay,...,a,)" = P-(x1,...,2,)7, (b1, ..y bn) = (Y1, -+ yn) - @(Q).

Dabei ist a(Q); ; = a(Q; ;). Die Linksinvertierbarkeit von P zeigt Y ;" , Ra; = > . Rx; = S.
Analog zeigt die Rechtsinvertierbarkeit von @), dass «(Q)) rechtsinvertierbar ist und somit
auch 1" ;R =" y;R =S gilt. Per Konstruktion gilt (a;,b;) = (PAQ); ;; nach 2.10 ist
a,b daher ein duales projektives Paar. Insbesondere ist S ein endlich erzeugter projektiver
R-Modul.

Definiere ¢ : S — Hompg(S, oR) durch ¢(y)(z) = a({x,y)). und ¢ : Homg(S, ,R) — S
durch ¥(f) = Y7, b;if(a;). Man rechnet direkt nach, dass ¢ ein Homomorphismus von
(S, R)-Bimoduln ist. Fiir beliebige s € S und f € Hompg(S, ,R) gilt:

P(p(s)) = Z bia((ai, s)) = s
p((f))(s) = Z a((s,bif(a:)))
= Za<<57bi>)f(ai)

=f (Z <S7 bl> ai)
= f(s)

Somit ist ¢ ein Isomorphismus. O]

Korollar 2.12. Sei R C S eine Ringerweiterung und o : R — R ein Ringautomorphismus.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) R C S ist eine freie a-Frobeniuserweiterung.

(ii) Es existiert ein duales freies Paar x,y € S™ beziiglich einer a~'-assoziativen Form
(—,—):S = R.

(iii) Es gibt eine a~t-assoziative Form (—, =) : Sx S — R und x,y € S™ mit den folgenden
FEigenschaften:

a) Die Matrix A € M, (R) mit A; ; = {x;,y;) ist zweiseitiq invertierbar.
( ) 5J 7y] g
(b) S=> Ra;=)» yR.

i=1 i=1

Beweis. (i) = (ii): Seien x € S™ eine Basis von rS, 7 € Hompg(S, R)" die Projektionen
beziiglich dieser Basis, und ¢ : S — Homg(S, ,R) der (S, R)-Bimodulisomorphismus der

12



Erweiterung. Wie in 2.11 definiere man (z,y) = o *(¢(y)(2)) und y; = ¢ (a o ;) fiir alle
1 < j < n; da x, 7 eine projektive Basis von S ist, haben wir dort bereits bewiesen, dass
die Form (—, —) a~'-assoziativ ist und die y; ein Erzeugendensystem von S bilden. Fiir alle
1 <1i,j <n folgt dann aus direkter Berechnung (z;,y;) = o *(p(y;)(2:)) = m;(x:) = 6.

(i) = (iii) ist trivial, da A die Identitdtsmatrix ist.

(iii) = (i): Die Form kann nicht entartet sein, da A sonst im Widerspruch zur Inver-
tierbarkeit eine Nullzeile oder -spalte enthielte. Dann zeigt 2.11 (iii) mit P = A~} Q = 1,
dass R C S eine a-Frobeniuserweiterung ist. Sei a,b € S™ das duale projektive Paar aus dem
Beweis. Wir haben es so konstruiert, dass (a;,b;) = (PAQ),,; gilt; da jedoch (PAQ);; = 6;;
gilt, ist a, b sogar ein duales freies Paar, was nach 2.9 bedeutet, dass rS frei ist. O]

2.3 Beispiele und Eigenschaften

Beispiel 2.13. Wir konnen 2.3 nun stark verallgemeinern. Sei R ein kommutativer Ring,
G eine endliche Gruppe, und H < G eine Untergruppe. Dann ist R[H| C R|G] eine freie
idg-Frobeniuserweiterung; wir definieren eine idg-assoziative Form durch den Frobenius-
homomorphismus 7(3_ c749) = D _jcp Tnh, also die Projektion auf den freien Untermodul
R[H] < R[G]. Diese ist offensichtlich (R, R)-linear. Ist € dann ein Reprisentantensystem
von G/H, so bilden (z),cq und (y!),eq ein duales freies Paar beziiglich 7.

Beispiel 2.14. Sei R ein Ring, n € N und S = M,,(R) der Matrixring tiber R. Die Spur
Tr: S — R ist ein (R, R)-Bimodulhomomorphismus, der eine idg-assoziative Form definiert
(siehe 2.7). Fiir 1 <14, j < n sei E;; die Matrix, deren einziger Nichtnulleintrag eine Eins an
der Stelle (7, j) ist. Das Produkt E; ;E, , besitzt hochstens einen Nichtnulleintrag; dieser ist
in Zeile 7, existiert nur, wenn x = j ist, und liegt dann in Spalte y. Somit ist

1 wennx=jund y=1

Tr(Ei,jEx,y) = {

0 sonst.

Die Mengen (E; ;)i j=1..n und (E;;);j=1..n bilden also ein duales freies Paar beziiglich Tr,
und M, (R) ist eine freie idg-Frobeniuserweiterung von R.

Beispiel 2.15 ([8, Example 1]). Seien K, L Korper, S = K x L x L mit komponenten-
weiser Addition und Multiplikation, und R der Unterring {(k,l,1) |k € K,l € L} von S.
Dann ist R C S eine idg-Frobeniuserweiterung vermége des Frobeniushomomorphismus
w((k,0,l") = (k, 1+ 1,14+ 1"). Eine direkte Rechnung zeigt, dass 7 wirklich (R, R)-linear ist
und 1 = y; = (1,0,0), x2 =y =(0,1,0), x3=1y3=(0,0,1) ein duales projektives Paar
bilden. Die Erweiterung ist jedoch nicht frei, da g5 nicht frei ist.

Wire S frei von Rang n, so wire fiir jedes Primideal p von R auch die Lokalisierung,
der R,-Linksmodul S, frei von Rang n. Fir p = (0,1,1)R ist L = R, — S, = L x L die
Diagonalabbildung [ — (1, 1), also miisste n = 2 sein. Doch fiir ¢ = (1,0, 0)Rist K = R, 5 Sq
die Abbildung k& — (k,0,0)/1, woraus n = 1 folgen wiirde. Somit kann S nicht frei sein.

Lemma 2.16. Fiir jede a-Frobeniuserweiterung R C S ist R C S eine o~ '-Frobeniuser-
weiterung. Die Erweiterung RP C S ist genau dann frei, wenn die Erweiterung R C S fre:
ist. Insbesondere ist S sowohl als Links- wie auch Rechtsmodul frei, falls R C S eine freie
a-Frobeniuserweiterung ist.
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Beweis. Es bezeichne - die Multiplikation in S und * die Multiplikation in S°?. Nach 2.11
(2.12) existiert eine a~!-assoziative Form (—, —) : S x S — R mit zugehorigem projektivem
(freiem) dualen Paar z,y € S™. Dann ist [—, —] : S x S — R mit [z,y] = a((y, z)) eine
a-assoziative Form, denn fiir alle r € R, x,y,s € S gilt:

[rx z,y] Za(<y,x-r>) [,y * 7] —a(<T Y, 7)) [z55,y] = a((y, s )
a((y, z) - a(r)™) a(r- (y,z)) =a((y-s,z))
a((y,z)) -7 04(7”) a((y,z)) = a((s*y,x))
T [z, y] = [z,y] * a(r) = [z, 5% y]
Das zu [—, —] gehorige projektive (freie) duale Paar ist y,x, denn fiir alle s € S gilt im

projektiven Fall

n

s = Zyz ((xi, s Z[s,xi] * Ui, s = Z(s,yi> x; :in*a([yi,s])

=1

und im freien Fall [y;, z;] = a((x;, v;)) = a(d;;) = J;; sowie

S:ini:ixi*R‘m, S = Zyz ZSOp*yi.
i=1 i=1

=1

Also ist R°? C S° eine (freie) a~'-Frobeniuserweiterung. Die zweite Bemerkung des Lem-
mas folgt aus erneutem Ubergang zu Gegenringen; die Dritte folgt aus der Korrespondenz
zwischen R°P-Linksmoduln und R-Rechtsmoduln oder 2.12. O]

Lemma 2.16 iibersetzt sich unmittelbar in das folgende Korollar.

Korollar 2.17. Sei o : R — R ein Ringautomorphismus und R C S eine Ringerweiterung.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) R C S ist eine a-Frobeniuserweiterung, d.h. S ist als R-Linksmodul endlich erzeugt
und projektiv und es gibt einen (S, R)-Bimodulisomorphismus S = Hompg(S, o R).

(i) S ist als R-Rechtsmodul endlich erzeugt und projektiv und es gibt einen (R, S)-Bimodul-
isomorphismus S = Hompg(S, Ry-1).

Wir haben a-Frobeniuserweiterungen urspriinglich iiber Eigenschaften von Linksmoduln
definiert. Korollar 2.17 zeigt, dass wir ohne Verluste auch Rechtsmoduln verwenden kénnten,
solange wir von « abhiingige Konstruktionen durch Konstruktionen mit a~! ersetzen. Da-
durch sind einige von a unabhéngige Ergebnisse automatisch symmetrisch — dies ist insbe-
sondere bei folgendem Satz der Fall.

Satz 2.18. Sei R C S eine freie a-Frobeniuserweiterung. Dann ist idg (rR) = idg (55) und
idg (Rg) = idg (Ss).

Beweis. [9, Lemma 5.3] Sei N ein R-Linksmodul mit einer projektiven Auflésung N, — N.
Betrachte den Komplex S ®g N,; nach 2.17 ist Sg projektiv, also ist dieser Komplex exakt.

14



_ Erist sogar eine Auflésung von S®zN durch projektive S-Linksmoduln, da eine natiirliche
Aquivalenz Homg (S ®g N,, —) = Hompg(V,, Homg(S, —)) existiert und g(N,) sowie ¢S pro-
jektiv sind. Dann folgt
Exto(S ®r N, S) = H,(Homg(S ®r Ny, 5))
>~ H,(Homg(N,, Homg(S, S)))
=~ Exth (N, Homg(S, S))
= ExtRh (N, S)
= ExtRh(N, R)"
aus der Tensor-Hom-Adjunktion und dem Isomorphismus R" = S = Homg(S, 5), der jedem
s € S seine Rechtsmultiplikation zuordnet. Fiir r > idg(.S) verschwindet Exts(S ®r N, S)
(vgl. 1.2), also verschwindet auch Ext(V, R). Aus 1.2 folgt dann idg(R) < idg(95).
Umgekehrt sei M ein S-Linksmodul mit projektiver Auflosung M, — M. S-lineare Ab-
bildungen sind auch R-linear und S-projektive Moduln sind R-projektiv, da S frei ist. Also
ist M, — M auch eine projektive Auflosung als R-Modul. Dann gilt
Exty(M, S) = H,.(Homg(M,,S))
= H,(Homg(M,,Homg(S, ,R)))
>~ H,(Homg(S ®s M., R))
= H,(Hompg(M,, ,R))
= Exth(M, o R)
= Exth (M, R),
wobei man im letzten Schritt benutzt, dass a : R — R ein R-Modulisomorphismus ist. Ver-
schwindet also Ext', (M, R), verschwindet auch Extg(M, R), d.h. idg(R) > idg(S) nach 1.2.

Somit ist die linksselbstinjektive Dimension beider Ringe gleich. Die Aussage iiber die rechts-
selbstinjektive Dimension folgt, indem man den Satz auf R°? C S anwendet (vgl. 2.16). O

Insbesondere ist eine Frobeniuserweiterung iiber einem selbstinjektiven Ring auch selbst-
injektiv. Zum Abschluss des Kapitels wenden wir diesen Satz auf Gruppenringe endlicher
Gruppen iiber Quasifrobeniusringen an, um zu zeigen, dass diese selbst Quasifrobeniusringe
sind. Dafiir benotigen wir das folgende Lemma.

Lemma 2.19. Sei R ein linksnoetherscher Ring und ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus,
sodass der R-Linksmodul ©*S endlich erzeugt ist. Dann ist auch S linksnoethersch.

Beweis. Jedes Ideal I von S ist ein R-Untermodul von ¢*S, also endlich erzeugt iiber R und
damit iiber S. O

Per Ubergang zu den Gegenringen folgt die analoge Aussage fiir rechtsnoethersche Ringe.

Korollar 2.20. Ist G eine endliche Gruppe und R ein kommutativer noetherscher Ring,
dann ist R|G| links- und rechtsnoethersch.

Aus Beispiel 2.13, Satz 2.18 und Korollar 2.20 erhalten wir nun das folgende Resultat.

Korollar 2.21. Ist G eine endliche Gruppe und R ein Quasifrobeniusring, so ist RG] auch
ein Quasifrobeniusring.
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3 Coxetersysteme

Coxetersysteme beschreiben eine Gruppe W durch ein Erzeugendensystem selbstinverser
Elemente S und verallgemeinern damit euklidische Spiegelungsgruppen. Tatséchlich sind die
endlichen Spiegelungsgruppen genau die endlichen Gruppen, die ein Coxetersystem zulassen
(siehe z.B. [6, Kapitel 6.4]). Wir interessieren uns in diesem Kapitel nur eingeschriankt fiir
Eigenschaften eines Coxetersystems selbst und mehr fiir seine Verbindung zu einem bestimm-
ten System von Vektoren, die wir spéter in Kapitel 4 benutzen werden. Unsere Behandlung,
die sich im Wesentlichen an [6, Kapitel 5] orientiert, ist daher unvollstéindig und verweist fiir
manche Beweise nur auf die Literatur.

3.1 Einfache Eigenschaften

Definition 3.1. Sei W eine Gruppe und S C W ein endliches System von Erzeugern der
Ordnung 2. Fiir s,s' € S bezeichne m(s, s") € NU{oo} die Ordnung von ss'. Das Tupel (W, S)
heifst Coxetersystem, wenn folgende Eigenschaften erfillt sind:

(i) Firs,s' € S mits# s gilt m(s,s’) =m(s',s) > 2.

(i) Die Erzeuger S und Relationen (ss')™®) = 1 bilden eine Prisentation von W, d.h.
jede Abbildung von Mengen f : S — G in eine Gruppe G mit (f(s)f(s'))™>*) =1 ist
eindeutig zu einem Gruppenhomomorphismus W — G erweiterbar.

Die Kardinalitit von S ist der Rang des Coxetersystems.

In diesem Kapitel ist (W, .S) stets ein beliebiges Coxetersystem. Falls nicht anders de-
finiert, sind v,w € W und s,s" € S. Ist das Erzeugendensystem S aus dem Kontext klar,
nennen wir W auch einfach Cozetergruppe. Dabei ist jedoch zu beachten, dass eine Coxeter-
gruppe W mehrere Erzeugendensysteme S zulassen kann. Im Fall von Spiegelungsgruppen
steht m(s, s’) in Beziehung zum Winkel zwischen den Spiegelungsachsen der Spiegelungen
s, s.

Bemerkung 3.2. Fiir selbstinverse s, s’ und m € N lasst sich (ss')”™ = 1 auch als
ss's...=s'ss" ...

ausdriicken, wobei auf jeder Seite ein Produkt von m Elementen steht. Diese Beziehung wird
Zopfrelation genannt und ist fiir konkrete Berechnungen sehr niitzlich. Intuitiv lasst sich
ein Coxetersystem auch als Gruppe auffassen, in der jede Relation aus den Zopfrelationen
hergeleitet werden kann.

Beispiel 3.3. Das einzige Coxetersystem von Rang 1 ist Z/27Z.

Beispiel 3.4. Die Présentation der symmetrischen Gruppe &,, am Ende von Kapitel 1.2
erfiillt offensichtlich die Axiome eines Coxetersystems.
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Beispiel 3.5. Fiir m € N sei D,,, die Untergruppe von GLy(R), erzeugt von zwei Spiegelun-
gen a,b, deren Spiegelungsgeraden im Winkel 7/m zueinander stehen. Das Produkt ab ist
eine Rotation um 27 /m und besitzt Ordnung m. D,, heifit Diedergruppe der Ordnung 2m.

Sei (W, S) ein Coxetersystem vom Rang 2 mit S = {s,s'} und m(s,s’) = m. Da die
Spiegelungen a, b selbstinvers sind, existiert ein Gruppenhomomorphismus f : W — Ds,,
mit f(s) = a und f(s') = b. Er ist surjektiv, weil das gesamte Erzeugendensystem von D,
im Bild liegt, und injektiv, weil W hochstens 2m Elemente enthélt; jedes w € W ist namlich
von der Form (ss') oder (ss')ks fiir 0 < k < m.

Somit ist jedes endliche Coxetersystem vom Rang 2 eine Diedergruppe.

Da Coxetersysteme durch Présentationen charakterisiert werden, liegt es nahe, dass es
eine engere Verbindung zwischen der Gruppenstruktur und den Darstellungen als Wort in S
gibt. Dies duflert sich unter anderem im fundamentalem Begriff der Lénge.

Definition 3.6. Secien w € W und sy,...,s, € S. Ist s1...s, = w, so heifit das Wort
§:=(s1,...,8,) Darstellung von w. Besitzt § minimale Ldnge unter den Darstellungen
von w, so ist § eine sogenannte reduzierte Darstellung. Die Lange von w ist die Linge seiner

reduzierten Darstellungen und wird mit £(w) bezeichnet, wobei nach Konvention ¢(1) = 0 ist.

Die Abbildung von Mengen S — {£1}, die jedes s € S auf —1 abbildet, lasst sich ein-
deutig zu einem Homomorphismus ¢ : W — {41} fortsetzen, welcher in Spiegelungsgruppen
mit der Determinante iibereinstimmt und in Anlehnung an 3.4 Signatur genannt wird. Sein
Kern ist die sogenannte alternierende Untergruppe von W. Ist w = s1...8y,) eine redu-
zierte Darstellung eines w € W, so gilt e(w) = (—=1)“"). Daraus folgt zum einen, dass alle
Darstellungen von w die selbe Paritét haben, und zum anderen, dass ¢(sw) # ¢(w) und
l(ws) # L(w) gelten, da e(ws) = e(sw) = —e(w) ist.

Proposition 3.7. Seien v,w € W und s, s1,...,8, € S. Fiir die Lingenfunktion gilt:

(i) w=s1...8, = l(w)<n

W' = Sy - - . 51 eine Darstellung und damit £(w™") < ¢(w) fiir alle w nach (i). Wendet man

dies auf w™! anstelle von w an, ergibt sich die andere Ungleichung.
Sind w = s1...s, und v = s} ... s}, reduzierte Darstellungen, so ist wv = s1...5,5]...85),
wieder eine Darstellung; somit folgt (iii) aus (i).

Setzt man in (iii) wv und v™! fiir w und v ein, so folgt £(w) < £(wv) +£(v™1) w ((wv) +
{(v). Andersherum erhélt man mit w™! und wv die Ungleichung ¢(v) < £(w) 4 ¢(wv), womit

(iv) gezeigt ist. Zuletzt folgt (v) aus (iii) und (iv), indem man s fiir v einsetzt und ¢(ws) =
¢(w) mithilfe der Signatur ausschliefit. O
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Diese Eigenschaften machen Coxetergruppen zur natiirlichen Umgebung fiir Induktions-
argumente. Nichttriviale Elemente lassen sich immer durch ein s € S verkiirzen, indem man
fiir w € W mit {(w) = n > 0 eine Darstellung w = s; ... s, wihlt und s = s,, setzt; aus 3.7 (i)
und (v) folgt dann ¢(ws,) = n — 1, was eine Induktion iiber ¢(w) ermdglicht.

Die scheinbare Asymmetrie von 3.7 (v) beziiglich der Position von s auf der rechten Seite
triigt. Da die Aussage fiir alle w € W gilt, gilt sie insbesondere auch fiir w™!; mit 3.7 (ii)
folgt dann

((sw) = L(w's) = Lw™) £1=Ll(w) £ 1.

Viele Sitze iiber Coxetersysteme beschreiben, wie sich eine Konstruktion beim Ubergang
von w zu langerem ws verhalt. Wir erhalten dann mit diesem Argument stets eine analoge
Aussage fiir den Ubergang von w zu lingerem sw. Das folgende Lemma hilft bei induktiven
Verallgemeinerungen solcher Aussagen.

Lemma 3.8. Seien v,w € W mit {(vw) = {(v) +{(w) und {(w) > 0. Dann gibt es ein s € S
mit £(ws) = L(w) — 1 und L(vws) = L(vw) — 1 = L(v) + L(ws).

Beweis. Seien v = s1...5, und w = s} ... s; reduzierte Darstellungen und s = s;. Dann ist
ws = sy ...s;_; reduziert, also {(ws) = {(w)— 1. Dariiber hinaus ist vws = s1...5,8]...s

g1
reduziert, also gilt £(vws) = f(vw) — 1 = L(v) + L(w) — 1 = L(v) + L(ws). s

3.2 Das Wurzelsystem

Wir entwickeln die meisten Eigenschaften von Coxetersystemen (W, .S) anhand eines Systems
von Vektoren, auf denen W wirkt. Sei V der R-Vektorraum auf S mit Basisvektoren v,
und [—, —| die eindeutig bestimmte symmetrische Bilinearform mit

—cos(——) falls m(s,s") < oo
[vs, US/] _ m(s,s’)
-1 falls m(s, s’) = oo.

Man vergleiche dies mit der Interpretation von m(s, s’) iiber Winkel im Fall von Spiegelungs-
gruppen. Wir nennen Vektoren mit [v, w| = 0 orthogonal und Abbildungen der Form

Spiegelungen beziiglich v. Eine lineare Abbildung heifit orthogonal, wenn sie [—, —| erhélt; eine
direkte Rechnung zeigt, dass Spiegelungen orthogonal sind. Wir rechtfertigen diese Termino-
logie damit, dass sie fiir endliche W ihre tiblichen Bedeutungen besitzt (vgl. [6, Kapitel 6.4])
und wir in erster Linie am endlichen Fall interessiert sind.

Proposition 3.9. Fir jedes s € S sei o(s) die Spiegelung beziiglich des Finheitsvektors
vs € V. Die Abbildung s — o(s) setzt sich zu einer Darstellung o : W — GL(V') fort.

Beweis. Diese Aussage ist Gegenstand von [6, Kapitel 5.3] und wird im Wesentlichen durch
Reduktion auf den zweidimensionalen Fall und Diedergruppen bewiesen. O]

Da alle o(s) orthogonal sind, sind alle o(w) dies auch.
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Definition 3.10. Das Wurzelsystem von (W, S) ist die Menge ® = {o(w)(vs) |w € W, s € S}
aller Bilder der Basisvektoren unter W. Jede Wurzel r € ® ist eindeutig als Linearkombina-
tion der vs darstellbar; r heif§t positiv (bzw. negativ), wenn alle Koeffizienten nichtnegativ
(bzw. nichtpositiv) sind.

Per Definition ist w.r := o(w)(r) eine Wirkung von W auf ®. Mit &+, &~ bezeichnen
wir jeweils die Mengen der positiven und negativen Wurzeln. Offensichtlich sind sie disjunkt
und wir schreiben statt r € @+ und r € ®~ auch jeweils suggestiv r > 0 oder r < 0. Fiir alle
s € S gilt per Definition vs > 0.

Satz 3.11. Fir allew € W und s € S gilt:

l(ws) > l(w) <= w.vs >0
lws) < l(w) <= w.s <0

Beweis. Diese (keineswegs triviale) Aussage wird in [6, Kapitel 5.4] bewiesen. O

Daraus folgt, dass die Abbildung o : W — GL(V) injektiv ist und wir W mit o(WW)
identifizieren konnen. Aus o(w) = 1 folgt ndmlich w.v; > 0 und somit ¢(ws) > ¢(w) fiir alle
s € §; fiir w # 1 mit reduzierter Darstellung s, ... s, wére aber ws,, = s1...s,_1 und somit
l(ws,) < l(w), weshalb w = 1 sein muss.

Satz 3.11 impliziert auch ® = ®* L &, also dass jede Wurzel entweder positiv oder
negativ ist. Ist 7 > 0, aber w.r < 0 (oder umgekehrt), sagen wir, dass w das Vorzeichen
von 1 dndert. Durch die Verbindung zur Langenfunktion wird bereits deutlich, dass die
von w verursachten Vorzeichenwechsel algebraische Informationen iiber w liefern. Um diese
Vorzeichenwechsel zu untersuchen, betrachten wir Spiegelungen beziiglich Wurzeln.

Ist @ = w.vs € O eine Wurzel und o, die Spiegelung beziiglich «, so gilt

o) = — 2 [z, w.v5| W
=w.(wz) =2 w2, v wo,

= w.(s.(w.z)).

Schreiben wir R := {wsw™|w € W, s € S}, liegen also alle Spiegelungen beziiglich einer
Wurzel in R, und ebenso ist jedes t = wsw™! € R die Spiegelung beziiglich der Wurzel w.v,.
Sind 7,7’ € ® zwei Wurzeln mit gleichen Spiegelungen o, = o0,/, so erhidlt man durch Ein-
setzen von r unter Verwendung von [r,7] = 1 die Gleichung r = [r,7’]7’. Da alle Wurzeln
Einheitsvektoren sind und damit Rr N ® = {r,0,(r)} = {£r} gilt, ist dann jedes t € R die
Spiegelung beziiglich genau einer positiven Wurzel, d.h. es gibt eine Bijektion R — ®*. Die
zu t gehorige Wurzel nennen wir vy fiir ¢ € RN S stimmt das mit unserer Notation fiir
Basisvektoren iiberein.

Somit hédtten wir das Wurzelsystem @ auch abstrakt als Menge {£1} x R mit einer
passenden Wirkung von W definieren kénnen. Dies wird zum Beispiel in [2] getan. Da alle w
linear wirken, kénnen wir die Vorzeichenwechsel nun an ®*, bzw. an den zu R assoziierten
Vektoren, untersuchen.

Definition 3.12. Fiir jedes w € W sei

Rt :={te R|wuw, >0}, R, ={te R|w.uv <0}.
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Lemma 3.13. Fiir jedes s € S ist R; = {s}.

Beweis. Per Definition ist s.v; = —wv,, also s € R;. Sei t € R\ {s} mit v; =) s Avs > 0.
Die einzige positive Vielfache von v, in R ist v, selbst, also muss es mindestens ein s’ # s mit
As > 0 geben. Da die Wirkung von s aber per Definition nur die s-Komponente beeinflusst,
muss s.v; weiterhin positiv sein. Es gilt also ¢ € R} und damit ¢ ¢ R} . O

Als erste Anwendung dieser Maschinerie beweisen wir eine stérkere Version von 3.11.

Lemma 3.14. Fir alle w € W und t € R gilt:

l(wt) > b(w) < te R}
l(wt) < l(w) <= teR,

Beweis. Schreibe ¢ = vsv™" mit s € S und v € W. Dann gilt ¢(t) = e(v)e(s)e(v™!) = —
(vgl. Bemerkung nach 3.6), weshalb ¢(wt) # ¢(w) ist. Wir miissen somit nur ( = ) fur
beide Aquivalenzen zeigen.

Die erste Implikation beweisen wir per Induktion iiber ¢(w), wobei der Fall {(w) = 0
trivial ist. Sei £(w) > 0 und s € S mit ¢(sw) < ¢(w). Nach Annahme ist {(wt) > ¢(w), womit

(swt) S 0wt) — 1> fw) — 1 = (sw)

gilt, also folgt induktiv sw.v; > 0. Sollte dann dem Satz entgegen w.v; < 0 sein, miisste

Wegen $.Up—1 = sw.v; > 0 also wiw™! € Ry = {s} gelten. Doch wt = sw widerspricht der
Ungleichung ¢(wt) > {(w) > {(sw), weshalb wie gefordert w.v; > 0 (d.h. t € RY) ist.

Fiir die zweite Implikation wenden wir die erste auf f(wt) < ¢(w) = {(wtt) an und
erhalten t € R,. Daraus folgt w.v; = wtt.v; = wt.(—v;) = —(wt.vy) <0, also t € Ry,. O

Korollar 3.15. Firw € W undt € R gilt:
((tw) > l(w) < te R},
((tw) < l(w) <= teR__,
Beweis. Dies folgt durch Einsetzen von w™! in 3.14, da ((tw) = ¢(w™'t) ist. O

Wir stellen nun konkrete Beziehungen zwischen verschiedenen R her; diese werden in
Kapitel 4 zu Zerlegungen von Gruppen verallgemeinert. Ebenfalls erhalten wir eine geo-
metrische Interpretation der Lange ¢(w) — diese beschreibt genau, wie viele Vorzeichen w
umkehrt.

Lemma 3.16. Sei w € W und s € S. Ist {(ws) > l(w), so gilt R,, = {s} U (R,)®.
Beweis. (C): Sei t € R,,,. Im Fall ¢t = s ist nichts zu zeigen, also sei ¢ # s. Dann ist
W.Vss = WSV < 0,

also gilt t* € R, und damit auch ¢t € (R,)*.

(D): Da l(wss) = l(w) < L(ws) ist, folgt s € R,
mit ¢ # s. Dann ist auch t° # s und aus ws.vgs = w.v, < 0 folgt t° € R,.

Zuletzt folgt s € R aus 3.14, also ist s = s* € (R,,)® und die Vereinigung ist disjunkt. [

aus 3.14. Sei t € R, also t* € (R,,)®,

w
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Satz 3.17. Fir jedes w € W ist |R,| = {(w).

Beweis. Wir fithren eine Induktion {iber ¢(w) durch, wobei der Fall {(w) = 0 trivial ist und
der Fall {(w) =1 aus 3.13 folgt. Ansonsten sei w = vs mit ¢(v) < {(w). Dann gilt

Ry = Ry ™= (s} U (R,
woraus induktiv schlieBlich |R,| =1+ |(R;)*| =1+ |R,| =1+ {(v) = {(w) folgt. O
Satz 3.18. Seien v,w € W, sodass {(vw) = {(v) + {(w) ist. Dann gilt R,,, = R, LU (R, )".

Beweis. Es geniigt wegen 3.17, nur R, = R, U (R, )" zu beweisen. Dies tun wir mit einer
Induktion tiber ¢(w), wobei der Fall /(w) = 0 trivial ist und der Fall /(w) = 1 in 3.16
behandelt wurde. Sei s € S wie in 3.8, sodass mit w’ := ws die Langengleichungen

lvw) = Llvw's) = Lvw') + £(s),  Llow') = L) +L(w'),  Lw)=Lw)+L(s)
gelten. Die Induktionsannahme ergibt dann die Mengengleichungen
R,, = R;U(R,,)", Ry =R, U(R,)", R, =R U(R,)",

aus denen schliefllich

folgt. m

Zuletzt etablieren wir eine zusétzlich Symmetrie im endlichen Fall, die es uns erlaubt,
jedes R, durch ein R} ausdriicken zu kénnen. Auf diese Weise miissen wir in Kapitel 4 nur
Analoga von R, definieren.

Satz 3.19. Sei (W, S) ein Coxetersystem. Fiir wy € W sind folgende Eigenschaften dquivalent:
(1) Fir alle w € W ist {(wg) > {(w).
(ii) Ry, = R.

(i41) Fiir allew € W ist Ry, = R} .

(v) Fiir allew € W gilt {(wow) = {(wy) — L(w).

Ein wy mit den obigen Eigenschaften ist eindeutig bestimmt, selbstinvers und heifit 1langstes
Element von (W, S). Es existiert genau dann, wenn W endlich ist.
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= (ii): Sei wy € W ein Element maximaler Linge und ¢ € R beliebig. Da
o) gilt, folgt t € R, aus 3.14.
(i

Beweis. (i)
U(wot) < l(wp) g o

(ii) = (iii): Da wy nach Annahme die Vorzeichen aller Wurzeln umkehrt, ist dies trivial.
(iii) = (iv): Wegen R = R gilt

3 17 111

Rl = [RE = (Rl = B | = (Rl ™= ewo) = (w).

L(wow) w0w| =

(iv) = (i) ist ebenfalls trivial.
Eindeutigkeit folgt nun aus 3.17 wie folgt: Seien v,w € W Elemente, welche die vier
Eigenschaften (i) - (iv) erfiillen. Eigenschaft (i) impliziert, dass ¢(v) = ¢(w) ist. Dann gilt

Yow™) Y o(v) = w1 = £(v) — f(w) =0,

also ist vw™! =1, d.h. v = w.

Da f(wy) = f(wy?') ist, muss das lingste Element wy selbstinvers sein. Jedes endliche
Coxetersystem enthélt offensichtlich ein langstes Element. Umgekehrt liefert ein solches Ele-
ment eine obere Schranke fiir |[W|, denn da S endlich ist, gibt es nur endlich viele Worte in S
unter einer festen Lange. O

Korollar 3.20. Fir jedes w € W mit n = {(wy) — (w) > 0 ezistieren sy, ...,s, € S, sodass
fir alle 1 < k <n die Gleichung {(ws; ...s;) = l(w) + k gilt.

Beweis. Gibt es ein s € S mit {(ws) > ((w), so gilt {(ws) = {(w) + 1 nach 3.7 (v) und
wir konnen induktiv fortfahren. Also ist nur zu zeigen, dass wy das einzige w € W ist, das
l(ws) < L(w) fiir alle s € S erfiillt. Ist w ein solches Element, folgt S C R, aus 3.14. Ist
also r = ZSES Asvs € O eine positive Wurzel, muss w.r = ZSGS Asw.vg eine nichtnegative
Linearkombination negativer Wurzeln und somit selbst eine negative Wurzel sein. Somit
bildet w alle positiven Wurzeln auf negative ab; aus 3.19 (ii) folgt dann w = wy. O

Korollar 3.21. Fir jedes w € W mit n = l(wg) — l(w) > 0 existieren sy, ...,s, € S, sodass
fir alle 1 < k <n die Gleichung {(sg . ..syw) = l(w) + k gilt.

Beweis. Man wende das {ibliche Inversenargument auf 3.20 an und benutze wy = wy'. [

Bemerkung 3.22. Wir erhalten mithilfe des lingsten Elements wy noch eine andere Form
von Symmetrie. Im Fall /(wv) < ¢(w) gilt auch

U(wowv) = L(wy) — L(wv) > L(wy) — L(w) = L(wow).

Fiir Aussagen der Form f(wv) > {(w) = P(w,v) erhalten wir also sofort Aussagen der
Form ((wv) < f(w) = P(wow,v), dhnlich wie aus dem Inversenargument.
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4 Endliche Gruppen mit zerfallendem BN-Paar

Nach den Vorbereitungen in Kapitel 3 widmen wir uns nun Gruppen mit BN-Paar. Diese
Gruppen sind ausgesprochen verbreitet — ein Grofiteil der einfachen endlichen Gruppen féllt
darunter — und in vielen Bereichen der Mathematik spielt die Unterklasse der Gruppen
mit zerfallendem BN-Paar eine wichtige Rolle. Wir betrachten in diesem Kapitel diverse
Zerlegungen solcher Gruppen in geeignete Untergruppen und Nebenklassen. Diese werden
enge Verbindungen zu einem assoziierten Coxetersystem und dessen Wurzelsystem besitzen.

Wir behandeln zunéchst BN-Paare im Allgemeinen und beweisen die sogenannte Bruhat-
Zerlegung, die historisch die Entwicklung von BN-Paaren motivierte (vgl. [4, S.115f]). In-
haltlich folgen wir dabei grob [2] und [4], beschrinken uns aber auf das Notigste — wir
gehen nicht auf die sogenannten Gebdude oder detailliert auf die Untergruppenstruktur ein.
Danach definieren wir auf Basis von [10, §2-3] Untergruppen, die zu den Mengen R aus
Kapitel 3.2 analog sind. Die dort bewiesenen Beziehungen zwischen den RZ liefern hier
niitzliche Zerlegungen in diese Untergruppen. Zuletzt gehen wir in Kapitel 4.3 zu zerfal-
lenden BN-Paaren iiber und verschéirfen die Ergebnisse der vorangehenden Kapitel mithilfe
der zusatzlich verfiighbaren Struktur. Neben einigen technischen Ergebnissen fiir Kapitel 5
erhalten wir dabei insbesondere eine starke Form der Bruhat-Zerlegung. Die Hauptreferenz
dieses Abschnitts ist [11, §2].

4.1 Allgemeine BN-Paare und die Bruhat-Zerlegung

Definition 4.1. Eine Gruppe G besitzt ein BN-Paar, wenn es zwei Untergruppen B, N < G
mit den folgenden Eigenschaften gibt:

(i) T := BN N ist ein Normalteiler von N und die Faktorgruppe W := N/T besitzt ein
Erzeugendensystem S, sodass (W, S) ein Coxetersystem ist.

(i) B und N erzeugen G.
(iii) Fir alle s € S und w € W gilt sBw C BwB U BswB.
(i) Fir alle s € S gilt sBs ¢ B.

Wir bezeichnen das Tupel (G, B, N, S) selbst auch als BN-Paar. Der Rang von (G, B, N, .S)
ist der Rang des Coxetersystems (W, S).

Man bemerke, dass jedes w € W zunéchst eine Menge der Form m7T mit m € N ist
und Axiome (iii) und (iv) somit Aussagen iiber Produkte von Teilmengen treffen. Da T
aber eine Untergruppe von B ist, gilt Bw = BTm = Bm; ist n € N ein Représentant
von s € S, konnen wir die Axiome also alternativ auch als nBm C BmB U BnmB und
nBn ¢ B formulieren. Aus demselben Grund hingt die Konjugation B® = n~!'Bn nicht
vom Reprisentanten n, sondern nur von der Klasse w ab. Wir schreiben daher B* := B™.

Setzt man w™! in Axiom (iii) ein und bildet Inverse, ergibt sich die analoge Aussage
wBs C BwB U BwsB. Die Definition eines BN-Paares ist also nicht gerichtet.
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Beispiel 4.2. Sei K ein Korper und n eine natiirliche Zahl mit n > 1. Dann besitzt die
allgemeine lineare Gruppe G = GL,(K) ein BN-Paar. Alle in diesem Beispiel betrachteten
Matrizen seien implizit regulér.

Sei B die Untergruppe der oberen Dreiecksmatrizen und N die Untergruppe der soge-
nannten Monomialmatrizen, d.h. der Matrizen mit genau einem Nichtnulleintrag in jeder
Zeile und Spalte. Dann ist T'= BN N die Untergruppe der Diagonalmatrizen.

Man betrachte den Homomorphismus N — &,,, der jeder Monomialmatrix ihre durch
Linksmultiplikation assoziierte Zeilenpermutation zuordnet. Dieser ist offensichtlich surjektiv
und besitzt T als Kern. Also ist 7" ein Normalteiler von N und die Faktorgruppe W = N/T
ist isomorph zu &,,. Nach 3.4 ist W eine Coxetergruppe; ihr Erzeugendensystem S besteht
aus den Klassen der n —1 Permutationsmatrizen, die jeweils zwei aufeinander folgende Zeilen
vertauschen und alle anderen erhalten.

Fiir Axiom (ii) geniigt es zu zeigen, dass jede Elementarmatrix von B und N erzeugt
werden kann. Die Matrizen fiir Zeilenskalierung und Zeilenvertauschung sind offensichtlich
Elemente von N. Die Matrizen fiir Zeilenaddition sind hingegen obere oder untere Dreiecks-
matrizen; B enthélt nur erstere. Ist jedoch X € N die Permutationsmatrix mit Xe; = e,,_;11
fiir alle ¢, priift man schnell nach, dass Konjugation mit X obere Dreiecksmatrizen zu unteren
Dreiecksmatrizen und umgekehrt transformiert. Somit ist auch jede untere Dreiecksmatrix
als Produkt von Matrizen aus B und N darstellbar.

Axiom (iv) beweisen wir durch direkte Konstruktion einer Matrix, die in sBs, aber nicht
in B liegt. Man représentiere s durch die Matrix P, welche die Zeilen ¢ und 7 + 1 vertauscht,
und wéhle eine obere Dreiecksmatrix A € B mit A;;4; # 0. Dann ist PAP € sBs, aber
wegen (PAP)H-Li = (14P)l72 = Ai,i—i—l 7é 0 ist PAP g B.

Axiom (iii) ist involvierter. Zunichst formulieren wir mit B’ := wBw™* und Rechtsmul-
tiplikation mit w~! die Bedingung sBw C BwB U BswB zu

sB C BB'U BsB'

um.! Es geniigt also zu zeigen, dass jede Matrix A € sB aus einer Diagonalmatrix oder einer
Matrix M € s entsteht, indem man links mit Matrizen aus B und rechts mit Matrizen aus B’
multipliziert — oder dquivalent, dass sich A durch diese Operationen auf Diagonalform oder
eine Matrix aus s bringen l&sst.

A € sB ist von der unten gegebenen Form. Da A invertierbar ist, sind alle mit % gekenn-
zeichneten Diagonaleintrige ungleich 0. Durch Linksmultiplikation mit Elementarmatrizen
in B kann man A daher auf die Form A’ bringen.

A =

Q O
SO
Q O
SO

* 0 *

iiVorsicht: Fiir das Produkt von Teilmengen gilt ww™! = T, nicht ww™! = {1}.
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Im Fall b = 0 liegt A in s und wir sind fertig. Sei also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
b # 0. Da A’ invertierbar ist, gilt a # 0. Durch Rechtsmultiplikation mit einer der unten
gegebenen Matrizen X, X' lasst sich A" jeweils zu einer Matrix aus s oder auf obere Dreiecks-
form umformen; eine obere Dreiecksmatrix lédsst sich dann mithilfe von B auf Diagonalform
bringen.

1 1
1 -2 , 1 0
X = 0 1 X' = -3 1
1 1
Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass mindestens eine dieser Matrizen in B’ = wBw™!

liegt. Sei P die eindeutig bestimmte Permutationsmatrix in w und © € &,, ihre assoziierte
Zeilenpermutation. X liegt genau dann in B’, wenn P~ X P eine obere Dreiecksmatrix ist,
also genau dann, wenn (P7'XP);; = Xy -0 = 0 fiir alle & > [ gilt. Wie man schnell
iiberpriift, ist dies aufgrund der Struktur von X dquivalent zu 7! (i) < 7~!(i+1). Ein véllig
analoges Argument zeigt, dass X’ € B’ dquivalent zu 7=1(i) > 7~1(i + 1) ist. Da stets eine
dieser beiden Bedingungen gilt, ist Axiom (iii) gezeigt.

Dieses Beispiel ist in gewisser Weise der Prototyp fiir BN-Paare. Die in diesem Kapitel
bewiesenen Zerlegungen, insbesondere 4.4, besitzen fiir GL,(K) eine sehr anschauliche und
bekannte Interpretation; umgekehrt lassen sich diese Zerlegungen als Verallgemeinerungen
von Methoden der linearen Algebra auffassen.

Wie man schnell nachpriift, sind Axiome (iii) und (iv) dquivalent zu Aussagen iiber die
Multiplikation von B-Doppelnebenklassen:

BsB - BwB C BwB U BswB BsB-BsB ¢ B1B=1B

Da BsBwB eine Vereinigung von B-Doppelnebenklassen ist und sw enthélt, erhélt man fiir
Axiom (iii) sogar die Formulierung

BsB - BwB € {BswB, BuB U BswB} . (*)

Wir untersuchen nun etwas genauer, wie die Doppelnebenklassen mit dem Coxetersystem W
verbunden sind.

Proposition 4.3. Seien sq1,...,s, € S und w € W. Dann gilt

Bsy...s,BwB C U BzwB,

z€Z

wobei Z die Menge aller Teilworte von sy ..., ist.
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Beweis. Wir fithren eine Induktion iiber n durch, wobei der Fall n = 1 nur eine Umformulie-
rung von Axiom (iii) ist. Sei also n > 1, sodass die Proposition fiir n — 1 gilt. Wir bezeichnen
die Menge der Teilworte von ss...s, mit Z’. Dann gilt

IA
Bsysy...s,BwB C Bs1Bsy...s,BwB C Bs; - U BzwB = U Bs;BzwB.

zeZ! zeZ!

Nach Axiom (iii) ist Bs; BzwB C BzwB U BsyzwB fiir jedes z € Z'. Da z, 12 € Z sind, ist
die Aussage gezeigt. O

Satz 4.4 (Bruhat-Zerlegung). Man hat die disjunkte Zerlegung

G = |_| BuwB.

wew

Beweis. Es gilt |J,cpy w = N, also sind B,N C BWB. Da BWB unter Inversion und
nach 4.3 auch unter Multiplikation abgeschlossen ist, ist es eine Untergruppe von G, die B
und N enthélt, und somit nach Axiom (ii) bereits gleich G. Es muss dann nur noch gezeigt
werden, dass BwB und BvB fiir verschiedene w,v € W ungleich und damit disjunkt sind.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei ¢(v) > ¢(w), sodass wir die Aussage durch
Induktion iiber ¢(w) beweisen konnen. Im Fall {(w) =0, d.h. w =1, sein € N mit v = nT.
Aus BuB = BwB = B folgt dann n € BN N =T und damit v =1 = w.

Nun sei £(v) > ¢(w) > 0 und v # w. Wéhle ein s € S mit {(sw) = ¢(w) — 1. Dann gilt

0s0) S 0(0) = 1> (w) — 1 = O(sw).

Aus £(v) > ((sw) folgt insbesondere v # sw. Nach Annahme ist v # w und damit auch
sv # sw, was induktiv BswB ¢ { BuvB, BsvB} ergibt. Aquivalenterweise ist

BswB N BvB = BswB N BsvB = ().
Wire nun BwB = BvB, miisste

BswB = BswB N BsBwB
= BswB N BsBvB
C BswBnN (BvB U BsvB)
= (BswB N BvB) U (BswB N BsvB)
= ()

gelten, was offensichtlich absurd ist. Also ist BwB # BvB. [

In unserem prototypischen Beispiel GL, (K) besagt dieser Satz, dass jede Matrix A von
der Form A = UPU’ ist, wobei U,U’ € B obere Dreiecksmatrizen sind und P die eindeu-
tig bestimmte Permutationsmatrix in w € W mit A € BwB ist. Stellt man dies nun zu
P71U'A = U’ um, wird deutlich, dass die Bruhat-Zerlegung eine Variante des bekannten
GauB-Eliminationsverfahrens zur Berechnung der Stufenform ist. Zeilen werden dabei nur
auf hoher liegende Zeilen addiert und erst zum Schluss permutiert. Die Bruhat-Zerlegung
verallgemeinert dies auf viele weitere Gruppen.
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Lemma 4.5. Fir allew € W und s € S gilt:

((sw) > l(w) <= sBw C BswB
((sw) < l(w) < sBwN BwB # ()

Beweis. [5,65.5, 65.6] Es geniigt, ( =) fiir beide Aquivalenzen zu zeigen, da aus Axiom (iii)
folgt, dass immer genau eine der rechten Aussagen wahr ist.

Fiir die erste Implikation fithren wir eine Induktion iiber ¢(w) durch, wobei der Fall
(w) = 0 trivial ist. Im Fall f(w) > 0 sei w = vs’ mit v € W, s € S, l(w) > £(v).
Im Widerspruch zur Aussage sei sBvs' = sBw ¢ BswB; nach Axiom (iii) muss dann
sBvs' N BwB # ) gelten. Durch Rechtsmultiplikation mit s’ erhalten wir

0 # (sBvs' N BwB)s'
= sBv N BwBs'
C sBv N (BwB U Bws'B)
= sBvN (BwB U BuB).

Es gilt {(sv) > {(v), da sonst {(sw) = {(svs’) < €(sv)+ 1 = {(v) < {(w) im Widerspruch zur
Annahme /(sw) > ¢(w) wére. Induktiv folgt dann

0 # BsBvB N (BwB U BuvB) = BsuBN (BwB U BuB),

und die Bruhatzerlegung impliziert sv € {w,v}. Da sv = v unméglich ist, muss sv = w sein.
Dann ist jedoch ¢(sw) = ¢(v) < £(w), was der Annahme des Lemmas widerspricht.

Fiir die zweite Implikation bemerke man zuerst, dass aus Axiom (iii) sBs C B U BsB
und mit Axiom (iv) sBs N BsB # () folgt. Eine Rechtsmultiplikation mit sw liefert dann

() #£ (sBsN BsB)sw = sBw N BsBsw.

Wenden wir nun die erste Implikation auf sw und s an, so erhalten wir BsBsw C BwB,
und es folgt sBw N BwB # (). O

Mithilfe der Bemerkung vor 4.3 lédsst sich Lemma 4.5 zu einer anschaulicheren Aussage
iiber Doppelnebenklassen umformen. In Beweisen ist die urspriingliche minimale Formulie-
rung jedoch meist leichter anwendbar.

Proposition 4.6. Fir allew € W und s € S gilt:

l(sw) > l(w) <= BsBwB = BswB
l(sw) < l(w) <= BsBwB = BwBU BswB

4.2 Transfer des Wurzelsystems auf B

Die Bruhatzerlegung sowie die Verbindung zwischen Axiom (iii) und der Léngenfunktion
verdeutlichen, wie stark BN-Paare von der Geometrie des assoziierten Coxetersystems beein-
flusst werden. Wie wir in diesem Abschnitt zeigen werden, geht dieser Einfluss noch deutlich
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weiter. So kénnen wir Analoga der Mengen RE aus Kapitel 3.2 innerhalb der Gruppe defi-
nieren, die sehr dhnliche Beziehungen untereinander besitzen. Zuletzt finden wir ein System
von Untergruppen, auf dem W genau wie auf dem Wurzelsystem wirkt.

Wir nehmen ab hier an, dass W eine endliche Gruppe ist. Alle Ergebnisse treffen damit
immer noch ohne Einschriankungen auf Beispiel 4.2 zu.

Definition 4.7. Fir beliebige w € W und s € S schreiben wir:
B! =BnB" B, = B,
B, = BN B"" B~ = B}

Wir erinnern daran, dass nach unserer Konvention BY = n~!Bn fiir einen beliebigen
Représentanten n von w gilt und dass wy das langste Element von W ist (vgl. 3.19). Wie
die Notation suggeriert, nehmen B und B, die Rolle der Mengen R} und R, ein. Die
Definition von B, basiert auf der Beziehung R,, = R} , aus 3.19. B, entspricht Ry = {s}
und B~ entspricht R} = ().

In Beispiel 4.2 mit G = GL,(K) ist B~ = BN B* = T. Insofern darf B~ nicht mit
der oft verwendeten Notation B fiir die Gruppe der unteren Dreiecksmatrizen verwechselt
werden.

Wir beginnen mit einigen technischen Lemmata. Diese schlieen hauptséchlich Entartun-
gen aus, entsprechen aber bereits einfachen Aussagen iiber R=.

Lemma 4.8. Seien w € W und s € S mit {(sw) > {(w). Dann gilt BB~ N B* C B.

Beweis. Sei der Aussage entgegen z € BB N B* aber x ¢ B. Nach Axiom (iii) gilt
B* € BsBUB, also ist € BB ' N BsB # (. Nach Rechtsmultiplikation mit w folgt dann

0 # (BwBw ' N BsB)w = BwB N BsBw C BwB N BswB,
was der Bruhat-Zerlegung (4.4) widerspricht. Es ist also tatséchlich BB 'NB*cB. O
Korollar 4.9. Seien w € W und s € S mit {(ws) > {(w). Dann gilt BB N B* C B.

Lemma 4.10. Seien w € W und s € S mit {(ws) > {(w). Dann gilt B = B B} = B Bt.
Insbesondere folgt mit w = wos die Gleichung B = B;Bf = B} Bs.

Beweis. Fiir den ersten Teil gilt D per Definition; fiir C betrachte man
45
B = s(sBw Hw C s(Bsw 'B)w = B*B",

wobei 4.5 wegen ((sw™!) = l(ws) > {(w) = {(w™!) anwendbar ist. Fiir ein beliecbiges b € B
seien nun b’ € B® und V” € BY mit b = V'b”. Dann ist ¥ = bb"~' € BB N B* C B nach 4.9,
also gilt o’ € Bf und V' € B. Es folgt b = b’ € B} B, was zu zeigen war. O

Lemma 4.11. Seien w € W und s € S mit {(sw) > {(w). Dann gilt B}, C B;.

sw

Beweis. Per Definition ist B, C B. Nun konjugiere man die Inklusion
-1 -1 —1 4.8
(BNB™)Y =BY NB°CBBY NB°CB
mit w, um B, C B" zu erhalten. O
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Damit kénnen wir nun beweisen dass sich B~ = B} wie R}, =0 und B, = B, wie die

cinelementige Menge R; “= {s} verhilt.

Lemma 4.12. Ist wg € W das lingste Element der Coxetergruppe W, so gilt

ﬂ BY = B™.

weW
Insbesondere gelten (B~)Y = B~ und B~ C B} fiir alle w € W.

Beweis. Fiir w € W seien n = f(wg) — ¢(w) und sq,...,s, € S wie in 3.21. Fir k =0,...,n
setze man vy 1= Sp...sjw, sodass vy = w und v, = wy gelten. Dann folgt aus 4.11 sofort
B~ =B/ C...C B} = B} und es gilt

(1 B"cBnB™=B"c (| Bi=()BnB")C (] B"
weW weWw weWw weW

Die Schlussbemerkungen folgen sofort aus der Hauptaussage. O]

Lemma 4.13. Flir jedes s € S gilt By # B~.

Beweis. Wire B, = B™, so gilte BEOBSB;* = B_B+4uBJr C B?, was nach Konjugation

mit s im Widerspruch zu 4.1 (iv) steht. O

Satz 4.14 (vgl. 3.11). Fir allew € W und s € S gilt:

l(ws) > l(w) <= DBs;C B}
) <= Bs¢ B} und B;N B}, =B~

Beweis. Da sich die rechten Aussagen gegenseitig ausschliefen und immer genau eine lin-
ke Aussage wahr ist, geniigt es, ( == ) fiir beide Aquivalenzen zu zeigen. Fiir die Erste
sei wosw™ ! = Sq . ..s1 eine reduzierte Darstellung und v; := s; ... syw fiir alle 0 < j < ¢, d.h.
vo = w und v, = wps. Man bemerke, dass w = wps der Annahme ¢(ws) > ¢(w) widerspricht

und somit stets ¢ > 0 ist. Dann gilt ¢(v;) = ¢(w) + j fiir alle j, da sonst absurderweise

= {(vy)

< q+l(w)

= l(wosw ™) + £(w)

= l(wg) — L(sw™) + L(w)
= l(wp) + L(w) — L(ws)
= l(wy) — 1
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Fiir die zweite Implikation bemerke man zunéchst, dass ¢(wss) > ¢(ws) ist und deshalb

4.12
BB BN B
— ((B*N B B™)*
& (BN By
4123

gilt. Es ist also wie gefordert B~ = BN B* N BY* = B,N B;}. Wire nun B, C B}, so wiirde
Bs; = B;N B} = B~ im Widerspruch zu 4.13 folgen. O

Die naheliegende Aussage ¢{(ws) < {(w) <= By C B, ist auch wahr und folgt aus 3.22.
Lemma 4.15. Seien w € W und s € S mit {(ws) > {(w). Dann gilt B,,, = Bs(B,,)*.

Beweis. Die Bemerkung nach 4.14 zeigt B, C B, also gilt

B,,= BN B,
‘L B.BIN B,
= B.(Bf n By,
= B,(BnN B* N BY)
= B,(B* N BN B"v)".

Es ist dann nur noch zu zeigen, dass (B*N BN BY") = B, ist. Es gilt {(wowss) > {(wows),

also folgt B®* N B“°"* C B aus 4.9. Eine Konjugation mit s liefert dann B N BY" C B?,
woraus schliefllich (B* N BN B*") = BN BY" = B, folgt. O

Satz 4.16. Fir w,v € W mit {(vw) = £(v) + {(w) gelten die Gleichungen:
B, =B, - (B,)" B~ =B,Nn(B,)"

Beweis. Fiir die erste Gleichung fithren wir eine Induktion iiber ¢(w) durch, wobei der Fall

l(w) =0aus B = B~ - B} , = B; = (B;)! folgt. Fiir {(w) > 0 seien w’ € W, s € S mit
w=w's, {(w) > L(w) und L(vw) > L(vw’) (vgl. 3.8). Dann gilt

Fiir die zweite Gleichung betrachte man

4.12 w 4;2

B~ C B,N(B,)"=BNB"YNBYNBY"" C (B*NB) B™.
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Korollar 4.17. Fiir alle w € W gelten die Gleichungen:
B =B, - B} B~ =B, NB/

1 an, was aufgrund von 3.19 moglich ist. Da wy

) = (BI,)* = B:. 0

Beweis. Man wende 4.16 mit v = wow™
selbstinvers ist, gilt sowohl B, = B als auch (B;)" = (B,

wow 1

Zuletzt zeigen wir, dass sich das Wurzelsystem selbst auch in das BN-Paar iibertragen
lisst. Sei ¥ = {wB,w™'|s € S,w € W}. Dann definiert w.c = wow™! mit w € W, o € &
eine Wirkung von W auf .

Satz 4.18. Die Abbildung f : ® — X mit f(w.v,) = wBsw™! ist eine wohldefinierte W -
aquivariante Bijektion.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass fiir w,w’ € W und s,s € S mit w.v, = w'.vy stets
fwws) = f(w'wg) gilt. Dabei kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit w’ = 1
annehmen, sodass nur BY~ = B, zu zeigen ist.

Es gelten w.v, = vy > 0 und s'w.vs = s.vy < 0, also folgt B, C B N B, aus 3.14
und 4.14. Dabei benutzen wir, dass aus ¢(s'ws) < {(s'w) die Ungleichung ¢(wys'ws) > {(wos'w)
folgt (vgl. 3.19 und 3.22). Dann gilt:

(B)*" C (B N(Bg,)” =B NBNB“ nB"“CBy
Komplett analog folgt aus w™.vy = v, > 0 und sw vy = s, < 0, dass (By)* C B, ist,
was die andere Inklusion beweist. Somit ist f wohldefiniert.

Per Definition ist f W-dquivariant und surjektiv. Seien r,r' € ® mit f(r) = f(r’).
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit existieren s,s" € S und w € W mit r = w.v, und
7 = vyg. Aus wBsw™' = By = BN B%Y folgt dann By = BY N B»** und da B, C B
ist, gelten B, C B und By C B_,. Mit 3.14 und 4.14 bedeutet das w.vs; > 0 sowie
s'w.vg = 8. (w.vg) <0, also w.vy = vy nach 3.13. O

4.3 Zerfallende BN-Paare

Definition 4.19. Sei G eine endliche Gruppe, (G, B, N,S) ein BN-Paar und p > 0 eine
Primzahl. (G, B, N, S,U) ist ein zerfallendes BN-Paar von Charakteristik p, wenn folgende
FEigenschaften erfillt sind:

(v) T = BN N ist abelsch.
(vi) U ist eine normale p-Sylowuntergruppe von B mit B =U x T.

Man bemerke, dass U als normale p-Sylowuntergruppe genau aus den p-Elementen von B
besteht. Zerfallende BN-Paare werden héufig mit der zusétzlichen Bedingung 7" = (1, B"
definiert. Wir nennen solche BN-Paare wie in [11] saturiert. Saturierte Paare haben eine
engere Verbindung zur Geometrie ihrer Gebdude und erlauben eine einfachere Berechnung
bestimmter Nebenklassen.

31



Beispiel 4.20. Wir betrachten erneut die allgemeine lineare Gruppe G = GL,(K), diesmal
iiber einem endlichen Kérper mit Charakteristik p und Kardinalitiit ¢ = p*. Sei (G, B, N, S)
das BN-Paar in Beispiel 4.2 und U < B die Untergruppe der Dreiecksmatrizen mit Einsen
auf der Diagonale. Dann ist (G, B, N, S,U) ein zerfallendes BN-Paar von Charakteristik p.

Die Gruppe T ist selbst im allgemeinen Fall abelsch, also miissen wir nur (vi) zeigen.
Offensichtlich ist B = UT und U NT = 1. Ferner ist U als Kern des Gruppenhomo-
morphismus B — (K*)" mit A — (A1,...,A,,) ein Normalteiler. Eine obere Drei-
ecksmatrix ist genau dann invertierbar, wenn die Diagonalelemente invertierbar sind, al-
so ist |B| = ¢"™Y/2(q — 1)". Da jede unipotente obere Dreiecksmatrix invertierbar ist, gilt
\U| = ¢"("=1/2 = phn(n=1)/2 ynd U ist eine maximale p-Gruppe.

Um die Ergebnisse aus Kapitel 4.2 auf U {iibertragen zu konnen, benotigen wir Ana-
loga von BE in U. Fiir eine spiitere Anwendung und einfachere Notation wihlen wir an
dieser Stelle ein beliebiges, aber festes Reprisentantensystem von W = N/T. Den Stan-
dardrepriasentanten von w bezeichnen wir dabei mit n,,. Ist H eine Untergruppe von G, so
schreiben wir H* := n_'Hn,,, was mit unserer Notation fiir B” zu Beginn des Kapitels
iibereinstimmt.

Definition 4.21. Fiir beliebige w € W und s € S und schreiben wir:

Utr=unu"” U,=U;
U, =0nu®” U~ =U;,

Im folgenden Lemma wird gezeigt, dass die hier bendtigten Konjugationen wieder von
der Wahl des Repréasentanten unabhéngig sind.

Lemma 4.22. Fualls T eine Untergruppe H < G normalisiert, so wird fir alle w € W
auch H” von T normalisiert. Insbesondere normalisiert T' alle Untergruppen aus 4.21.

Beweis. HY wird normalisiert, weil n,, und tn, Repridsentanten der selben Klasse w sind
und H" nur von w abhéngt. Die Aussage iiber 4.21 folgt daraus, dass U ein Normalteiler
von B ist und Konjugationen mit Schnitten kommutieren. [

Die Beziehungen zwischen den BE aus dem letzten Kapitel liefern durch einen Schnitt
mit U entsprechende Beziehungen zwischen den UZ. Da Schnitte Inklusionen erhalten und
mit Konjugationen sowie anderen Schnitten kommutieren, geniigt fiir die folgenden Sétze
meist ein kurzes Argument, dass auch die betrachteten Schnitte und Produkte kommutieren.

Proposition 4.23. Fir alle w € W und s € S gelten die Gleichungen

Bf =U;T, B nU =U;,
B, =U,T, B;NU=U,,
B, = U,T, B,NU = U,

Beweis. Es geniigt, die oberen Gleichungen zu zeigen. Zunéchst folgt U/ T C B aus
UST = (UNUT cUTNUYT 2 UTN(UT)" = BN B” = B}
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Sei andersherum = € B = UT N U“T. Dann gibt es u,u’ € U und ¢, € T mit
r=u't =u"t,

also ist u™ = u/'t't=! € U¥ N B. Da u™ ein p-Element ist und U alle p-Elemente von B
enthélt, gilt u™ € UYNU = U}, woraus x = u™t € U} T folgt. Es ist also auch B} C UJT.

Fiir die zweite Gleichung betrachte man zuerst Uf = U/ NU Cc UJTNU = B NU.
Da U} C U ist, impliziert die eindeutige Zerlegung in semidirekten Produkten (1.7) dann
UFTNU C U}, also ist insgesamt B, NU = U;. O

Zusammen mit Lemma 4.12 erhalten wir daraus:

Avr=u-.

weW
Insbesondere gelten (U™)Y =U~ und U~ C U} fir allew € W.

Korollar 4.24. Es gilt

Satz 4.25. Fir w,v € W mit {(vw) = {(v) + €(w) gelten die Gleichungen:

Upy = Uy - (U)" U-=u,n(U,)" U] = —|Uw,|U"‘U” |
Beweis. Die erste Gleichung entsteht aus 4.16 durch einen Schnitt mit U:

Uy =By NU
4.16

=B, (B,)" NU
=U,TU;T)"NU
4.22

=U, (U)TNU.

Nun besteht aber U, (U, )" C B, (B,)" B,,, C B aus p-Elementen, also folgt erneut
U, (U, ) Cc U und dann U, (U))YT NU = U, (U, )" mit 1.7.
Fiir die zweite Gleichung folgt (C) sofort aus 4.24. Die andere Inklusion folgt aus

4.16

U, NU)"=0nu»>*nUnUu*)"
=uUunu™cnuYnurr”
cu™nu®
= U nNnuU)”
=
Die dritte Gleichung ist eine triviale Anwendung von 1.8. O
Wie im Beweis von Korollar 4.17 erhélt man daraus:

Korollar 4.26. Firw € W gelten die Gleichungen:

— . _l’_
U=u, - U} U~ =U, nU} U] ——’Uw‘|UJ|Uw|
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Wir koénnen diese Ergebnisse nun nutzen, um die Bruhat-Zerlegung (4.4) deutlich zu
verschirfen. Dabei spielen Reprisentantensysteme von U/ U;’,l eine wichtige Rolle. Das fol-
gende Lemma zeigt, dass man diese bereits aus Reprasentantensystemen von U, _, /U~ erhilt.

Wir gehen diesen Umweg hauptséchlich fiir den Beweis von 5.6; oft sind Représentanten-
systeme von U__, /U~ jedoch auch leichter zu finden. Fiir saturierte zerfallende BN-Paare
wie 4.20 gilt ndmlich U~ = B~ NU =T NU = 1, also geniigt es, die Untergruppen U__,
berechnen zu konnen. Fiir nichtsaturierte BN-Paare kann U~ nichttrivial sein, aber wie
in [11, Theorem 4.5] gezeigt wird, ist U~ fiir ungerade p zumindest ein Normalteiler von G
und damit von U__,. Ebenso findet sich dort ein Gegenbeispiel in gerader Charakteristik.

Lemma 4.27. Fir alle w € W ist jedes Reprisentantensystem €, von U,__, /U™ auch ein
Reprisentantensystem von U/U;r_l. FEs gilt BuB = UwB = Q,wB.

Beweis. Aus direkter Rechnung folgt
U U Uk, = ( U xU—> o= evul | 2l
r€Qy r€Qy rE€Qy

Weil U endlich ist, ist diese Vereinigung genau dann disjunkt, wenn |U| = |€2,,| ’U:J’,l‘ gilt.
Dies ist aber der Fall, da nach 4.26

s U] _ [Uea | 192] U7

|U|=‘
1% U~

::|(I;;1‘|52w|

gilt. Somit bildet €2, ein Reprisentantensystem von U/ U;ll.
Es ist BwB = UTwB = UwB. Da ,, ein Reprisentantensystem von U/ U;“_l ist, gilt
UwB = QwU;r_lan. Nun berechnen wir

QU ny,B = Q,[UNU" "n,B
= Qu(Uny, N n;LUnw—lnw)B
= Quny(ny Uny Nng'n ' Uny-1n,)B
= Qun, (U’ NU)B
= Qn,B
= Q,uwB,

wobei wir in der vierten Gleichung verwenden, dass U von n,,-1n,, € T normalisiert wird. [

Lemma 4.28. Seien wy,ws € W, uy,us € U und ti,ty € T. Dann gilt
U1t Ny, U = Ugton,, U <= wy = wy, t1 = o, u;lul € U;Ll,l.
Beweis. (<= ): Sei t :=t; =ty und w := w; = wy. Dann gilt
ngtt g tugtn, € (U )" = (UNUY ) = (U NU) CU,
und daher utn,U = ustn,U.
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( = ): Wegen u;t;n,,,U C Bw;B folgt aus der Bruhat-Zerlegung sofort w := w; = ws.
Es gibt dann ein v € U mit uit1n, = uston,u. Seien ferner ¢/, ¢ € T, sodass ton, = n,t'
und ng 'ty = t"n;! gelten. Das ist moglich, weil T ein Normalteiler von N ist. Dann gilt:

uy g = (tgne)u(ng 7Y = ny(Fut)n,t € UN BY

w
D : -1 +
as zeigt uy uy € U, da

UNB”'=UnNBNB" ' =UNnB, ZUt,

ist. Wir haben auch u; 'u; = tgum;ltl_l € U/, gezeigt, was toue € Ul ity 22 tU, zur
Folge hat. Also ist t;'t, € U, NT Cc UNT = {1}, d.h. t; =t,. O

Korollar 4.29. Fir jedes w € W sei €, ein Reprdsentantensystem von U/U;L,l. Dann ist
die Menge I' := {uytn, |w € W,u, € Q,,t € T} ein Reprdisentantensystem von G/U.

Beweis. Wegen BwB oz QuwB = Q,Tn,U folgt das unmittelbar aus der Bruhat-Zerlegung
und 4.28. O

Korollar 4.30. Fir jedes w € W sei Q,, ein Reprdsentantensystem von U/UJ_I. Dann
besitzt jedes g € G eine eindeutige Darstellung g = uytngy,u mitw € W, t € T, u,, € £, und
uwel.

Satz 4.31. Es gibt eine Zerlegung

G = |_| UnU.

neN

Beweis. Fiir jedes w € W sei Q,, ein Reprisentantensystem von U/ U;Zl und I' wie in 4.29.
Sei g € G mit einer Zerlegung g = utn,u', w € W, u € Q,, t € T, u' € U wie in 4.30. Dann
ist g € UgU = Uutn,v'U = Utn,U, wobei tn,, € N ist.

Seien nun n, m € N mit UnU = UmU. Dann gibt es eine U-Linksnebenklasse, die sowohl
in UnU als auch in UmU liegt, also gibt es u,, u,, € U mit u,nU = u,,mU. Sind v,w € W
jeweils die Klassen von n und m, gibt es t¢,,,t,, € T mit n = t,n, und m = t,,n,,. Mit 4.28
folgt dann aus

Upton,U = upnlU = u,ymU = uptnny U,

dass w = v und t,, = t,,, also n = m, ist. O
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5 Die Hecke-Algebra Hy(G,U)

In Kapitel 2.1 haben wir die Gruppenalgebra definiert und skizziert, wie kompatible Grup-
penwirkungen von G auf einem R-Modul M durch R|G]-Modulstrukturen auf M, also reine
Modultheorie, untersucht werden konnen. Héaufig ist man an den Invarianten einer Grup-
penwirkung unter einer Untergruppe H < G interessiert, also den Elementen, die von H
fixiert werden. Ein Paradebeispiel dafiir ist die Galoistheorie. Die Menge aller H-invarianten
Elemente M*# ist ein R-Untermodul, denn fiir alle h € H, m,n € M und r € R gilt:

h.0 =0 h.im+n)=hm+hn=m+n h.(r.m) =rh.m =r.m

Es gilt jedoch nicht unbedingt hg.m = g.m, was eine R|G]-Modulstruktur auf M# im All-
gemeinen verhindert. Fiir Normalteiler H < G ist dies kein Problem, da fiir ¢ € G und
h € H ein k' € H mit hg = gh’ existiert und somit hg.m = gh’.m = g.m gilt, doch damit
beschrinken wir uns auf Normalteiler, was im Hinblick auf z.B. Galoistheorie bereits eine
grofle Einschrankung ist.

Um dieses Problem zu 16sen, stellen wir zunéchst fest, dass die Wirkung von G auf M* im
Normalteilerfall tatséichlich eine Wirkung von G/H induziert, da fiir ¢ = gh die Gleichung
g.m = gh.m = g.m gilt. Auf M gibt es also eine natiirliche R[G/H]-Modulstruktur.

Der Gruppenring R[G/H] ist per Definition der freie Modul auf G/H mit dem Faltungs-
produkt oder dquivalent der Modul aller Funktionen G/H — R mit punktweiser Addition,
punktweiser Skalarmultiplikation und der Faltung von Funktionen als Produkt. Aquivalent
dazu konnen wir auch Funktionen f : G — R mit der Invarianzbedingung f(hgh') = f(g) fiir
g € G und h,h € H betrachten. Wir verwenden dabei zweiseitige anstelle der (fiir Normal-
teiler ausreichenden) einseitigen Invarianz, um uns von der Normalitéitsbedingung zu 16sen.
Das Produkt ist dann jedoch nicht mehr das Produkt von Funktionen G — R wie in R[G],

sondern
(f= ) =D flg)f

geN

wobei €2 ein Repréisentantensystem von G/H ist. Dieses Produkt hidngt nicht von 2 ab, da
f(gh) = f(g) und f'(h"'g71¢") = f'(g7'¢’) ist. Die resultierende Funktion ist offensicht-
lich rechtsinvariant. Fiir d1e Lmksmvarlanz gehen wir zum Représentantensystem durch die
Konjugierten {hgh™'|g € Q} iiber. Dann gilt

(f * => flhgh™)f'(hg 'h™"hg') = f(9)f = (f* ()

geN geN
Diese neue Definition verwendet nirgendwo mehr, dass H ein Normalteiler ist.

Definition 5.1. Sei R ein kommutativer Ring, G eine endliche Gruppe und I < G eine
Untergruppe. Die Hecke-Algebra von G und I tber R ist der R-Modul

Hp(G, 1) ={f:G—= R|Vi,jel:VgeG: [f(igj) = f(9)}

aller Abbildungen von G nach R, die unter Links- und Rechtsmultiplikation mit I invariant
sind. Addition und Skalarmultiplikation sind jeweils punktweise definiert. Das Produkt von
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f,h € Hr(G,I) ist die ebenfalls Faltungsprodukt genannte Abbildung f *h: G — R mit

Zf 71/

geN

wobei Q) ein beliebiges Reprdisentantensystem von G /1 ist. Das Nullelement ist wie bei Grup-
penalgebren die Nullfunktion; das Finselement ist die Indikatorfunktion 17 von I.

Schreiben wir e := 1; und ¢ € € fiir den Repréisentanten von I, gilt tatséchlich

(exf)g) =Y elg)flg™'g) =e(i)f(i"'g) = f(d)

(fxe)g) =D fgelg™ d) = f(g'i elig ™ g) = F(d)e(i) = F(9),

ge

denn g7'¢’ € I <= g € ¢'I. Man bemerke, dass die Hecke-Algebra Hp(G, I) per Definition
aus Funktionen G — R besteht und als R-Untermodul von R[G] aufgefasst werden kann. Sie
ist jedoch im Allgemeinen keine Unteralgebra: Die Einselemente stimmen nur iiberein, wenn
1; = 1y, d.h. I =1, ist. Umgekehrt ist offensichtlich Hz(G, 1) = R[G] als R-Algebra.

Der zu Beginn erwihnte Modul M7 der I-invarianten Elemente ist auf natiirliche Wei-
se ein Hp(G, I)-Modul, und durch den Ubergang von M zu M' ergibt sich ein Funktor
Modg(q — Modg,a,n- Im Allgemeinen liefert dieser keine einfache Korrespondenz zwischen
Hg(G, I)-Moduln und den unter [ invarianten Darstellungen von G. Da Hecke-Algebren je-
doch explizit durch Erzeuger und Relationen beschrieben werden kénnen (vgl. 5.8), sind die
Hpr(G, I)-Moduln relativ leicht zu klassifizieren. Dadurch erhofft man sich Riickschliisse auf
die Darstellungen von G. Ein groBes Resultat in diese Richtung ist Theorem 3.24 in [11],
das fiir einen algebraisch abgeschlossenen Korper K mit positiver Charakteristik und ein
zerfallendes BN-Paar (G, B, N, S,U) derselben Charakteristik eine Korrespondenz zwischen
Isomorphieklassen einfacher K[G]-Linksmoduln und einfacher Hx (G, U)-Rechtsmoduln eta-
bliert.

Proposition 5.2. Sei R ein kommutativer noetherscher Ring und G eine endliche Gruppe
mit Untergruppe I. Dann ist die Hecke-Algebra H = Hg(G, I) noethersch.

Beweis. Die R-Modulstruktur von H entsteht aus Skalarrestriktion entlang dem Homomor-
phismus, der 1 € R auf 1; € H abbildet. Als R-Modul wird H von den Indikatorfunktio-
nen 17,7 erzeugt; da G endlich ist, gibt es nur endlich viele davon. Die Aussage folgt dann
aus 2.19. [

Wir betrachten die Hecke-Algebra fiir endliche zerfallende BN-Paare (G, B, N, S, U).

Proposition 5.3. Hr(G,U) ist ein freier R-Modul mit Basis {T,, := 1ynu|n € N}. Insbe-
sondere ist jedes f € Hr(G,U) durch seine Werte auf N bestimmit.

Beweis. Das folgt sofort aus 4.31, da jedes f € Hr(G,U) auf UnU konstant ist. O

Korollar 5.4. Fiir m,n,t € N gibt es Konstanten cp € R mit

Tm * Tn = Z Cmntﬂ Cmnt = (Tm * Tn)(t)
teN
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Wir konnen nun die Struktur zerfallender BN-Paare benutzen, um die Multiplikation
in Hr(G,U) zu untersuchen. Da wir dafiir die von (2, abhéngigen Sitze aus Kapitel 4.3
benutzen, sei €2, ab hier fiir jedes w € W ein festes Repréasentantensystem von U, _, /U~.
Ebenso sei I' beziiglich dieser Systemer wie in 4.29 gegeben.

Lemma 5.5. Fualls UtU ¢ UmUnU fiir m,n,t € N gilt, ist ¢, = 0.

Beweis. Es gilt

(T * T2) (1) = 3 Lt (1) Loav (77'1)

vyel

= > 1wt

yeI'NnUmU
=|{veTnUmU |yt € UnU}|
=|{yel'nUmU|t € yUnU C UmUnU}|

wobei wir Ny durch wiederholtes Summieren von 1z nach R abbilden. Aus ¢t € UmUnU folgt
UtU C UmUnU, also ist nach Annahme ¢y, 2= (T, % T,,)(t) = 0. O

Proposition 5.6. Seien m,n € N mit Klassen w,v € W. Gilt {(wv) = l(w) + £(v), so ist
T Ty = Ton-

Beweis. Nach Definition gilt
(T T)(9) = D LomeMloww(v'9) = Y Low(v'9)
yel yeI'NUmU

Dieser Ausdruck benutzt ausschliellich die R-Modulstruktur und enthilt keine Referenzen
zum Faltungsprodukt mehr. Fassen wir also Hg(G,U) als R-Untermodul von R[G] auf,
konnen wir das Produkt T, * T,, auch wie ein Element aus R[G] untersuchen. Insbesondere
konnen wir benutzen, dass in R[G| wegen 4.28 und 4.30 die Gleichung

1 UnU — E 1unU
uey

gilt und wegen v 'g € UnU <= g € yUnU immer 1,,;(7'9) = Luav(g) ist.
Fiir t = mn' € T gilt TNUmMU = Qytn, = Qum (vgl. 4.29), woraus

Tm * Tn = Z Z ]-'yunU

uEQ, yENUmMU

= Z Z 1uvmunt

uEN, u' €Ny

= Z Z 1(u’mum*1)an

UEQU UIGQ’LU
folgt. Nach Definition von €, und €, ist v € U, und o’ € U _,, was

wmum™ € Uy, - (U)™ =Uy - (UL 2 U,

w1 v (wv)~

CU

38



zur Folge hat. T, x T,, ist also eine Summe von |€2,| - |€2,| Indikatorfunktionen fiir in UmnU
enthaltene U-Linksnebenklassen. Da wir jedoch a priori wissen, dass T,, *T,, € Hr(G,U) ist,
muss diese Summe ein Vielfaches von 1y,,,0 = Ty sein, d.h. alle Linksnebenklassen treten
gleich oft auf. Nach 4.29 gibt es genau [, | Linksnebenklassen in UmnU, weshalb eine feste
Linksnebenklasse genau

|Qv| |Qw| 4.27 |U1;—1‘ ‘U’l;l |U7| 4.25

= . =1
Qo] U U]
Mal auftritt. Somit ist T, * T,, = T},,, was zu zeigen war. O

Korollar 5.7. Sei (ng)ses ein Reprisentantensystem von S C W in N. Dann wird Hr(G, U)
als R-Algebra von {T,,,T;|s € S,t € T} erzeugt.

Beweis. Sein € N, v = nT € W, v = s1...s, eine reduzierte Darstellung von v und
ti=n."...ngmeT. Wegen l(v) = > £(s;)+L(tT) folgt induktiv T, *...xT, T, =T,
aus 5.6. Somit folgt die Behauptung, da eine R-Basis von Hg(G,U) in der erzeugten R-
Unteralgebra liegt. m

Bemerkung 5.8. Nach 5.6 gelten T,,, * Ty = T,,,; = T, , -1+ * T,,, und Ty, * T}, , = T}, fiir

ngtng

die Erzeuger aus 5.7 und alle t € T', s,s' € S mit s # §'. Dariiber hinaus erfiillen die T,,,
gewisse quadratische Beziehungen (vgl. [11, Lemma 3.11]).

Satz 5.9. Hg(G,U) ist eine freie idg-Frobeniuserweiterung von R.

Beweis. Wir verwenden die Charakterisierung 2.12 (iii). Sei ng € N ein Urbild des léngsten
Elements wy € W. Wir definieren die Bilinearform f : Hgr(G,U) x Hg(G,U) — R durch

f(z,y) = (z xy)(no).

Dank der R-Modul- und R-Algebraeigenschaften von Hg(G,U) ist f idg-assoziativ.
Fiir alle m,n € N mit w := mT, v := nT seien x,, = T,,,,,-1 und y,, = T,. Wir behaupten:

(

falls £(w) > £(v)
falls £(w) = £(v), aber w # v

falls w = v, aber m # n

f(xmv yn) =

_ o O O

falls m =n
«  falls f(w) < £(v)

\

Wir treffen keine Aussage iiber den Fall ¢(w) < ¢(v) und nehmen daher im Folgenden stets
{(w) > £(v) an. Nach 5.5 ist f(xm,y,) = 0, falls UngU ¢ Ungm'UnU gilt. In den ersten
zwei Féllen ist das der Fall: Sei wow™! =s;... sp eine reduzierte Darstellung und Z die
Menge der Teilworte von s; ... s,. Wére nun UnoyU C Unom~*UnU, so wiirde

4.3
BwyB = BUnoUB C BUnom *UnUB C Bwyw 'BvB C U BzvB

z€Z
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gelten. Dann miisste es wegen 4.4 ein z € Z mit zv = wy geben, woraus
U(wo) = £(zv) < 0(2) +L(v) < Llwoew™ ) + L(v) = L(wp) + £(v) — L(w) < £(wp)

folgt. Dann ist £(wp) = £(zv) und £(z) = L(wew ™), also wy = zv = wew ™ v nach 3.19, und
schliefllich v = w, was den Annahmen des ersten bzw. zweiten Falls widerspricht.
Sei w = v. Dann ist £(wg) = ((wew™v) = L(wew™") + ¢(v) nach 3.19 (iv), also folgt

T * Yn = Tnom—l * Tn = Tnom—ln

aus 5.6. Nach 5.3 ist T},,,-1,(n0) entweder 1 (wenn m = n) oder 0 (wenn m # n).

Wir benotigen nun noch eine totale Ordnung auf N, sodass die Matrix A mit Eintragen
A; ; = f(z;,y;), invertierbar ist. Das ist nach unserer Berechnung oben bereits der Fall, wenn
fir m,n € N mit {(mT) < {(nT) stets m < n gilt, da dann A eine obere Dreiecksmatrix
mit Einsen auf der Diagonale ist. Da m < n: <= {¢(mT) < {(nT) eine Partialordnung auf
der endlichen Menge N ist, existiert so eine Ordnung. O

In Kombination mit 2.18 ergibt sich schlieBlich das Hauptergebnis dieser Arbeit:

Korollar 5.10. Sei R ein kommutativer Ring und H = Hg(G,U) die Hecke-Algebra eines
endlichen zerfallenden BN-Paares (G, B, N,S,U). Dann gilt fiir die injektiven Dimensionen

id (R) = id ( H) = id (Hy) .

Fiir den nulldimensionalen Fall erhalten wir, dass die Hecke-Algebra iiber kommutati-
ven selbstinjektiven Ringen auch selbstinjektiv ist. Zieht man zusétzlich 5.2 in Betracht,
sieht man, dass die Hecke-Algebra iiber kommutativen Quasifrobeniusringen (z.B. Kérpern)
ebenfalls ein Quasifrobeniusring ist — projektiv und injektiv sind fiir Hg(G, U)-Moduln also
gleichbedeutend.
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