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Einleitung

Satz von Quillen-Suslin
Sei R ein Hauptidealring und n € N. Dann ist jeder endlich erzeugte, projektive
Rl[ty, ..., t,]-Modul frei.

Das Ziel dieser Bachelorarbeit ist es den Satz von Quillen-Suslin zu beweisen. Da-
fiir dient Kapitel 1 als Vorbereitung, wo wir eine Aussage aus der homologischen
Algebra beweisen und ein Hilfslemma, das als Beweis zur Noether-Normalisierung
diente, verallgemeinern werden. In Kapitel 2 zeigen wir, dass jeder endlich erzeug-
te, projektive Rlty, ..., t,]-Modul M, mit R als Hauptidealring, stabil frei ist, d.h.
es existiert ein endlich erzeugter, freier Rlty, ..., t,]-Modul N derart, dass M & N
frei ist. Dafiir konstruieren wir die Grothendieck-Gruppe eines Ringes und charak-
terisieren anhand dessen die stabile Freiheit. Wir gucken uns hierfiir auch regulére
Ringe an. Weiter in Kapitel 3 zeigen wir, dass Polynomringe mit endlich vielen
Variablen iiber Hauptidealringen hermitesch sind, d.h. stabil freie Moduln sind
frei. Dies zeigen wir mit Hilfe der unimodularen Erweiterungseigenschaft eines
Ringes. Wir setzen fiir diese Bachelorarbeit viele Begriffe und Erkenntnisse der
kommutativen Algebra voraus. Bis auf Proposition 1.2 und Satz 1.10 werden wir
alle Aussagen beweisen.



1 Grundlagen und Vorbereitung

In der gesamten Bachelorarbeit sei R ein kommutativer Ring mit Eins und n eine
beliebige natiirliche Zahl. Aulerdem sei n die Menge der natiirlichen Zahlen von
1 bis n.

1.1 Projektive Auflosung

Definition 1.1
Sei M ein R-Modul. Eine Auflésung von M ist eine exakte Sequenz von R-Moduln
der Form

.M, > M, 1 —...—> My—> M —0.

Als Notation verwenden wir hierfiir M, — M. Sei nun E eine Eigenschaft von
R-Moduln (z.B. frei oder endlich erzeugt). Wir sagen ferner, M besitzt eine E
Auflosung, falls alle R-Moduln M;, in der obigen Sequenz, die Eigenschaft E
besitzen. Eine Auflosung M, — M heifit endlich, falls M,, = 0 fiir alle hinreichend
groflen n.

Proposition 1.2
Sei M ein R-Modul. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Fiir jede surjektive R-lineare Abbildung g : Ny — N, und jede R-lineare
Abbildung f : M — N, gibt es eine R-lineare Abbildung f': M — Ny,
sodass g o f' = f. Schematisch:

s 9
Nl —— N2

(ii) Jede exakte Sequenz von R-Moduln 0 — N — M — M — 0 zerfillt, d.h.
M=M®N.

(iii) Es gibt einen R-Modul N, sodass M @& N frei ist.

Beweis Wir verweisen hierbei auf [La06] Prop 1.1.2 und Cor I.1.3. O

Definition 1.3
Ein R-Modul M heifit projektiv, falls er die dquivalenten Bedingungen in Prop
1.2 erfiillt.

Korollar 1.4
Sei M ein endlich erzeugter, projektiver R-Modul. Dann existiert ein R-Modul N
so, dass M @ N endlich erzeugt und frei ist



Beweis

Sei (mi)ien ein Erzeugendensystem von M. Wir betrachten nun die R-lineare
Abbildung f : R" — M, e; — m,;, wobei (¢;);e, die Standardbasis von R" ist. Die
folgende exakte Sequenz

0—=ker(f) > R"—> M —0
zerfallt aufgrund der Projektivitat von M. Somit erhalten wir

M & ker(f) = R".

Das Ziel dieses Unterkapitels ist der Beweis des nachfolgenden Lemmas. Auf die
Begriffe und Notationen gehen wir im Laufe des Kapitels ein.

Lemma 1.5

Sei) = P — @ — M — 0 eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln. Ferner seien
@« — @ und P, — P projektive Aufléosungen. Dann besitzt M eine projektive
Auflésung M, — M, fiir die eine exakte Sequenz

0— Q«— M, — PJ]-1] =0

existiert. Insbesondere gilt: Sind P, und @), endlich, so auch M,.

Fiir den Beweis bendtigen wir etwas an Vorbereitung und unter anderem eine
Einfithrung in Kettenkomplexe. Wir orientieren uns im folgenden Abschnitt an
[Bo13] Kapitel 5.1.

Ein Kettenkomplex ... — M, M M; iy M;_1 — ... ist eine Sequenz
von R-Moduln (M;);cz mit R-linearen Abbildungen d; : M; — M;_; fiir die gilt,
dass d; o d;vqy = 0 fiir alle ¢ € Z. Zu dieser Bedingung ist auch dquivalent, dass
im(d;+1) C ker(d;). Als Notation verwenden wir hierfiir (M., d), wobel mit M,
die Sequenz von R-Moduln (M;);cz und d die Ansammlung der dazugehorigen
R-linearen Abbildungen d; gemeint ist. Wir nennen H;(M,) := ker(d;)/im(d;41)
den i-ten Homologiemodul. Falls H;(M,) = 0, so gilt ker(d;) = im(d;;1) und somit
wére ein Kettenkomplex an der Stelle ¢ exakt. Ein Homomorphismus von Ket-
tenkomplexen f, : M, — N, ist eine Ansammlung von R-linearen Abbildungen
fi - M; — Nj;, wobei das Diagramm

d;
M, —= M, 4

L

e;
N; ——= N,

fiir alle ¢+ € Z kommutiert. Dies ermdglicht es uns Sequenzen von Kettenkomple-
xen zu betrachten. Eine Sequenz von Kettenkomplexen 0 — M LN M, 2
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M — 0 ist exakt, falls fir alle ¢ € Z die Sequenz 0 — M/ LN M; 25 M —
0 exakt ist.

Proposition 1.6
Eine exakte Sequenz von Kettenkomplexen 0 — M/ LN M, 25 M" — 0

induziert eine lange exakte Sequenz von Homologiemoduln:

H;(gx)

90 vy — 1 (M)

s () Y ()
Beweis (vgl. [Bol3] Proposition 5.1.1)
Seien (M, d),(M',d"),(M",d") Kettenkomplexe mit folgender exakten Sequenz

0 — M L5 M, 25 MY — 0 ().

Wir schrianken, wegen im(d;) C ker(d;_;), die Bildmenge von d; : M; — M;_,
auf ker(d;_1) ein. Nun wenden wir den Homomorphiesatz auf im(d;,;) C ker(d;)
an und erhalten eine eindeutige Abbildung d; : M; /im(d;y1) — ker(d;_q1) mit
den folgenden Eigenschaften:

(i) Es gilt d; = d;om, wobei 7 : M; —» M;/im(d; 1) die kanonische Projektion

ist. Schematisch:
d;

M; - ker(d;_1)
M;/im(di+1)

(ii) ker(d;) = m(ker(d;)) = ker(d;)/im(d;41) = H;(M,)
(iii) coker(d;) = ker(d;_,)/im(d;) = ker(d;_1)/ im(d;) = H;_1(M,)

Ahnlich verfahren wir mit d; und d”. Wir betrachten nun das folgende Diagramm:

0 M T gy 0
ks
, fia gi—1 "
0—— M, —= M;, M, 0

Da f, und g, Homomorphismen von Kettenkomplexen sind, kommutiert das Dia-
gramm. Wegen (%) sind die Zeilen exakt. Durch Anwendung des Schlangenlemmas
erhalten wir die exakte Sequenz

0 — ker(d}) — ker(d;) — ker(d!) — coker(d;) — coker(d;) — coker(d!) — 0,

wobei die Exaktheit ganz auflen aus der Injektivitat von f; bzw. der Surjektivitét
von g; folgt. Wir betrachten die linke Hélfte dieser Sequenz fiir ¢ — 1 und die



rechte Hilfte fiir i + 1. Diese werden durch die Abbildungen d’, d; und d’ zu
einem kommutativen Diagramm

coker(d; ;) — coker(d;;1) — coker(d}, ;) —=0

0 —— ker(d_;) — ker(d;_1) —ker(d ;)

verbunden. Wir wenden nun wieder das Schlangenlemma an und erhalten, unter

Beriicksichtigung, dass ker(d;) = H;(M,) und coker(d;) = H;_1(M,) gilt, die
folgende, exakte Sequenz von Homologiemoduln

]

Korollar 1.7
Sei 0 — M, — M, — M! — 0 eine exakte Sequenz von Kettenkomplexen. Falls
zwei der Kettenkomplexe exakt sind, so ist auch der dritte Kettenkomplex exakt.

Beweis (vgl. [Bol3] Korollar 5.1.2)

Seien ohne Einschréinkung die Kettenkomplexe M. und M exakt, das heifit
H;(M;) = H;(M!) = 0 fiir alle ¢ € Z, so induziert die obige exakte Sequenz
von Kettenkomplexen die folgende exakte Sequenz

co. — 00— H;(M,) — 00— ...

Damit gilt auch H;(M,) = 0. O

Lemma 1.8

Seien M, — M und N, — N zwei Auflésungen von zwei R-Moduln M und N,
wobei M, — M projektiv sei. Ferner sei f : M — N eine R-lineare Abbildung.
Dann gibt es einen Homomorphismus von Kettenkomplexen f, : M, — N,,

sodass das Diagramm
M,—M

d
N,—N

kommutiert.

Beweis (vgl. [Bol3] Lemma 5.1.9 (i))
Wir betrachten das Diagramm

do dy do

M2 M1 MO M 0

N

Ny —25 Ny -2 Ny—2> N 0.




My ist projektiv und ey : Ng — N ist surjektiv. Daher erhalten wir, aufgrund
von Proposition 1.2 (i), fiir fody: My — N eine R-lineare Abbildung

foZM()—)NO mit eoof[):fodo.

Um f; zu konstruieren, betrachten wir fy o d; : M; — Ny. Verketten wir dies
links mit ey erhalten wir

600f00d1:f0d00d1:f00:0

und damit im(fy o d;) C ker(eg) = im(eq). Aufgrund der Projektivitat von M,
erhalten wir fiir die surjektive Abbildung €} : Ny — im(e;),ny — e1(nq) und
foody, eine R-lineare Abbildung f; : M; — Np mit

€1Of1:€/10f1:f00d1-

Induktiv lassen sich so auch die restlichen f;, fiir i € N\{0, 1}, konstruieren. [

Notation

Sei (M,,d) ein Kettenkomplex und k € Z. MIk]. sei der Kettenkomplex mit R-
Moduln M[k];, wobei M[k]; = Mj,; und R-linearen Abbildungen d[k];, wobei
dlk]; = (=1)*d,.

Jetzt konnen wir Lemma 1.5, mit den erarbeiteten Methoden, beweisen.

Beweis von Lemma 1.5

(vgl. [La06] Theorem I1.5.7 (Beweisidee) und [R094] Definition 1.7.5)

Seien (P,,d) — P und (Q.,e) — @ projektive Auflésungen mit der exakten
Sequenz

0o—P-L0o% Mo

Nach Lemma 1.8 gibt es einen Homomorphismus von Kettenkomplexen f, :
P, — @, sodass das Diagramm

do dq do

P, P B, P 0
lfQ lfl lfo jf (%)
QQ = Ql 2L QO 2 Q O

kommutiert. Wir wollen nun anhand von P, und @, einen Kettenkomplex (M,, ¢)
konstruieren. Dafiir setzen wir M; := P,_1 & @; und ¢; : M; — M;_; mit

¢i(pic1, i) == (—di—1(pi1), fic1(pim1) + ei(@))-

Des Weiteren ist ¢; R-linear und im(c;41) C ker(c;), da

= ci(—di(pi), fi(pi) + €iv1(Giv1))
= ((=di-1 0 d)(pi), fir(=dilp2)) + e fi(pi)) + (€5 0 €i41)(di41))
= (0, — fi—1(d;(ps)) + ei(fi(pi)))

) (0, —e;(fi(pi) + ei(fi(ps)))) = (0,0)

Cz‘(Ci+1(Pi, Qi+1))



Das folgende Diagramm stellt diese Konstruktion zum Teil dar:

Q- Qs “ Q- e Q1 = Qo < Q 0
Q?) = QQ 2 =
M. ® / / /
—ds —d1
Pl L. p-2.p 4. p_ . p 0

Nun erweitern wir M, durch M und ¢y := goey: My — M zu einem Komplex
M, — M und betrachten das Diagramm

Qr———Qp———=Q 0

o s

o= My —3F My = Q22— M —0

Da g und eq beide surjektiv sind, ist auch cqg surjektiv. Es verbleibt noch zu
zeigen, dass M, — M tatséchlich eine projektive Auflosung ist. M; ist projektiv,
da dies eine direkte Summe aus den projektiven Moduln P;_; und @); ist. Seien
G, : Q. — M, und H, : M, — P[—1], Homomorphismen von Kettenkomplexen
gegeben durch

Gi:Qi— P18Q;, ¢— (0,¢;) und H; : P,_1®Q; — Py, (pi—1,¢) = pi—1

Offensichtlich ist G; injektiv und H; surjektiv. Da offenbar ker(H;) = im(G;), ist
die Sequenz
fiir alle ¢ € N\{0} exakt. Per Definition ist daher die Sequenz von Kettenkomple-

Xen
0— Q. <5 M, 5 P-1], — 0

exakt. @, und P[—1], sind nach unserer Voraussetzung exakt und nach Korollar
1.7 gilt, dass auch M, exakt ist. Abschlieflend zeigen wir, dass die zweite Zeile
im obigen Diagramm an der Stelle M, exakt ist, d.h. dass im(c;) = ker(cy). Sei
a € im(cp), dann gibt es py € Py und ¢; € Q1, sodass e1(q1) + fo(po) = a. Unter
Beriicksichtigung von (x) und im(g) = ker(f) haben wir

co(a) = co(er(qr)) + co(fo(po))
= g(eo o e1(q1)) + g((eo © fo)(po)))
= g((f o do)(po)) = (g © f)(do(po)) = 0.

Dies zeigt a € ker(cp). Sei umgekehrt gy € ker(cp), d.h. (g o eg)(qo) = 0. Daraus
folgt nun, dass eg(qy) € ker(g) = im(f) und somit f(p) = eg(qo) fiir ein p € P.



Da dy : Py — P, aufgrund der Exaktheit von P,, surjektiv ist, gibt es wiederum
ein pg € Py mit dy(py) = p. Zusammen betrachtet ergibt sich

eo(do) = f(p) = (f o do)(po) 2 (€0 © fo)(po) = €o(folpo))-

Daraus folgt aber nun, dass gy — fo(po) € ker(eg) = im(e;), also existiert ein
q1 € Q1 mit e1(q1) = qo — fo(po). Nun ist

c1(po, 1) = fo(po) + e1(q) = fo(po) + qo — fo(po) = o

Dies zeigt gy € im(c;) und somit die Exaktheit. O

Bemerkung
Den Kettenkomplex M, , wie oben konstruiert, nennt man auch den Abbildungs-
kegel von f, : P, — Q.

1.2 Normierte Polynome

Fiir den Beweis der Noether-Normalisierung verwendete man das folgende Lemma
(vgl. [La06] S.102-103).

Lemma 1.9
Sei K ein Korper und f(t1,...,t,) € K[t1,...,t,)\K.
Dann gibt es N € N, ¢ € K\{0} und ein in ¢; normiertes Polynom h € Klty,...,t,],
sodass
fltita+t  ty+tY) =c h(ty, ..., t,).

Wir wollen dieses Lemma verallgemeinern. Dafiir benttigen wir etwas an Vorbe-
reitung.

Erinnerung

Sei p € Spec(R) = {q C R | q ist ein Primideal} und I ein Ideal in R. Wir sagen
p ist ein minimales Primideal iiber I, falls I C p und fiir alle q¢ € Spec(R) mit
I C q C p stets p = q folgt. Des Weiteren ist

ht(p) = sup{n € N | es gibt Primideale pq, ..., pn,, sodass po C -+ C p, = p}
die Hohe von p und
ht(I) = min {ht(q)}

qeSpec(R) mit I1Cq
die Hohe von 1.

Satz 1.10 (Krull’scher Dimensionssatz)
Sei R ein noetherscher Ring und I C R ein Ideal mit Erzeugendensystem r, ..., 7.
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Dann gilt fiir jedes minimale Primideal p iiber I die Abschéatzung htp < n. Ist
umgekehrt m := ht(p), so existiert ein von m Elementen erzeugtes Ideal J C R,
sodass p minimal iiber J ist.

Beweis Wir verweisen auf [Bol3] Theorem 2.4.6 und Lemma 2.4.10. O

Proposition 1.11
Sei R ein noetherscher Ring, q € Spec(R[t]) und p = qN R € Spec(R). Dann gilt

Beweis (vgl. [La06] Proposition 11.7.7)
Jede Primidealkette pg C ... C p, = p der Linge n wird zu

poRi[t] € ... CpR[t] =pR[t] C g

erweitert. Somit haben wir

Sei jetzt ht(p) = n und p minimal iiber einem Ideal I C R, welches von n
Elementen erzeugt wird (vgl. Satz 1.10). Dann ist auch pR[¢] minimal iiber I R[t],
weil aus IR[t] C q' C pRJt], fir g’ € Spec(R]t]), stets I C ¢’ N R C p folgt und
somit gilt ¢’ N R = p. Daraus folgt aber pR[t] C ¢’ und damit ' = pR[t]. Nach
Satz 1.10 ist nun ht(p[t]) < n. Falls q = pR[t], so erhalten wir ht(q) = ht(p).
Sei daher also q 2 pR[t] und betrachte f € q\pR[t]. Es reicht nun aus zu zeigen,
dass q minimal iiber J := I R[t] +spanpy(f) ist, denn J wird von den Elementen
T1,...,Tn, f erzeugt und nach Satz 1.10 gilt dann

ht(q) <n+1=ht(p) + 1.
Sei dafiir q' € Spec(R[t]) mit J C ¢’ C q. Dann haben wir
ICJNRCdNRCqNR=p

und daher gilt ¢’V R = p. Sei nun T := R/p und T'S~! die Lokalisierung von 7" an
S := (R/p)\{0}, d.h. TS~ ist der Quotientenkérper von R/p. Des Weiteren ist
pR[t] € q' C qund wir erhalten aus 0 # q'/(pR[t]) C q/(pR[t]) die Primidealkette

(a'/(pRIH)S™ C (a/(pR[H]))S™, da q'/(pR[t)) NS = 0 = q/(R[H]) NS gilt.
Jedoch ist die Krulldimension von T'S™![t] gleich 1 und somit gilt bereits

(a'/(pR[t]))S™" = (a/(pR[)))S ™"

Die vom kanonischen Ringhomomorphismus T'[t] — T'[¢t]S™ = T'S7![t] induzierte
Abbildung Spec(T'[t]S™) — Spec(T[t]) liefert uns q'/(pR[t]) = q/(pR[t]). Daraus
folgt q' = q, wie gewiinscht. ]
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Notation
Sei I ein Ideal in R[t]. Wir setzen

H(I):={reR|3f € I mit f(t)=1- 15”—|—2:7“ZtZ

H([7) enthilt alle Hochstkoeffizienten der Polynome in /. Zudem gilt stets INR C
H(I). Offenbar ist H(I) C R ein Ideal.

Lemma 1.12
Sei R ein noetherscher Ring und I C R[t] ein Ideal. Dann gilt

ht(H(I)) = ht(Z).
Beweis (vgl. [La06] Lemma I11.3.2)
Sei q € Spec(R[t]) und setze p := qN R. Es gilt p C H(q). Falls q = pR][t], so ist

H(q) = p, da die Koeffizienten eines Polynomes von q in p liegen. Mit Proposition
1.11 erhalten wir

ht(H(q)) = ht(p) = ht(q).
Falls nun pR[t] C q, so ist auch p C H(q). Andernfalls wére fir f(¢) = r-t" +
S it € qstets r € p und damit f(t) —r-t" = 30y -t € q. Induktiv
wiirde man r,7,_1,...,ro € p erhalten und daraus f € pR[t] fiir alle f € q, d.h.
pR[t] = q. Das ist ein Widerspruch. Wieder nach Proposition 1.11 haben wir nun

ht(H(q)) > ht(p) = ht(q) — 1, also ht(H(q)) = ht(q).

Sei nun [ ein beliebiges Ideal in R[t]. Fiir [ = RJ[t] erhalten wir H(/) = R und
somit ht(/) = oo = ht(H(I)). Daher schliefen wir im Folgenden das Einsideal
aus. Seien (g, . .., §,, die minimalen Primideale iiber I und betrachte nun

qucﬂql Rad(I) ={r € R[t] | 3 n € Nmit r" € I}.

Die erste Inklusion ist klar und die zweite Gleichung ist Hilberts Nullstellensatz.
Fiir beliebige Ideale I1, 1y C RJ[t] gilt stets H(Iy) - H(l2) € H(I; - 1), da das
Produkt der beiden Hoéchstkoeffizienten von ¢ € I; und ¢go € I, wieder ein
Hochstkoeffizient von ¢y - go € I - I oder gleich 0 ist. Fiir geeignetes n € N ist
(IT~, ;)™ C I, da dass Ideal []}", q; endlich erzeugt ist. Dadurch erhalten wir

HH(CM)” - H((Hqi)") C H(I

Sei nun p ein Primideal, welches H(/) enthélt und ht(p) = ht(H(/)) erfiillt.
Eines der Ideale H(q;) liegt, aufgrund der Primidealeigenschaft auch vollstén-
dig in p, denn anderenfalls existieren fiir ¢ € m stets ¢ € H(q;)\p. Wegen
[T, ¢ € TI, H(q:)"™ C p steht dies im Widerspruch dazu, dass p ein Prim-
ideal ist. Dadurch erhalten wir

ht(I) < ht(q;) < ht(H(g:)) < ht(p) = ht(H(I)).

11



Nun konnen wir eine verallgemeinerte Form von Lemma 1.9 beweisen.

Satz 1.13

Sei R ein noetherscher Ring endlicher Krulldimension d und S = Rl[ty, ..., t,] der
Polynomring {iber R mit n Variablen. Ferner sei I C S ein Ideal mit ht(/) > d.
Dann gibt es Variablen sq,...,s, € S, sodass S = R[s1,..., S, und I enthélt ein
in s; normiertes Polynom.

Beweis (vgl. [La06] Theorem II1.3.3)

Wir zeigen diese Aussage per Induktion iiber die Anzahl der Variablen. Fiir n = 0
ist I = R, womit nichts zu zeigen ist. Die Aussage gelte nun fir S = R[ty, ..., 1,]
mit n € N\{0}. Wir zeigen diese Aussage nun fiir T := R[ty,...,t,+1]. Sei nun
I C T ein Ideal mit ht(I) > d. Da T" = S[t,41] betrachten wir H(I) C S und
nach Lemma 1.12 ist ht(H(/)) > ht(/) > d. Nach unserer Annahme gilt S =
R[s1,...,sy] fiir geeignete Variablen si,...,s, € S und H(I) enthélt ein in s;
normiertes Polynom

k—1

g= s’f—l—Zgi-s’i mit g; € R[sa, ..., Sul.
=0

Wegen g € H(I), enthélt I ein Polynom

m—1
f=g-tly+> hi-th,, mit h; €S,
=0

Sei nun deg, der Grad eines Polynomes in der Variable s; und setze

M := max deg, (h;).

iem—1

Des Weiteren setzen wir
Spa1 i= tny1 — 52 fiir ein N € N (welches wir unten festlegen)
Somit erhalten wir
T = Sltui1] = Rls1,. .., 80][Snp1 + 5] = R[s1, ..., Snid]

Es bleibt noch zu zeigen, dass f bei geeigneter Wahl von N normiert ist. Fiir
k—1
gt =T+ gi-5) - (snpr+s0)"
i=0
gilt deg, (¢9-t7,1) =k + N -m und fiir den Restterm
m—1 m—1
hi= hi-tiy =Y hi(sppa+s))
=0 i=0

12



von f haben wir die Abschitzung deg, (h) < M + N - (m — 1). Nun wihlen wir
N so, dass

deg, (g -ty ) =k+N-m>M+N-(m—1)>deg, (h).

Aufgrund der Normiertheit von ¢ - t,.1 in s; und der Wahl von N, ist f in s;
normiert. ]
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2 Stabil freie Moduln

Definition 2.1
Ein R-Modul M heifit stabil frei, falls ein endlich erzeugter, freier R-Modul F
existiert, sodass der R-Modul M & F frei ist.

In diesem Kapitel zeigen wir, dass jeder endlich erzeugte, projektive Rlty, ..., t,]-
Modul, mit R als Hauptidealring, stabil frei ist.

Bemerkung

Die Bedingung, dass F' endlich erzeugt sein muss, ist notwendig. Denn falls nicht,
so wire jeder projektive R-Modul M stabil frei. Wihle dazu einen R-Modul N
sodass M @ N frei ist. Dann ist F':= @3°,(M @ N) frei mit

Me&F = M@é}l(M@N) o M@é(N@M) ~ (M&N)®... 2 &(MaN)=F

=1

Natiirlich ist jeder stabil freie Modul projektiv. Manchmal ist er sogar frei:

Proposition 2.2
Jeder stabil freie, nicht endlich erzeugte R-Modul M ist frei.

Beweis (vgl. [La06] Proposition 1.4.2)

Sei M nicht endlich erzeugt und stabil frei, d.h. es gibt einen endlich erzeugten,
freien R-Modul F', sodass M & F =: N frei ist. Sei (e;);cs eine Basis von N. Da
M nicht endlich erzeugt ist, ist I eine unendliche Indexmenge. Wir betrachten
nun die kanonische Projektion 7p : M & F — F, (m, f) — f und setzen

M := ker(np) = {(m,0p)|m € M} = M.

Da F endlich erzeugt ist, existiert wegen F' = mp(M @ F') = spang(e;)ies eine
endliche Teilmenge Iy C I, sodass mp(spang(€;)icr,) = F. Zur Vereinfachung
setzen wir F’ := spang(e;)icr,- Nun gibt es zu (m, f) € M @ F ein (m/, f') € F,
sodass me((m/, f')) = wp((m, f)) und somit (m’, f') — (m, f) € ker(ng). Daraus
folgt nun, dass
M@®F =N =F +ker(rp) = F' + M.

N/F'" ist frei, da dieser isomorph zu spang((e;)icn,) ist und (e;)ien 1, linear un-
abhéngig ist. Nach dem Isomorphiesatz gilt nun

N/F'=(F' + M)/F' = M/(MNF).

Da M /(M N F') frei, aber nicht endlich erzeugt ist, kann dieser Modul als direkte
Summe von F und einem freien Modul M"” geschrieben werden. Daher ergibt sich

M=M=MONFYeM/MNF)Z(MNFYoFoM' = F oM.
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Fiir einen R-Modul M sei (M) seine Isomorphieklasse, d.h. (M) ist die Ansamm-
lung aller zu M isomorphen R-Moduln. Die Menge

P(R) :={(M) | M ist ein endlich erzeugter, projektiver R-Modul}

bildet zusammen mit der Verkniipfung ¢ ein kommutatives Monoid. Das neutrale
Element ist die Isomorphieklasse des Nullmoduls. P(R) ist im Allgemeinen keine
Gruppe, doch wir kénnen diese zu einer Gruppe ,erweitern“. Dazu benétigen wir
den folgenden Satz.

Satz 2.3 (Grothendieck-Gruppe)

Sei H eine abelsche Halbgruppe, dann existiert eine abelsche Gruppe G(H ) zusam-
men mit einem Halbgruppenhomomorphismus ¢ : H — G(H) und der folgenden
universellen Eigenschaft:

Falls G eine weitere Gruppe und ¢ : H — G ein Halbgruppenhomomorphis-
mus ist, so gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus ¢’ : G(H) — G mit
p = o

Schematisch sieht das folgendermaflen aus:

H —-G(H)
o v3' @'l op=¢
G

Bemerkung
Man nennt G(H) die Grothendieck-Gruppe von H oder auch die Gruppenvervoll-
standigung von H.

Beweis (vgl. [Ro94] Theorem 1.1.3)
Sei H beziiglich * eine abelsche Halbgruppe. Die Relation ~ auf H x H sei definiert
als

(hi,hy) ~ (B, hy) < 3 g € H, sodass hy * hiy x g = h * hy % g.

Dies ist eine Aquivalenzrelation. Fiir die Reflexivitéit und die Symmetrie verwen-
den wir die Kommutativitat von H. Fiir die Transitivitéit seien (hq, ho), (b7, hY),
(R, hY) € HxH mit (hy, ha) ~ (b, hb), (R, hy) ~ (B, k), d.h. es gibt g1, 90 € H,
sodass

hy * hy * g = hY * hy x g1 und R} * hy * go = hY * h * gs.

Wir betrachten nun

hy s by % (B % ga % g1) = hy x hly x W] % go % g1 (H abelsch und (h}, hy) ~ (hY, h3))
= hy * B} x W} x go % gy (H abelsch und (hy, he) ~ (R, RhY))
= hg x h * (h] % ga x g1).

Daher erhalten wir (hq, hy) ~ (hY, h}). Wir setzen nun

G(H) = H x H/ ~ und [(h, ha)] :== {(hy, hy) € H x H | (hn, ha) ~ (R}, hs)}.
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Die Verkniipfung * auf G(H) sei definiert durch
(P, h2)) s [(B3, )] = [(ha * By, g  Ba)).

Nun zeigen wir, dass G(H) beziiglich * eine wohldefinierte, abelsche Gruppe ist.
Fiir die Wohldefiniertheit, seien [(h1, h2)] = [(91,92)] und [(h], hY)] = [(¢], 95)],
also gibt es a,b € H, sodass hy * go xa = gy * hg * a und h) * g, x b = g] * hly x b.
Nun gilt

(hy % By) * (g2 % gb) * (a % b) = (hy * go % a) * (W) * gh * b)
= (g1 * ha * a) x (gy * hly x b)
= (g1% 1) * (ha * hy) * (a xb)

und daraus folgt

[(hy % By, ho  hy)] = [(g1 % g1)s (92 * g5)]-

Die Assoziativitdt und die Kommutativitit von G(H) folgen aus denen von H.
Fiir das neutrale Element beachten wir zunéchst, dass fiir g, h € H gilt [(h, h)] =
[(g,9)], weil h % g * a = g % h * a fiir ein beliebiges a € H erfiillt ist. Das neutrale
Element von G(H) ist [(h, h)], denn

[(h, B)] s [(R, ho)] = [(hos by, hos ho )] = [(Ba, ha)].
Fiir [(hy, ho)] ist [(hg, hq)] das inverse Element, weil
(R, h2)] * [(he, h1)] = [(h1 * ha, hq * ha)].

Den Halbgruppenhomomorphismus ¢ : H — G(H) definieren wir als ¢(h) =
[(h?, h)]. Das v tatséichlich ein Homomorphismus ist, folgt aus

¢(h1 * hg) = [(hl * h2)2, hl * hg]
= [h2 % h3, hy * hy] = [h3, by * [h3, ho)
= ¢p(ha) * ¢ (ha).

Fiir ¢ gilt zudem noch

[hl, hz] == [(hl * (hl * hg), h,g * (hl * hQ)]
= [(B} % ho, h3 % hy)] = [(BF * hy)]  [(ho, B3)]
= tp(hy) % Y(hy) "

Nun zeigen wir die universelle Eigenschaft. Sei nun (G, -) eine Gruppe und ¢ :
H — G ein Halbgruppenhomomorphismus. Wir definieren nun den Gruppenho-
momorphismus ¢’ : G(H) — G durch

@' ([ha, ha]) := (1) - @(hg) ™.
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Aufgrund der Definition von ¢’ erhalten wir ¢’ o 1) = ¢. Die Homomorphis-
museigenschaften folgen aus denen von ¢. Es bleibt nur noch die Eindeutig-
keit zu zeigen. Dafiir betrachten wir einen weiteren Gruppenhomomorphismus

¢:G(H) — G mit ¢ o) = ¢. Dann gilt

O([(h1, ha)]) = G([(h1 * hy * ho, hy % hy * hy)])

[(
= ¢([(h] * ha, h3 * hy)])
= o([(h3, h)]) * ¢([(h2, h3)])
= (Y(h)) - d(Y(h2) ™)
= ¢([h1, ha])
= @' (VM) - ' (W(h2) ™)
= ¢'([(h1, ha]).

Da [(h1, h2)] € G(H) beliebig war, folgt ¢ = ¢, womit die Eindeutigkeit gezeigt
ist.
[

Nach diesem Satz, gibt es fiir P(R) nun eine Gruppenvervollstandigung G(P(R)).
Diese bezeichnen wir als Ky(R) und die Verkniipfung der Einfachheit halber als
+. AuBerdem setzen wir: [M] := ¢ ((M)), wobei ¢ : P(R) — Ky(R) der Halb-

gruppenhomomorphismus im Sinne von Satz 2.3 ist.

Lemma 2.4
Sei 0 — My — My — ... — M, — 0 eine exakte Sequenz von endlich erzeugten,
projektiven R-Moduln. Dann gilt in Ky(R) die Gleichung

Jj=1

Beweis (vgl. [Ro94]| Lemma 3.1.10)
Wir zeigen dies per Induktion und beginnen mit n = 3. Nach Proposition 1.2 gilt
M; & M3 = M, und somit

[My] — [Ms] + [M3] = [My @ M;] — [My] = [Ms] — [Ma] = [0].
Kommen wir nun zum Induktionsschritt. Die exakte Sequenz
0—=>M —-My— ... > M1 —0
ldsst sich in zwei Sequenzen unterteilen
0O—-N—->M,— M,.;1 —0

O—- M —... M, —N—0,
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wobei N := ker(M,, — M,.1). Nun ist aufgrund der Projektivitdt von M,, und
M, auch N projektiv, weil M, = N & M, ;. Nach Induktionsanfang und
Induktionsvoraussetzung erhalten wir daher

[N] = [My] + [My41] = [0] und Z_:(—l)j[Mj] + (=1)"[N] = [0]

Zusammen gesetzt ergibt sich

n—1

(=1)"[N] = (=1)"[My] + (=1)" [Muya] = Y (=17 [M;] + (~1)"[N].
j=1
Wenn wir jetzt die linke Seite nach [0] umformen, erhalten wir wie gewiinscht

n+1

> (1Y) = [0,

Jj=1

Lemma 2.5
Sei M ein endlich erzeugter, projektiver R-Modul. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

(i) P ist stabil frei.
(ii) [P] € Z[R], d.h. es gibt ein a € Z, sodass [P] = a[R).

Beweis (vgl. [La06] Korollar 1.6.2)

Sei M stabil frei, d.h. es gibt einen endlich erzeugten, freien R-Modul N, sodass
M@ N frei ist. Auch M @ N ist endlich erzeugt und somit fiir ein n € N isomorph
zu R". Es gilt nun

[M] = [M] + [N] = [N]

= [M & N] = [N] = [R"] — [R"]

=n-[R—m-[R]=(n—m)-|R] € Z[R)].
Sei nun umgekehrt a € Z mit [M] = a - [R]. Wihle b € N, sodass a+b > 0. Dann
ist

M@ R")=a-[R]+b-[R] = [R""].
Da die Aquivalenzklassen gleich sind, gibt es nach Definition der Relation ~ in
der Konstruktion von Ky(R) einen endlich erzeugten, projektiven R-Modul N,

sodass
M& R & N~RT™a N,

Dann gibt es wiederum einen endlich erzeugten R-Modul N’, sodass NN’ =: N”
frei ist, wobei dann auch N” endlich erzeugt ist. Dann zeigt

Mo Rb D N o Ra+b D ]\71/7
dass M stabil frei ist. O]
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Satz 2.6
Sei M ein endlich erzeugter, projektiver R-Modul. Die folgenden Aussagen sind
dquivalent:

(i) M ist stabil frei.

(ii) M besitzt eine endliche Auflésung durch endlich erzeugte, stabil freie Mo-
duln.

Beweis (vgl. [La06] Korollar 1.6.3)
Sei M stabil frei und N ein endlich erzeugter, freier R-Modul, sodass M & N frei
ist. Wir erhalten nun die exakte Sequenz

O—->N—-M®&N—-M—0.

Fiir die Riickrichtung zeigen wir, aufgrund von Lemma 2.5, dass [M] € Z[R]. Sei
daher
O—-M,—... oM — M—0

eine endliche Auflésung durch endlich erzeugte stabil freie Moduln. Nach Lemma
2.4 erhalten wir

> (FU[M] = (1) M.

i=1
Da alle M; endlich erzeugt und stabil frei sind, ist >, [M;] nach Lemma 2.5 ein
Element von Z[R| und daher auch M. O

Bemerkung
Der Beweis zeigt, dass man in Satz 2.6 (ii) die Bedingung ,stabil frei“ auch durch
»frei“ ersetzen kann.

Definition 2.7
Sei M ein R[t]-Modul. M ist von R erweitert, falls ein R-Modul M’ existiert,
sodass R[t] @ M’ isomorph zu M ist.

Bemerkung
Seien M und M’ wie oben. Wenn M’ als R-Modul endlich erzeugt, projektiv, stabil
frei oder frei ist, so hat auch M als R[t]-Modul die entsprechende Eigenschaft.

Lemma von Swan 2.8
Sei R ein noetherscher Ring, N ein endlich erzeugter, von R erweiterter R[t]-
Modul und M ein R][t]-Untermodul von N. Dann gibt es endlich erzeugte, von R
erweiterte R[t]-Moduln P und @, die zusammen mit M eine kurze exakte Sequenz
der Form

0—P —>Q—M—0

bilden.

19



Beweis (vgl. [La06] Lemma I1.5.1)

Sei Ny ein R-Modul mit N = R[t] ®g No. Wegen N/tN = Ny und da N als R[t]-
Modul endlich erzeugt ist, ist Ny als R-Modul endlich erzeugt. Wir setzen nun
Np:=3_ t' - R®g Ny und M; := M N N,. Falls n; € Ny, so ist t - n; € Njyp. Da
Ny endlich erzeugt ist, sind auch alle Ny, als R-Moduln und M, als R[t]-Modul
endlich erzeugt, da R[t] nach dem Hilberts Basissatz noethersch ist. Wir wéhlen
k so groB, dass Nj,; und damit M1 = N1 N M ein Erzeugendensystem von
M enthélt und setzen

P := R[t| ®r My und Q := R[t] ® g Mj41.
Wir definieren die R[t]-linearen Abbildungen f : @) — M und g : P — @ durch
ft"@m)=t"-mund g(t"@m) =t""@m —t"@t-m.
Nun zeigen wir, dass die Sequenz

0—P-%L0Q-Lm—o

exakt ist. Die Surjektivitét von f folgt aus der Tatsache, dass My C im(f) und
somit enthélt im(f) ein Erzeugendensystem von M. Bevor wir zu der Injektivitét
von g iibergehen, beachten wir zunéichst, dass als R-Moduln

P:R[t] RQr M= & RRr M, = & M,
neN neN

wobel Y, ' ® m; auf (m;);eny abgebildet wird. Falls nun >-" (' ® m; = 0, so

gilt m; = 0, fiir alle ¢ € n. Es bedeutet auch, falls m € M;\{0}, so gilt fiir

ein beliebiges m' € M, stets " @ m + t""' @ m’ # 0. Sei nun p € P\{0} mit

p=>1,t ®@m;, wobei m; € M und m,, # 0. Dann gilt

gp) =t @m —t @t mi =t @m, + > @ (tm; — mist) # 0.
i=0 i=0

Dies zeigt, dass ker(g) = {0} und somit die Injektivitit von g. SchlieBlich zeigen
wir nun, dass ker(f) = im(g). Es gilt dabei stets

flgt"@m)) = fE" "' @m —t"@t-m) =t"" - m — " .m = 0.

Sei jetzt ¢ = > ' @m; € ker(f) mit m; € My4q. Wir zeigen nun per Induktion
nach n, dass ¢ € im(g). Fiir n = 0 gilt f(1®@m) =1-m =m = 0. Die Aussage
gelte fiir n € N\{0}, d.h. ist ¢ = Y t' ® m] € ker(f) so auch ¢’ € im(g). Sei

jetzt g = Z?jol t' ®@ m; mit m; = Zfié ! ® a;; und a;; € Ny. Dann haben wir

n+1 n+1 k+1
0=f(q) = Zti-mi = Zztiﬂ@)ai]’
i=0 i=0 j=0
k n  k+1
= T o Qnt1k+1 + Z "t Qn+1,j + Z Z t® Q-
=0 i=0 j=0
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Wie oben, folgt hieraus, dass a1 x+1 = 0 gilt und somit m,, 1 € Mj. Jetzt haben
wir

0= f(q) = flg(t" @ muy1)) = flg — g(t" @ Mpy1))

n+1

=fOQ_t@m — " @My + @My )
=0

=fOQ_t@mi+1" @t mp).
1=0

Nach unserer Induktionsbehauptung liegt daher auch ¢ — g(t" ® m,41) in im(g)
und somit auch ¢, da ¢ — g(t" @ My41) + g(t" @ Mpy1) € im(g). O

Definition 2.9
Ein Ring R heifit regulér, falls er folgende Bedingungen erfiillt:

(i) R ist noethersch.

(ii) Jeder endlich erzeugte R-Modul M besitzt eine endliche Auflésung durch
endlich erzeugte projektive R-Moduln.

Satz von Swan 2.10

Sei R ein reguldrer Ring. Dann gibt es fiir jeden endlich erzeugten R[tq,...,t,]-
Modul M eine endliche Auflésung durch Moduln der Form Rl[ty, ..., t,| ®z N mit
N endlich erzeugt und projektiv iiber R.

Bemerkung
Aus dem obigen Satz und Hilberts Basissatz folgt unmittelbar:
Ist R regulér, so ist auch Rl[ty,...,t,] regular.

Beweis (vgl. [La06] Theorem I1.5.7)

Wir zeigen dies fir R[t] und induktiv folgt das dann auch fiir R[ty,...,t,].

Sei (m;)ien ein Erzeugendensystem von M. Wir betrachten die R-lineare Abbil-
dung ¢: R[t]" — M, e; — m;, wobei (€;);e, die Standardbasis von R[t]" ist und
setzen M’ :=ker(p). Dann erhalten wir die kurze exakte Sequenz

0 — M — R[t]" X M — 0.

Nun konstruieren wir eine von R erweiterte, endliche, projektive Auflésung fiir M’
von der gewiinschten Form. R[t]" ist offensichtlich ein von R erweiterter, endlich
erzeugter R[t]-Modul und da M’ ein endlich erzeugter Untermodul von R[t]™ ist,
konnen wir Lemma 2.8 anwenden und erhalten eine kurze exakte Sequenz

0—pP-LqQ-Lsm —o,

wobei P = R[t] ®z P' und @ = R[t] ®r Q' von R erweiterte, endlich erzeugte
R[t]-Moduln sind. Somit sind auch die R-Moduln P’ und @’ endlich erzeugt. Da
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R regular ist, gibt es fiir P’ und Q' jeweils eine endliche projektive Auflosung

0—P —...— Pj— P —0
0—Q,—...—Q,— Q —0.

Da R[t] flach iiber R ist, sind auch die Sequenzen

0—PFP,—...— B —P—0
0—Qn—... — Qo —Q —0

exakt, wobei P; = R[t] ®g P} fiir alle i € n und Q; = R[t] ®g Q) fiir alle j € m
projektiv und damit insbesondere von R erweitert sind. Nun folgt aus Lemma

1.5, dass M’ eine projektive, von R erweiterte Auflosung besitzt und somit auch
M. O

Satz 2.11
Sei R ein regulédrer Ring mit der Eigenschaft, dass jeder endlich erzeugte, projek-
tive R-Modul stabil frei ist. Dann besitzt auch Rl[ty,...,t,] diese Eigenschaft.

Beweis (vgl. Beweisidee [La06] I11.5.8 )

Auch hier zeigen wir dies nur fiir R[t] und gehen dann induktiv vor. Sei M ein
endlich erzeugter, projektiver R[t]-Modul. Nach Satz 2.10 gibt es fiir M eine
projektive Auflosung der Form

0 — R[t]®r My, — ... — R[t] g My — M — 0,

wobei M; fiir alle i € {0,...,m} endlich erzeugt und projektiv iiber R ist. Nach
unserer Voraussetzung sind alle M; stabil frei iiber R. Daher ist R[t] ® g M, stabil
frei iiber R[t]. Nach Satz 2.6 ist M stabil frei tiber R[t]. O

Lemma 2.12
Jeder Hauptidealring R ist regular.

Beweis

Da jeder Hauptidealring noethersch ist, verbleibt nur noch zu zeigen, dass ein
endlich erzeugter R-Modul M eine endliche Auflésung durch endlich erzeugte
projektive (und damit freie) R-Moduln besitzt. Sei dafiir (m;);c, ein Erzeugen-
densystem von M. Die R-lineare Abbildung ¢ : R" — M, e; — m;, wobei (€;)icn
die Standardbasis von R"™ beschreibt, ist surjektiv. Als Untermodul von R™ ist
ker(p), nach dem Elementarteilersatz, frei. Damit konstruieren wir eine kurze
exakte Sequenz

0 — ker(p) — R" X5 M — 0.

Satz von Serre 2.13
Sei R ein Hauptidealring. Dann ist jeder endlich erzeugte, projektive R[tq, ..., t,]-
Modul stabil frei.
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Beweis
Projektive Moduln iiber einem Hauptidealring sind frei und daher auch stabil
frei. Der Rest folgt aus Satz 2.11 und Lemma 2.12. m
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3 Hermitesche Ringe

Definition 3.1
Ein Ring R heifit hermitesch, falls jeder stabil freie R-Modul frei ist.

Wir wollen nun zeigen, dass stabil freie R[tq,...,t,]-Moduln, mit R als Haupt-
idealring, frei sind oder anders formuliert: Rl[t;,...,t,] ist hermitesch.

Definition 3.2
Sein € N.

(i) Ein Element (f1,..., f,) € R™ heiit unimodular, falls spang(fi,..., fn) =
Yo, iR =R, dh falls fi,..., f, das Einsideal erzeugen.

(ii) R hat die unimodulare Erweiterungseigenschaft, falls fiir alle m € N jeder
unimodulare Vektor (fi,..., f) € R™ zu einer R-Basis von R™ erginzt
werden kann. Dies ist auch dquivalent dazu, dass es eine invertierbare Matrix

A € GL,,(R), gibt mit erster Spalte (fi,..., fi)"

Einen Zusammenhang zwischen hermitesch und unimodularer Erweiterungsschaft
liefert der folgende Satz.

Satz 3.3
Sei R ein Ring mit der unimodularen Erweiterungseigenschaft. Dann ist R her-
mitesch.

Beweis (vgl. fiir Hinlénglichkeit [La02] Theorem XXI.3.6)

Sei M stabil frei und N ein endlich erzeugter, freier R-Modul, sodass M & N frei
ist. Fiir ein geeignetes n € N ist daher N = R". Wir zeigen nun die Aussage per
Induktion nach n. Fiir n = 1 gilt nun, dass M & R frei ist. Wir nehmen an, dass
M endlich erzeugt ist, denn ansonsten wéare M bereits nach Proposition 2.2 frei.
Somit ist M & R isomorph zu R™ fiir ein m € N. Sei f : M & R — R™ solch
ein Isomorphismus, 7 : M & R — R die Projektion auf die zweite Komponente
und g :=7mo f7!: R™ — R. Da g surjektiv ist, existiert a; € R™ mit g(a;) = 1,
dh. f~Ya1) = (my,1) fiir ein m; € M. Der Vektor a; := (a11,...,01,) ist
unimodular, denn

m

1= g<a1) — g<z aj - ej) — Zalj . g(ej) (= ZR TR

J= Jj=1

Nach Voraussetzung lésst sich a; zu einer Basis (aq,...,a,) von R™ erginzen.
Wir schreiben f~!(a;) = (m;,r;) mit m; € M und r; € R fiir 2 < j < m. Dann
ist mit b; := a; — r; - a; die Familie (ay, by, ..., by,) noch immer eine R-Basis von
R™ mit

) = T aj—rj-ar) = (my, 1) —rj-(ma, 1) = (mj—r;-m1,0) € M C MOR.
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Ist (m,0) € M C M & R, so existieren Ay,..., A, € R mit
(m,0) = A1+ M ar) + DN F7Hb) = M -ma, A) + O Ai(my — 7y - ma), 0),
=2 =2

woraus A; = 0 folgt. Damit ist (f~'(b;))a<j<m ein linear unabhingiges Erzeu-
gendensystem von M C M & R, d.h. M ist frei. Nun gelte die Aussage fiir ein
n € N, d.h. ist M’ stabil frei und M’ & R" frei, dann ist M’ ebenfalls frei. Fiir
M®R"! =2 M@ R®R" folgt, dass M ® R frei ist und nach obiger Argumentation
folgt wiederum, dass M frei ist.

O

Nach dem Elementarteilersatz ist jeder Hauptidealring R hermitesch nach obigem
Satz besitzt er auch die unimodulare Erweiterungseigenschaft. Ziel des restlichen
Kapitels ist es zu zeigen, dass auch Rlty,...,t,]| diese Eigenschaft besitzt.

Definition 3.4
Sei f,g € R™. Die Relation ~p sei gegeben durch

f~rg< esgibtein Ae GL,(R), sodass f =g- A.

Aus den Eigenschaften einer invertierbaren Matrix folgt unmittelbar, dass ~py
eine Aquivalenzrelation ist.

Bemerkungen
Sei f=(f1,...,[n) € R"

e Sei weiter ¢ < j € n und r € R mit
fro=0 S fo s ) und f7=(fr, o fi e fi ).
Dann gilt, dass
f ~R f/ ~R f,la
denn die Vertauschungen zweier Komponenten und das Addieren der i-ten

Komponente mit r- f; erfolgen durch Elementarmatrizen, welche invertierbar
sind.

e Sei f unimodular. f ldsst sich zu einer R-Basis ergénzen genau dann wenn,
f~re = (1,0,,0) € R"

Dies folgt aus der Tatsache, dass e; - A = f mit A € GL,(R) und A als
erste Spalte f hat.

e Sei n = 2, dann lasst sich jeder unimodulare Vektor f = (fi, f2) zu einer
Basis ergidnzen. Denn es gibt r1,79 € R, sodass r1 - fi + 79 fo = 1 und fiir

A= (Tl _f{Q) gilt (f1, f2)- A= (r1-fi+refo,—f1- fot for f1) = (1,0).

]

A ist invertierbar, denn det(A) =1y - f1 +ro- fo = 1.
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Konvention

Seien f,g € R, I C R ein Ideal, 7 : R — R/I die kanonische Projektion, S C R
eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge und ¢ : R — RS~! der kanonische
Ringhomomorphismus. Des Weiteren seien

T o R = (R/I)", (f1, - fo) = (7(f1), - 7 (fa))

und
@n i R" — (RSN, (f1, oy fa) = (0(f1), - 0(fa))-

Falls m,(f) ~r/r mn(g) bzw. on(f) ~rs-1 ©n(g), so werden wir im restlichen
Verlauf dieser Bachelorarbeit stets f ~g/; g bzw. f ~pg-1 g verwenden.

Notation
Sei I C RJ[t] ein Ideal und m € N. Wir setzen

m—1
H,(I) :=spany({r € R | Jro,...,7m1 € R 11"+ Zri -t e I}).
i=0
Mit anderen Worten, H,,(7) ist ein Ideal, welches aus den Hochstkoeffizienten von
g € I mit deg(g) = m besteht.

Lemma von Suslin 3.5
Sei I C RJt] ein Ideal mit f € I, wobei f normiert ist mit deg(f) =m+ 1 € N.
Fir g € I mit deg(g) < m liegen alle Koeffizienten von g in H,,(I).

Beweis (vgl. [La06] Lemma II1.2.8)

Seien g = > a; - t™ " und f = Z;’:gl b, - t™H1=" mit a;,b; € R und by €
R*. Wir zeigen die Aussage per Induktion iiber die Koeffizientenindizes. Der
Induktionsanfang ist per Definition von H,, (/) klar. Nun nehmen wir an, dass die
Aussage fiir ein festes n gilt und betrachten

m m+1
tg —agp - bal . f — Zai .tm+17i —ag - bal . sz . tm+1f’i
=0 i=0
= —Qap - bal . bm+1 + Z(az — Qo - bal . bz) . tm—H_i
i=1

m—1

=—ag- by b1 + Z(az‘-i—l —ag - by bigr) "

=0
m
- E (&7 tm_za
=0

wobel ¢,,, = —ag - bgl by und ¢; = a;41 — ag - bgl by flir alle i € m — 1.
Nach Induktionsbehauptung gilt nun, dass ¢i,...,¢, € Hp, (7). Nach einer Um-
formung erhalten wir aus

Cp = Qp+1 — Qg * bal : b2‘+1 die Gleichung Apt1 = Cp — Qg * bal : bz’—l—l-
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Da ¢, a0 € Hy, (1) und H,,, (1) ein Ideal ist, ist auch a,41 € H,,, (7). O

Satz von Horrocks 3.6

Sei R ein lokaler Ring mit dem maximalem Ideal m und f = (fy,..., fn) € R[t]"
ein unimodularer Vektor, wobei es ¢ € n gibt, sodass f; normiert ist.

Dann lésst sich f zu einer Basis von R|[t|" ergénzen.

Beweis (vgl. [La06] alternativer Beweis zu II1.2.6 im Abschnitt unter Lemma
I11.2.8)

Sei f € R[t]" wie oben. Fiir n = 1 ist f; eine Einheit und bildet somit eine
RIt]-Basis von R[t]. Bei n = 2 sei ohne Einschrénkung f; normiert, dann ist
((f1, f2),(0,1)) eine R[t]-Basis von R[t]?. Sei nun n > 3 und wir setzen d als das
Minimum der Grade von f;, die normiert sind und zeigen nun per Induktion, dass
sich f fiir alle d zu einer R][t]-Basis von R[t]" erginzen lasst. Fiir d = 0 wire ein
fi eine Einheit und somit lésst sich f durch die Einheitsvektoren e; mit ¢ # j zu
einer Basis ergénzen. Wir nehmen nun an, dass die Aussage fiir ein festes d € N
gelte, d.h. besitzt ein unimodularer Vektor ein normiertes Polynom mit Grad
< d, so ldasst sich dieser zu einer Basis ergénzen. Sei jetzt f ein unimodularer
Vektor, wobei der kleinste Grad des normierten Polynomes gleich d + 1 ist. Wir
nehmen ohne Einschrinkung an, dass f; normiert ist und Grad d+ 1 besitzt. Wir
wenden nun fiir alle ¢ € n\{1} die Division mit Rest auf f; und f; an. Dies ist
hier moglich, da f; normiert ist. Somit erhalten wir

fi=qi - fu+ fi mit deg(f]) < deg(fi) =d+1

und setzen nun
fl = (flaféa <. 7f7/1)

Falls fiir ein i € n\{1} f/ normiert ist, so konnen wir die Induktionsvoraussetzung
auf f’ anwenden und sind fertig, denn f ~gp f’. Daher nehmen wir nun an, dass
f! nicht normiert ist. f’ ist unimodular, denn es gibt g1,..., g, € R[t], sodass

1=1 i=2
:fl'(91+Zgi'qz“fi)+29i~f{.
i=2 i=2

Aus obiger Gleichung entnimmt man auch, dass f/ mod m ein unimodularer Vek-
tor ist. Daher besitzt eines der Polynome f5, ..., f/ mindestens einen Koeffizienten
¢ ¢ m. Anderenfalls wiirde aus 1 = f; - (g1 + Y15 6i - ¢i - fi) + 0 mod m folgen,
dass fi mod m eine Einheit in (R/m)[t] ist, aber deg(fi mod m) = deg(f1) =
d+ 1 > 1. Wir nehmen ohne Einschrankung an, dass f; einen solchen Koeffizi-
enten ¢ besitzt und wenden nun Lemma 3.5 auf I := spangy(f1, f5) an. Daher
existiert ein Polynom

h:=hy-fi+hy-fy€l
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vom Grad d mit Hochstkoeffizient ¢. Sei nun

f3 = f3+hund somit f ~pgy [ ~ry (f fo f35 fa fr) = f7

f4 ist nicht normiert und daher liegt dessen Hochstkoeffizient in m. Wegen deg(h) =
d > deg(f}), liegt der Hochstkoeffizient von ff in ¢ + m und ist daher eine Ein-
heit. Nun besitzt f§ Grad d und wir kénnen daher die Induktionsvoraussetzung
anwenden. Nun lasst sich f” zu einer R[t]-Basis von R" ergédnzen und somit auch

I O

Korollar 3.7
Seien R und f wie im obigen Satz. Dann gilt f(t) ~gjy f(0).

Beweis (vgl. [La02] Korollar XXI.3.2)

f(t) lasst sich zu einer R[t]-Basis von R[t]" ergdnzen und daher ist f(t) ~gpy e1,
wobei e; der erste Einheitsvektor ist. Also finden wir eine geeignete Matrix A(t) €
GL,(R]t]), sodass f(t) - A(t) = e;. Nun gilt fiir t = 0, aber f(0) - A(0) = e; und
somit f(0) ~pgpy e;. Daher erhalten wir f(t) ~gpy f(0). O

Lemma 3.8

Sei S C R multiplikativ abgeschlossen und ¢ : R — RS~! der kanonische Ring-
homomorphismus. Wir definieren den Ringhomomorphismus ¢, : R[t] — RS™[t]
als

oD ai )y => pla) -t =) &y
i=0 i=0 i=0

Ferner sei A(t) := (a;;(t))ijen € GL,(RS™[t]) mit A(0) = I,. Dann gibt es eine
Matrix B(t) := (b;;(t))ijen € GL,(R[t]) mit B(0) = I, und ein s € S, sodass
B(t) zu A(st) lokalisiert wird, d.h. fiir alle i, j € n gilt ¢;(b;;(t)) = a;;(st).

Beweis (vgl. [La06] Lemma I11.2.2)
Sei A(t) wie oben. A(0) = I,, impliziert, dass die Eintrége von A(t) die Gestalt

ai;(t) €t- RSt und ay(t) € 1 +¢- RS™']t],
fiir alle 4,7 € n mit 7 # j, besitzen. Dies gilt auch fiir die Eintrige von A(t)™,

denn die Auswertung bei t = 0 ergibt A(0)~! =I,' = 1I,. Fiir i, j € n haben wir
daher

o i) 0 i#j
aij(t) = Z l(Jk) . tk + 5”' mit Tfjk) € R, Sz(f) € .S und 6ij = . .
0 Sii 1 =17
= Z]
Wir setzen nun
myj
SA = H Hsg-c) es
,j€EN k=0
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und s := Sa - S4-1, wobei s,—1 dhnlich konstruiert wurde. Sei jetzt B(t) =
(bij(t))ijen mit b;;(t) € R[t] und B(0) = I,,, sodass

Fiir A~ := (aj;(t))ijen konstruieren wir auf dhnliche Weise eine Matrix C(t) :=
(cis(t))igen mit C(0) = L wnd py(csy (1)) =y (st). Damn gl 2,(biy (1)) =y (51).
Es verbleibt noch zu zeigen, dass B(t) invertierbar ist. Sei D(t) := (di;(t))ijen
das Produkt der beiden Matrizen B(t) und C(t). Nun gilt aber fiir jeden Eintrag

von D(t), dass

5O _ o (a(0)
= oD bik(t) - ex(t))

= 3" ubu®)) - pulen (1)
= 3" an(st) - i (st) = 5.

Dies zeigt, dass alle Koeffizienten aller d;;(t) mit ¢ # j S-Torsionselemente sind,
d.h. von geeigneten Elementen in S annulliert werden. Wie oben konstruiert man
s € S mit I, = D(s't) = B(s't) - C(s't) tiber R[t]. Indem man B(t) durch B(s't)
ersetzt, ist also B(t) wie gewiinscht.

0

Proposition 3.9
Sei S C R multiplikativ abgeschlossen und f € R[t]"™ unimodular. Ferner bezeich-
nen wir mit x eine weitere Variable. Dann sind adquivalent:

(i) f(t) ~rs-1pg f(0).
(ii) Es gibt ein s € S, sodass f(t + sx) ~gpq f(t)-

Beweis (vgl. [La06] Proposition 111.2.3)
Fiir die Hinlénglichkeit sei A(t) € GL,(RS™![t]), sodass f(t) - A(t) = f(0) und
setze B(t,z) := A(t +z) - A(t)™' € GL,(RS™![t, z]). Dann gilt

flt+z)-Blt,x)=ft+a) At +x)- A(t)™
= f(0)- A(t)~"
= f(t)
und somit f(t+ x) ~prg-11t, [(t). Wegen B(t,0) = A(t) - A(t)~' = I,, konnen wir
Lemma 3.8 anwenden. Dadurch finden wir nun ein C(t,z) € GL,(R][t,z]) und
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ein s € S, sodass C(t,0) = I, und C(t,x) zu B(t,sz) lokalisiert wird. Wegen
ft)=f(t+s-0)-C(t0) folgt, dass es g(t,z) € R[t]" gibt mit

flt+sz) - Ct,z) — f(t) =x-g(t, )

und sodass ¢(t, x) nach Lokalisieren 0 wird. Es gibt also s’ € S mit §'- g(t,2) =0
und daher

f(t+ss'z)-C(t,s'z) = f(t) mit C(¢,s'z) € GL,(R[t, x]).

Fiir die Riickrichtung betrachte den Ringhomomorphismus R[t, z] — RS™![t], t —
0 und x — s~ 't. Wir erhalten dann

fO+s-s71 1) = f(t) ~rs-1pg f(0).

Proposition 3.10

Sei R ein Ring und f = (f1,..., fn) € R[t]™ unimodular. Wir setzen a := {a €
R | f(t) ~pg,y f(0)}, wobei R, := RS™' mit S = {a" | n € N} und b =
{b € R| f(t+bx) ~ppa f(t)}. Die Mengen a und b sind Ideale und es gilt
a=Rad(b)={re R|3IneNr*eb}

Beweis (vgl. [La06] Theorem II1.2.4)
Wir zeigen zuerst, dass b ein Ideal ist. Hierbei ist 0 € b klar und fiir by,b, € b
ersetzen wir ¢ durch ¢ + byx und erhalten

f(t + b1 + b2) RE’JI] f(t —+ b2I> R’[Zx} f(t)

und somit by + by € b. Fiir die Abgeschlossenheit ersetzen wir r € R und x durch
rz und fiir ein beliebiges b € b gilt dann

(@) RE,}} f(t+ bx) R[?,}} f(t+brz).

Nun zeigen wir, dass a = Rad(b), womit auch gezeigt wire, dass a ein Ideal ist.
Fir a € a, d.h. f(t) ~g, f(0) gibt es nach Proposition 3.9 ein s € {1,qa,...,},
sodass

f(t+s2) ~ ).

R[t,z]

Dies zeigt, dass a € Rad(b). Sei b € Rad(b), dann gibt es ein n € N, sodass
b™ € b. Fiir b" gilt auch nach der voherigen Proposition 3.9 f(t) ~g,iy f(0) und
somit b € a. O

Satz 3.11
Sei f = (f1,..., fn) € R[t]" unimodular.

(i) Fiir alle maximalen Ideale m C R gelte f(t) ~g,i f(0). Dann gilt auch
f(&) ~rpy f(0).
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(ii) Es gebe ein i € n, sodass f; normiert ist. Dann gilt bereits f(t) ~g f(0).

Beweis (vgl. [La06] Theorem II1.2.5)

(i) Seien a und b die Ideale wie in der vorherigen Proposition. Angenommen
b # R, dann gibt es fiir b ein maximales Ideal m, sodass b C m. Jedoch
gilt nach Voraussetzung, dass f(t) ~g, f(0) und nach den beiden letzten
Propositionen gibt es ein r € R\m, sodass f(t + rz) ~pgpa f(t), womit
r € b C m, was ein Widerspruch bildet. Daraus folgt nun, dass b das
Einsideal bildet. Aus a = Rad(b) = R folgt somit die Aussage.

(ii) Dies folgt aus (i) und Korollar 3.7.

Lemma 3.12
Seien py,...,p, € Spec(R), r € Rund I C R ein Ideal. Falls r + I C |J_, ps, so
ist spang(r, I) C p; fiir ein ¢ € n.

Beweis (vgl. [La06] Lemma I1.7.4)

Angenommen die Aussage sei fiir n falsch, wobei n minimal gewahlt ist, d.h. ist
r+1 C %, g; mit m > n und Primidealen qq, ..., qy,, so ist spang(r, I) C q; fiir
ein 7 € m. Aus unserer Annahme und der Minimalitdt von n erhalten wir, dass
n > 1und p; Z p; fur ¢ # j. Wir zeigen nun per Widerspruch, dass r € ()., p;.
Wire r ¢ p; fiir ein ¢ € n, so wire

(r+p;-I)Np; = {0} und folglich = +p; - I C U p;.

=
Aufgrund der Minimalitét von n, haben wir spang(r,p; - I) C p; fiir ein j # i.
Wegen p; € p; existiert y € p;\p;. Dann ist fiir jedes z € [ aber y-z € p, - I C p;
und daher z € p;, da p; prim ist. Es folgt I C p; und daher spang(r,I) C p;.
Dies steht im Widerspruch zu unserer ersten Annahme, daher ist r € (), p;.
Jetzt kénnen wir daraus und aus r+1 C (J;'_, p; folgern, dass bereits I C [JI", p;.
Wieder aufgrund der Minimalitét von n, ist

fir alle ¢ € n. Sei nun s; € I\J;. Da I C J; Up; ist auch s; € p;. Nun ist

n n

§ = E Hsj el,
i=1j=1
i

aber fiir alle i € n, ist s ¢ p;, denn sonst gébe es i € n mit

n n
81'...'Si_1'8i+1'...'5n:5‘—81"E ||Sjepi

k=1 j=1
k#i j£ki
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und dementsprechend s; € p;, fiir ein j # 4, da p; ein Primideal ist. Wegen
pi C Upk = J;
=

steht das im Widerspruch zu s; ¢ J;. Daherist s ¢ | J;_, pi, was einen Widerspruch

bildet. O
Lemma 3.13

Sei R ein noetherscher Ring und (rq,...,7,) € R" ein unimodularer Vektor.
Dann gibt es ein (sy,...,s,) € R", sodass (r1,...,r,) ~g (s1,...,5,) und fiir alle
m < n gilt ht(spang(sy,...,sm)) > m.

Beweis (vgl. [La06] Lemma I11.3.4)

Wir gehen schrittweise vor. Fiir m = 1 und r; nicht nilpotent haben wir bereits
ht(spang(ry)) > 1, da das Nilradikal von R der Durchschnitt aller minimalen
Primideale ist. Falls r; nilpotent ist, so vertauschen wir r; mit einem nicht nil-
potenten r;, fiir i € {2,...,n}. Solch ein r; existiert, da (rq,...,r,) unimodular
ist und somit nicht alle Eintrége nilpotent sein konnen. Nun nehmen wir an, dass
bereits ht(I) > m gilt mit m < n und [ := spang(ry,...,7,). Wir bezeichnen
mit 7 das Bild der kanonischen Projektion von r € R in R/I. Da (r1,...,7,)
unimodular ist, gibt es ay,...,a, € R mit

n n

1226_%7:1: Z di-fi, dah:...:fm:OR/I.

=1 i=m+1

Dies zeigt, dass (Tpi1,...,7,) ein unimodularer Vektor in (R/I)"~™! ist. Da
auch R/I noethersch ist und besitzt R/I nur endlich viele minimale Primidea-
le q1,...,q,. Sei nun J := spang,;(Tmi2,...,7s). Nun ist spangy (Fmi1,J) =
(R/I)[t] £ g; fir alle i € r und aus der Kontrapositon von Lemma 3.12 folgt
dann, dass 7pi1 + J € U;_, qi- Daher existieren by, o, ..., b, € R/I derart, dass

Pros1 = Tmgt + b Tga + oo b T & U qi-
i=1

Nun ersetzen wir r; durch r; = 7,41 + bng2 - "mi2 + ... + by - 7, € R. Dann gilt

(Piy ey Py mn) ~R (T1y ey Tiy ey ).
Sei p ein Primideal mit spang(ri,...,7m,7,41) € 9. Da 7, ., €p, kann p C R/I
nicht minimal sein. Daher gibt es ein minimales Primideal q; mit q; € p. Das
Urbild p; von q; unter R — R/I ist wieder ein Primideal und aus I C p; C p
folgt, dass
ht(p) > be(pi) > he(1) > m.

Somit haben wir ht(p) > m + 1, was wiederum ht(spang(ry,...,7,,,)) > m+1
impliziert, da p beliebig war. O]
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Satz 3.14
Sei R ein Hauptidealring. Dann besitzt Rl[ti,...,t,| die unimodulare Erweite-
rungseigenschaft.

Beweis (vgl. [La06] Theorem II1.3.5)

Wir beweisen auch dies per Induktion iiber die Anzahl der Variablen.

Fiir n = 0 ist R ein Hauptidealring und fiir einen unimodularen Vektor f =
(fi,.-y fm) € R™ ist der Modul R™/spang(f) torsionsfrei und daher frei. Wir
wéhlen dann g¢q,...,g,-1 € R™, deren Bilder in R™/spang(f) eine Basis bil-
den. Dann ist (f,g1,...,9m_1) eine Basis von R™. Sei n € N\{0} beliebig und
Rlty, ..., t,] besitze die unimodulare Erweiterungsschaft. Wir zeigen nun, dass
auch Rlty, ..., t,11] diese besitzt. Sei dazu f € R[ty,...,tn41]™ ein unimodularer
Vektor und m € N. Fiir m = 1 ist f eine Einheit und bildet somit eine Basis.
Den Fall m = 2 haben wir in einer Bemerkung unter Definition 3.4 behandelt.
Sei daher also m > 3. Nach Lemma 3.13 finden wir ein g € Rlty, ..., t,41]" mit
f ~Rlt1,..tn1) 9 derart, dass

ht(spangy, 4 4(91,---,9,)) = 7 fiir alle r < m.
Setze nun I := spangy, . 1(g1,- -+, gm-1). Da ht(l) > m —12>2 > dim(R) >
1 finden wir nach Satz 1.13, Variablen sy,...,8,41 € R[t1,...,tn41], sodass
Rlty, ..., ths1] = R[s1,...,Sps1). AuBerdem enthélt I nun ein in s,,; normier-

tes Polynom
hI:gl 'h1+---+gm—1 'hm—l mit hl,---ahm—l c R[Sl,...,Sn_H].

Nun setze g}, := gm + sk, - h, wobei k € N so gewiihlt ist, sodass k -deg, . (h) >
deg,, . (gm). Jetzt enthélt g ein in s,,; normiertes Polynom. Satz 3.11 induziert
die folgende Relationskette:

~ g ~ (gh s JQ;L)

R[s1ye-sSn+1]  R[S1,---ySn+1]

~ (gl(ShSQa"-70)7”-’9;1(‘917327'”70)) = f,

R[s1,.-ySn+1]
f’ ist ein unimodularer Vektor in S™ mit S = R[sy,...,s,] C R[t1,...,t,41]. Da
S die unimodulare Erweiterungseigenschaft besitzt, gilt f' ~ (1,0,...,0) iiber S
und damit iiber R[tq,. .., t,11]. O

Nun sind wir in der Lage den Satz von Quillen-Suslin zu beweisen.

Satz von Quillen-Suslin
Sei R ein Hauptidealring. Dann ist jeder endlich erzeugte, projektive R[ty, ..., t,]-
Modul frei.

Beweis

Nach Satz 2.13 ist jeder endlich erzeugte, projektive R[t1,...,t,]-Modul stabil
frei. R[t1,...,t,] besitzt nach Satz 3.14 die unimodulare Erweiterungseigenschaft.
Jetzt besagt Satz 3.3, dass jeder stabil freie R[ty,...,t,]-Modul frei ist. O
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