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1 Einleitung

Das Thema der Bachelorarbeit ist der Kohomologiering einer endlichen Gruppe, einem der
grundlegenden Resultate der Kohomologietheorie. Ziel dieser Arbeit ist es, zundchst einmal
dessen algebraische Eigenschaften zu verstehen und spéter die weitere Struktur des Koho-
mologieringes zu diskutieren.

Dafiir werden wir zu Beginn erst einmal einige Resultate aus der homologischen Algebra
erarbeiten, die wir als Vorbereitung bendtigen. Aufbauend darauf definieren wir das soge-
nannte Cup-Produkt, eine Verkniipfung auf der Kohomologieebene. Versehen mit diesem
Cup-Produkt wird der Kohomologiering zu einem graduierten Ring.

Weiter wollen wir konkrete Beispiele betrachten und den Kohomologiering fiir zyklische p-
Gruppen explizit angeben. Mit Hilfe der Kiinneth-Formel kénnen wir diesen dann fiir jede
endliche abelsche Gruppe berechnen.

AbschlieBendes Ziel der Arbeit ist es, die weitere Struktur des Kohomologieringes zu unter-
suchen und grundlegende Eigenschaften zu verstehen. Besonders von Interesse sind dabei die
Satze von Evens und Quillen. Der Satz von Evens trifft eine Aussage dariiber, unter welchen
Voraussetzungen der Kohomologiering noethersch ist, wahrend der Satz von Quillen besagt,
wie man dessen Krulldimension bestimmen kann. Um letzteren Satz zu beweisen, miissen wir
uns mit den Definitionen einer minimalen projektiven Auflésung, sowie der Poincaré-Reihe
eines graduierten Vektorraums befassen. Zum Verstédndnis der Arbeit werden grundlegen-
de Kenntnisse der homologischen Algebra, sowie ein Verstdndnis von Ext-Gruppen an den
Leser vorausgesetzt. Das betrifft insbesondere Komplexe von Moduln und den Begriff der
Homotopie.

Ich mo6chte mich herzlich bei Herrn Prof. Dr. Kohlhaase bedanken, der diese Bachelorar-
beit betreut hat und bei Fragen stets hilfsbereit war. Vor allem gebiihrt mein Dank seiner
fachlichen Unterstiitzung sowie seiner auflerordentlichen Geduld und Miihe beim Vermitteln
mathematischen Wissens.

Des Weiteren bedanke ich mich bei meinen Kommilitonen und Freunden Cedric Nguepnang
und Yogendra Puvanenthiran fiir den {iberaus hilfreichen Austausch und ihre Anregungen
wahrend meines Studiums.



2 Vorbereitung

Bevor wir zum eigentlichen Thema der Arbeit kommen, wollen wir zu Beginn einige Resultate
aus der homologischen Algebra betrachten, die wir spéter benotigen werden. Das Kapitel
orientiert sich nah an dem Buch [Bos13]. Zunéchst wollen wir die Definition von Tor-Moduln
wiederholen und einige Eigenschaften sowie die Struktur von Doppelkomplexen behandeln.
Fiir Ext-Gruppen Ext} (M, N) setzen wir die entsprechenden Aussagen als bekannt voraus
(vgl. [Bosl13], Kapitel 5.4).

Definition 2.1. Ist M, — M eine projektive homologische Auflosung des R-Moduls M und
ist I ein R-Modul, dann ist der n-te Tor-Modul beziiglich M und E definiert als

Tor®(M,E) = H,(My® E) n€N.
R

Insbesondere gilt, dass Torf(M,E) = M ® E.
R

Hierbei ist wie auch im Rest der Arbeit R meistens ein kommutativer Ring mit 1. Damit

sind die obigen Tensorprodukte und Tor-Gruppen stets R-Moduln. Nun wollen wir zeigen,

dass H,(Me ® E) und H, (M ® E,) isomorph zueinander sind. Um dies zu zeigen, bendtigen
R R

wir etwas Vorbereitung und miissen die Struktur von H,, (M, ® E,) verstehen.
R

Seien also M, und F, zwei Komplexe mit M, = F, = 0 fir n < 0. Dann fassen wir das
Tensorprodukt M, ® E, als Doppel-Komplex
R




2. Vorbereitung

auf und betrachten den daraus entstehenden einfachen Kettenkomplex M, ® E,, der gegeben
R

ist durch

(M.%E.)n: b M, @ By, neN.
pt+q=n

Die Randabbildungen sind dann gegeben durch

dn = d/ + JH . (M. ® Eo)n — (Mo & Eo)nfla
R R

wobei d’ = (—1)Pd"” die Abbildung auf dem Pfeil mit Index p im Doppel-Komplex ist.
Wir miissen noch zeigen, dass es sich tatséchlich um einen Kettenkomplex handelt. Dafiir
ersetzen wir d” durch d” im obigen Diagramm. Dann gilt in jedem Quadrat des Diagramms,
dass d' od” 4+ d" o d’ = 0. Damit ist gezeigt, dass dy, o dp1 = 0 fiir alle n € N, wie gefordert.
Folglich ist (M, (}%) E,, d) ein Kettenkomplex.

Je zwei Morphismen von Komplexen M, — M und E, — FE induzieren kanonische Morphis-
men

M, ® Ey — My® E, und M, ® E, — My ® E,
R R R R

zwischen einfachen Komplexen, so wie oben eingefithrt. Nun wollen wir den Fall solcher
Homorphismen betrachten, bei denen M, — M, bzw. E, — E, homologische Auflésungen
von gegebenen R-Moduln M und FE sind.

Proposition 2.2. (Vgl. [Bos13], Proposition 5.3.1) Seien M, — M und E, — E projektive

Auflosungen der beiden R-Moduln M und E, dann induzieren die kanonischen Komplexho-
morphismen

MeR@E, =+ Me @ E und My @ Es — M ® E,
R R R R

Isomorphismen

Beweis. Wir beschrinken uns darauf den Komplex-Homomorphismus M, ® E, — M & FE,
R R

zu betrachten. Aufgrund der Eigenschaften des Tensorprodukts kann man mit dem Homo-
morphismus M, ® Fe — M, ® E auf die gleiche Weise verfahren, wenn man die Bijektivitat
R R
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zeigen mochte. Im folgenden Diagramm

sei die untere Zeile der Komplex M ® F, und der dariiber liegende Teil der zu M, und F,
R

gehorende Doppel-Komplex, wie oben erklért. Da jeder projektive Modul, als direkte Summe
freier Moduln aufgefasst, flach ist, erhalten wir folgende Exaktheitseigenschaften im obigen
Diagramm:

(i) Jede Zeile ist exakt an der Stelle mit Spaltenindex ¢ > 0, aufler der unteren Zeile.
(ii) Alle Spalten sind exakt.

Nun betrachten wir den Komplex-Homomorphismus M, ® E, — M ® E, und den induzierten
R R

Homomorphismus

on  Ho(Ma @ Bo) = Hy(M © E.), n €N,

Es verbleibt zu zeigen, dass diese bereits Isomorphismen sind. Beginnen wir mit der Surjek-
tivitat. Um zu zeigen, dass o), surjektiv ist, starten wir mit einem Element € H,, (M ® E,)
R

und wéhlen einen Repréasentanten

2 € Zy(M® Ey) C M ® E,.
R R

Wir wollen ein Element in

Zn(Me® E)) C @ M, ® E,
R prg=n R
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konstruieren, welches ein Urbild von ¥ reprasentiert. Wahle dafiir ein Urbild zg, € Mo ® E,
R
von x. Im Allgemeinen ist dies kein Element von Z,, (M ® E, ), aber wir konnen ein Element
R

ZTin-1 € My ® E,_1 finden, so dass
R

d’(xlm_l) + (—l)od//({L‘O,n) =0.

Dies ist moglich, weil x € Z,,(M ® E,) impliziert, dass das Bild von z¢,, unter
R
d’ - My® FE, > My® E,_1
R R
in
k:er(Mo % E,1—-M % En_1> = im(Ml % E,_1 d—) My % En—l)

enthalten ist. Auf die gleiche Weise kann man Elemente z2,_2 € My ® E,,_s konstruieren,
R

so dass
d/<$27n_2) + (—1)1d//(1‘17n_1) =0

ist und so weiter. Der Vorgang endet mit x, o € M, ®FEy und wir sehen, dass per Konstruktion
R

Ton @ .. © Tno € Zn(M, % E,)

Dann gilt, dass dieses Element ein Urbild von Z unter o, : H, (M, % E,) — H,(M % E,)

reprasentiert. Folglich ist o, surjektiv.
Um zu zeigen, dass o, injektiv ist, betrachten wir ein Element

Ton D ... DTpo € Zn(M-%E-)a Zp,q € MP%E‘I’

dessen Bild x unter M, ® Ee — M ® E, in B,(M ® E,) liegt. Dann ist « das Bild von zg,,
unter der Abbildung Mo ® E, — M ® E,. Um zu Zelgen dass

Zopm B ... B Tno € Br(M, % E,),

wahle ein Urbild von = in M ® E,, 1 und davon wieder ein Urbild yo 41 € Mo ® Ej41. Dann
R R
liegt

20, — (=1)°d" (yon+1)

im Kern von My ® E,, - M ® E, und liefert somit ein Urbild y;, € M; ® E,. Unter der
R R R

Verwendung des obigen Elementes xg,, @ ... ® 0 folgt, dass

d'(x10-1 — (=1)'d"(y1,0)) = d'(@1,0-1) + (=1)°d"d (y1,0)
= d'(z10-1) + (=1)°d" (@0 — (=1)°d" (yo,011))

+
= d'(xlm_l) + (—1)0d//(x07n) =0
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und wir sehen, dass z1,-1 — (—1)*d”(y1,,) ein Urbild von ya,—1 € My ® Ep_ liefert.
R

Wiederholt man diese Konstruktion, erhélt man letztendlich ein Element
Yont1 B oo B Ynt1,0 € (Mo % Eo)n+1,
so dass

d(y()m_'_l b ...P yn_;,_l,o) = 5607” b...6H .Tn’()

gilt. Es folgt, dass zg, & ... ® p 0 € Bp(Me ® E,). Dies zeigt unsere Behauptung. O
R

Bemerkung. Sind M und N zwei R-Moduln und mindestens einer von beiden sei projektiv,
dann gilt Torf (M, N) = 0 fiir n > 1, da aus der Projektivitit direkt folgt, dass M bzw. N
flach ist.

Abschlielend in diesem Kapitel zitieren wir noch ein fundamentales Resultat der homologi-
schen Algebra, auf dem die Unabhéngigkeit von Tor- und Ext-Gruppen (bis auf Isomorphie)
von der Wahl einer projektiven Auflosung beruht. Fiir den Beweis wird auf das entsprechende
Ergebnis in [Bos13] verwiesen.

Lemma 2.3. Seien M, — M und N, — N zwei projektive Aufiésungen von zwei R-Moduln
M und N und sei ¢ : M — N ein R-Modul-Homomorphismus. Dann gilt:

(i) Es existiert ein Komplex-Homomorphismus f : M, — N, so dass das Diagramm
M, — M
LR
N, —— N
kommutiert.

(ii) Wenn f, f': My, — N, zwei Komplexz-Homomorphismen sind, die die Bedingung in (i)
erfillen, dann sind sie homotop.

Beweis. Vergleiche [Bos13], Lemma 5.1.9. O

Bemerkung. Die Tatsache, dass N, in Teil (i) des vorherigen Lemmas projektiv ist, wird im
Beweis nicht verwendet und ist fiir die Aussage nicht notwendig.



3 Der Kohomologiering

Nun wollen wir uns dem Kohomologiering einer endlichen Gruppe widmen. Sei dazu zunédchst
G eine endliche Gruppe und R ein kommutativer Ring mit Eins. Betrachten wir die Menge

R[G] ={f:G — R| f ist Abbildung von Mengen},

die sogenannte Gruppenalgebra von G iiber R. R[G] ist eine R-Algebra beziiglich punktweiser
Addition und Faltungsprodukt. Ist 1, € R[G] die charakteristische Funktion von g € G, dann
gilt 1, %1y = 14p, sodass G — R[G]*, g — g := 1, ein injektiver Gruppenhomomorphismus
ist. Wir schreiben daher im Folgenden stets g statt 1,.

Jedes Element f € R[G] lésst sich als formale Linearkombination

> rgg mit ry € R und g € R[G]
geG

darstellen und R[G] = @ R - g ist ein freier R-Modul mit Basis (¢g)4ec-
geG

Des Weiteren ldsst sich R[G] als augmentierte R-Algebra auffassen. Mit anderen Worten: R
lasst sich in R[G] mit dem R-Algebra Homomorphismus

€:RIGI = R; e(D rg9) =D g

geG geG

einbetten. Dieser wird auch Augmentation von R[G] genannt. Damit wird auch R in trivialer
Weise zu einem R[G]-Modul durch

(Z rgg)-J;:: ngr.

geG €R geG
[ — ~——
€R[G] €R

Sei nun M ein R[G]-Modul, dann heifit der R-Modul
HY(G, M) = Extpyg (R, M)

die i-te Kohomologiegruppe von G mit Koeffizienten in M. Wir beziehen uns im Nach-
folgenden aber stets auf den Fall M = R und betrachten die direkte Summe iiber alle
Kohomologiegruppen (i > 0)

H*(G,R) := D H'(G, R) = @ Extiy (R, R),
i>0 i>0

den sogenannten Kohomologiering von G {iber R. Dieser ist als direkte Summe von R-
Moduln zunéchst auch nur ein R-Modul, hat allerdings sehr viel mehr Struktur, wie wir im
nachfolgenden Kapitel sehen werden.
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Beispiel 3.1. (Vgl. [Ben04], Kapitel 1) Zuerst einmal wollen wir einige grundlegende Bei-
spiele betrachten. Sei also G eine endliche Gruppe und R ein kommutativer Ring. Dann gilt
fiir die 0-te Kohomologiegruppe, dass

H°(G, R) := Extpe (R, R) = Hompg)(R, R) = R,

wobei die vorletzte Gleichheit aus den Eigenschaften von Ext-Moduln, genauer gesagt der
Exaktheit des Hom-Funktors, resultiert.

Sei jetzt G eine endliche Gruppe und R ein Korper mit Charakteristik p, teilerfremd zur
Ordnung von G. Um fir diesen Fall H*(G, M) zu berechnen, benttigen wir zunédchst Masch-
ke’s Theorem (vgl. [Iyn04] Theorem 2.6), welches besagt, dass unter den oben genannten
Voraussetzungen jede kurze exakte Sequenz von R[G]-Moduln zerfillt. Das bedeutet, dass
jede kurze exakte Sequenz von R[G]-Moduln

0 My M Mo 0

isomorph ist zu einer kurzen exakten Sequenz der Form
0——M —— M &My —— My ——0

wobei M7 — My @& My die kanonische Injektion ist und My & My — M, die Projektion auf
den zweiten Faktor ist. Mit anderen Worten, es existiert ein Isomorphismus M; @ My = M,
so dass das Diagramm

0——My——M &My ——M; ——0

T

0 Mo M My 0

kommutiert. Mit Hilfe dieses Theorems kénnen wir nun die folgende Aussage beweisen: Sei
G eine endliche Gruppe und R ein Koérper mit char(R) 1 |G|, dann ist jeder R[G]-Modul
projektiv. Die Aussagen sind sogar dquivalent. Wir bendtigen hier allerdings nur die eine
Implikation.

Sei also M ein R[G]-Modul, dann wéhle einen projektiven Modul P mit einer surjektiven
Abbildung P — M. So ein Modul existiert immer, denn wéhle z.B. (z;);c; ein Erzeugen-
densystem von M und setze P = RU). Dann ist P natiirlich projektiv und die Abbildung
P — M, welche die kanonische Basis von P auf die Familie (x;);c; abbildet, surjektiv. Nach
Maschke’s Theorem zerféllt nun jede kurze exakte Sequenz von R[G]-Moduln, also insbeson-
dere auch P — M. Damit ist M isomorph zu einem direkten Summanden von P und damit
auch projektiv. Damit kénnen wir nun den Kohomologiering

H*(G, R) := D Bzt (R, R)

i>0

fir diesen besonderen Fall sehr einfach genauer bestimmen. Denn wenn alle R[G]-Moduln
M und N projektiv sind, dann gilt Ext%[G](M ,N) = 0 fiir alle 7 > 0. Insbesondere gilt dann

H*(G,R) = H(G, R) = Extpy (R, R) = R,

fir alle Korper R mit char(R) 1 |G|. Aufgrund dieser Tatsache erscheint es sinnvoll, Beispiele
zu betrachten, in denen R ein Korper ist mit Charakteristik p und p | |G|. Das ist der Fall,
der uns in dieser Arbeit hauptséichlich interessiert.

10



4 Ringstruktur und Cup-Produkt

Da wir im vorherigen Abschnitt den Kohomologiering

H*(G,R) = @ H'(G,R) := @ Eathyg (R, R)

i>0 i>0

zunachst als R-Modul definiert und das grundlegende (aber triviale) Beispiel von Maschke
betrachtet haben, wollen wir nun die weitere algebraische Struktur von H*(G, R) untersu-
chen. Dieser hat nicht nur eine Modulstruktur, sondern ist, wie der Name vermuten lasst,
ein graduierter Ring.

Definition 4.1. FEin N-graduierter Ring ist ein Ring R zusammen mit additiven Unter-
gruppen Ry, n € N, sodass gilt R = @,,cy Ry, als direkte Summe abelscher Gruppen und
RyRy, O Ryym fiir alle n,m € N.

Fiir je zwei Elemente a € H(G, R) und b € H7(G, R) wollen wir nun eine Verkniipfung defi-
nieren, sodass diese in H*t/(G, R) liegt. Dazu benédtigen wir aber noch etwas Vorbereitung
zu Eigenschaften projektiver Auflésungen.

Sei also (P,,d) eine projektive Auflosung des R[G]-Moduls R. Dann definieren wir (Qe :=
P, % P,,0) als den Komplex mit

R i+j=n R
und Homomorphismen
n(z®y) =dix @y + (—1)'z @ djy

mit z € P; und y € P; wie in Abschnitt 1 erldutert. Wir benétigen fiir die Eigenschaften in
Qe noch das nachfolgende Resultat.

Proposition 4.2. (Fir Teil (ii) vgl. [Iyn04], Theorem 3.2) Es gilt
(i) (Qe,0) ist ein Komplex mit Homologie Hy@QQ = R und H;Q =0 fir i > 1.
(ii) P; % P; ist ein R[G]-Modul beziiglich der Diagonaloperation von G, die Operation ist
definiert als g - (x ® y) := gz ® gy. Alle P; %) P; sind auf diese Weise projektive R[G]-
Moduln und (Qe,d) wird so zu einer projektiven Auflésung des R[G]|-Moduls R.

Beweis. (i) Dies folgt unmittelbar aus Proposition 2.2 und der Tatsache, dass dass P,
exakt ist.

11
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(ii) Die R[G]-Modulaxiome ergeben sich offensichtlich aus denen von P; und P;.
Fiir die Projektivitdt zeigen wir ganz allgemein, dass fiir je zwei projektive R[G]-
Moduln P und X der R[G]-Modul P ® X ebenfalls projektiv ist. Da P projektiv
R

ist, beschranken wir uns auf den Fall P = R[G]. Sei auBerdem X? der X unterliegende
R-Modul, da R = R[1] ein Unterring von R[G] ist. Da X projektiv als R[G]-Modul ist,
ist auch X7 projektiv als R-Modul. Wir betrachten den durch Skalarerweiterung ent-
stehenden R[G]-Modul R[G] % X und definieren die folgende R[G]-lineare Abbildung

betrachten

RG] X* = RGI@ X, gowg(ler)=g@ g0
Diese ist offensichtlich invers zu der Abbildung

R[G] ® X — RG] %X”, gRr g (g )

und damit bijektiv. Somit sind R[G] % X und R[G] % X% als R[G]-Moduln isomorph
zueinander. Nun ist aber X7 ein projektiver R-Modul und damit auch R[G] ® X* ein
R
projektiver R[G]-Modul. Damit ist die Behauptung gezeigt.
Es verbleibt noch, die R[G]-Linearitét von § nachzurechnen. Seien dafiir z € P;, y € P;
und g € R[G], n € N:
gon(z @ y) = g(diz @y + (-1)'z @ djy) = g(diz ® y) + g((—1)'z ® d;y)
= gdiz ® gy + 9(—1)'z ® gdjy = digr ® gy + (—1)"gz @ d;gy
= On(gr ® gy) = dn(9(z ® y))

O]

Da wir jetzt wissen, dass (Qe,0), wie oben definiert, eine projektive Auflosung von R ist,
betrachten wir die Abbildung

U: Hompg)(F;; R) x Hompgq)(Pj, R) = Hompg(g)(Qitj, R)
mit

f.g)— fUg, definiert durch fUg: Qi % Po P, 0% po pe R,
( + R J R

Durch Ubergang zur Kohomologie wird H*(G; R) damit zu einem graduierten Ring, wie das
nachfolgende Lemma besagt.

Lemma 4.3. (vgl. [Bro82], Kapitel 5.3) Die obige Abbildung induziert eine wohldefinierte
Abbildung

U: H(G,R) x H(G,R) — H'"(G,R),

das sogenannte "Cup-Produkt’, welches H*(G,R) zu einem graduierten Ring macht. Des
Weiteren ist das Cup-Produkt antikommutativ, das heifst a Ub = (—1)Yb U a, falls a €
HY(G,R) und b € H/(G, R).

12
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Beweis. Um die Aussage zu beweisen, wollen wir zunéchst einmal zeigen, dass fir a €
H'(G,R) = H'Hompc(Ps, R) reprisentiert durch f und b € H7(G, R) = H’ Homgic)(Pe, R)
représentiert durch g das Element f U g wieder ein (i + j)-Kozykel in Hompgjg)(Q, R) ist,
das heift, dass
fUg € ker(Homp(q)(ditj+1, R) : Hompg)(Qitj, R) — Hompg)(Qitj+1, R)).
Es gilt fiir x € P41 und y € Pj wegen fod;y1 = 0:
Hompic(itj+1, R)(fUg)(x®y) = (fUg)odirjt1(z@Y)

= (fUdinz @y + (-1)"z ® djy)

= (fUg)dinz @y) + (fUI((-1)" 2 @ djy)

= (D)7 (f o dis1)(2) @ g(y) + (~1)7(f @ g) 0 can((~1)"*'z @ djy)

=04+0=0,
da r ® djy € Piy1 ® Pj_1 unter can auf Null abgebildet wird. Ebenso behandelt man den
Fall 2 € P,y € Py
Wir setzen nun also
aUb:= (Klasse von fUg) € Hi+jHomR[G](Q., R) = H'Y(G,R)

und zeigen die Wohldefiniertheit des Cup-Produkts. Sei dazua € H (G, R) = H' Hom ric)(Pe, R)
représentiert durch fi sowie fo und b € H/(G, R) = HY Hompj)(Ps, R) reprisentiert durch

g1 und g2 Dann gibt es h € HomR[G]( i— 1,R) n e HOWLR[G]( - 1,R) mit fi — fo =hod;
und g1 — g2 = W' od;. Fiir x € P;,y € P; gilt dann wie oben

(*Uijhdifc ® g2y = (hUg)dirj(x ®@y), (—1)Yfor @ hdjy=(=1)"(foUN)0i;(x @y)
und (=1)“hd;x @ Wd;y = (hUR'd;)0i4j(z @ y) und daher

(ivg)(z@y) = ()" iz © gry
= (=1)7(for @ g2y + hdiz © goy + fox © h'djy + hdix @ h'd;y)
= (faUg)(z®@y)+ [hUga+ (1) (f2UN) + (RUNdj)] 0 birj(z @),
weshalb f1 U gy und fo U go dieselbe Klasse représentieren.

Nun miissen wir noch die einzelnen Ringaxiome fiir das Cup-Produkt nachrechnen.

(i) Assoziativitit: Seien dazu a € H'(G,R) = H'Hompg(Ps,R), b € H/(G,R) =
H’Hompgg)(Pe,R) und ¢ € H'(G,R) = HkHomR[G](P.,R) reprasentiert durch f,
g respektive h. Dann gilt fiir alle x € P,y € P; und 2z € Py:

(fUg)UR)(r®y®2) = (D) (fUg)(z®y) @ h(2)

(=D (=1)Y f(2) @ g(y) @ h(z)

(—1)MHIHE f () @ g(y) © h(z)

= (=) UP f(2) @ (-1)*g(y) @ h(2)

(=1)

= (

DU fz) @ (g Uh)(y @ 2)
fU(gUh))(x@y@z).

13



4. Ringstruktur und Cup-Produkt

(iii)

14

Folglich gilt, dass (f Ug) Uh = f U (gUh) in H* Hompgig(Q, R).

1. Distributivgesetz: Seien a € H'(G, R) reprisentiert durch f, by,by € HI(G, R) re-
prasentiert durch g; bzw. ga. Sei weiter x € P; und y € P;, dann gilt:

(fU(g1+92)(x®y) = (-1)7f(z) @ (91 + 92)(v)

(=17 f(z) @ (91(y) + g2(v))

(D)7 f(z) @ g1(y) + (=1)7 f(z) @ g2(y)
fUug(z@y)+ fUg(r®y)
=(fug+fug)zey)

Damit gilt, dass fU (g1 +¢2) = fUg1+ fUg in H”jHomR[G](Q., R).
2. Distributivgesetz: Seien ay,as € H'(G, R) reprisentiert durch f; bzw. fo und b €
HI(G, R) repriisentiert durch g. Sei weiter z € P; und y € P;, dann gilt:
(i +f)Ugz®y) = (=17 (fi + f2)(x) @ (f)(y)
(DY (fi(2) + f2(2)) ® f(y)
(=17 fi(2) ® g(y) + (1) fa(z) @ g(y)
fru
= (A

gz ®y)+ foUglz®@y)
Ug+ f2Ug)(z®y)

Damit gilt, dass (f1 + fo) Ug=fiUg+ foUgin H”jHomR[G](Q., R).

Einselement: Sei 1 € H°(G,R) = R (nach Beispiel 3.1) der konstante Eins-Kozykel
und a € H'(G, R) = H'Hompc) (P, R) reprisentiert durch f. Dann gilt

(ful)(@) = (-1)(f@1)(z) = f(z)®1 = f(z)

und
LU @) =11 flz) =10 f(z) = f(z)
fir x € P;. Damit gilt
1Uf=fund fUl=f
und der konstante Eins-Kozykel ist das Einselement in H*(G, R).

Antikommutativitdt: Die FEigenschaft der Antikommutativitdt des Cup-Produktes lasst
sich nicht so direkt nachrechnen, wie die anderen Ringaxiome. Dazu betrachten wir
den Komplexhomomorphismus 7 : Qe — Qs, mit 7(z ® y) := (—1)Yy ® x, falls €
P;,y € P;. Nun ist 7 aber schon ein Isomorphismus von Komplexen, da die Abbildung
selbstinvers ist. Des Weiteren kommutiert das Diagramm

Qe R > 0
E—r
Qe R 0



4. Ringstruktur und Cup-Produkt

in allen Rechtecken, da

T(0n(zr @ y)) = 7(di(2) @ y + (-1)'z ® d;(y))
~1)Vy @ di2) + (=1)'VVd;(y) © (-1)'z
)”d( )@+ (=1 (-1)7y ® di(2)

=0(t(z®y) Yn>1
und 7 auf (g die Identitéat ist. Dann kommutiert auch das Diagramm
Hompg)(Pe, R) x Hompyey(Pe, R) —— Hompg)(Pe, R) — 0
l lHomR[G] (r,R)

Hompig)(Pe, R) x Hompe)(Pe, R) —— Hompig(Qe, R) —— 0,

wenn links analog (f,g) — (—1)¥(g, f) angewendet wird, weil

Hompie) (1, R)(f Ug)(x ®y) = (fUg)(T(z @y))
(1) (~ )”f( ) ® g(x)
(1Y (-1)Yg(z) ® f(y)
(179U f)z ®y).
Nun ist aber 7 nach Lemma 2.3 homotop zu idg,. Daher ist auch Hompgg (T, R)
bei Ubergang zur Kohomologie die Identitét, da je zwei homotope Homomorphismen
von Komplexen dieselben Homomorphismen auf den Kohomologiegruppen induzieren.

Folglich ist das Cup-Produkt antikommutativ und es gilt a Ub = (—1)¥b U a fiir
a€ H'(G,R) und b € H’(G, R).

O]

Nachdem wir nun wissen, dass H*(G, R) ein graduierter Ring ist, wollen wir weitere Beispiele
betrachten. Fiir das nachfolgende Beispiel miissen wir zunédchst den Begriff der &dufleren
Algebra einfithren (Vgl. [Fis14], Kapitel 6.3). Sei dazu im Folgenden R = k ein Kérper und
V ein k-Vektorraum. Dann definiert man

T"V)=V®.V
k k

—————
n—mal

und den Untervektorraum
A (V) := span{v1 ® ... @ v,| Fi, 5 € {1,..n} mit i # j und v; = v;}.

Des weiteren definiert man

=Pprmwv
n=0

15



4. Ringstruktur und Cup-Produkt

und das darin enthaltene Ideal
— P an(v)
n=0

Die duBere Algebra ist dann definiert als A(V) = T'(V)/A(V). Als Vektorraum und damit
auch als graduierte k-Algebra ist dies gleich

= @ A" (V) @ ™ (V) JA™(V),
n=0
mit k-Untervektorraumen A”(V) ( )/A™(V). Ist dim(V) = s, dann gilt fir die Dimen-
sion der Untervektorraume dim(A ( )

Beispiel 4.4. Da wir bereits den Fall des Kohomologieringes betrachtet haben, in dem R ein
Korper ist mit Charakteristik teilerfremd zur Ordnung von G, wollen wir uns nun Beispiele
anschauen, bei denen die Charakteristik von R die Gruppenordnung |G| teilt. Wir wollen
also den Fall betrachten, dass R = k ein Korper mit Charakteristik p > 0 und G = Z/p°Z
eine zyklische p-Gruppe ist. Dafiir zeigen wir zunéchst einmal, dass die Gruppenalgebra von
G = Z/p°Z gleich k[x]/(xP" — 1) ist.

Jedes Element f € k[Z/p°Z] = Abb(Z/p°Z, k) lasst sich, wie bereits oben beschrieben, ein-
deutig als Linearkombination der charakteristischen Funktionen

Z rgly mit ry € k
gEL/p°Z

darstellen. Nun sei h ein Erzeuger in Z/p°Z, reprisentativ wihlen wir die Restklasse der
Eins, h = 1 + p°Z, und wir betrachten die folgende charakteristische Funktion

lek, g=1+pZ

Tiipez =9
P g {0 €k, sonst

Sei nun ¢ der Einsetzungshomomorphismus vom Polynomring iiber k in die Gruppenalgebra
¢ klx] = E[Z/p°Z), x — L14pez.
Dies ist ein k-linearer Ringhomomorphismus und fiir ein Polynom F'(x) gilt
F(z) % F(1yypez).
Damit ist ¢ aber auch surjektiv, da 11,,¢7 ein Erzeuger ist und
" (L1gpez)” = Liypez - oo Ligpez = Lagpezyn = Lngpez
und n+ p*Z =g Vg € Z/p°Z fir geeignete n € N. Des Weiteren gilt, dass

So(xpe) = Lpetpez = Lotpez = lgig) = 90(1’“[90})

16



4. Ringstruktur und Cup-Produkt

und daraus folgt, dass zP° — 1 in ker(y) liegt und damit induziert ¢ einen k-linearen surjek-
tiven Ringhomorphismus

klz]/(@” = 1) = K[G], F + (a7 = 1) = (F) = F(L14pez).

Dieser ist aber aus Dimensionsgriinden schon bijektiv, da

dim(k[G]) = |G| = p° und dim(k[z]/(zP" — 1)) = p°
nach Euklidischem Algorithmus, folglich ist k[Z/p°Z] = k[z]/(xP" — 1). Da char(k) = p ist,
gilt 27° — 1 = (z — 1)?" und somit ldsst sich durch Substitution die Gruppenalgebra in der
anschaulicheren Form k[y]/(y?") darstellen.

Mit diesem Wissen lésst sich nun fiir Koérper k£ der Charakteristik p und zyklische p-Gruppen
der Form G = 7Z/p°Z der Kohomologiering explizit berechnen. Nach [Iyn04] Proposition 7.3
und [Ben91] Proposition 3.5.5 hat H*(G, k) dann die folgende Struktur:

(i) Falls p© = 2 ist, so ist H*(G, k) = k[z], wobei x Grad 1 hat.

(ii) Falls p® > 2ist, soist H*(G, k) & k[z,y]/(2?) = A(m)%k[y], wobei z Grad 1 und y Grad
2 hat. Hierbei bezeichnet A(x) die duBere Algebra des eindimensionalen Vektorraums
k-x.

AuBerdem bedeutet deg(z) = 2 fiir den Polynomring k[z] = @, ka’, dass die Graduierung
neu nummeriert wird. Falls  Grad 2 hat, erhalten wir

{0, falls ¢ ungerade
i>0

kz'/2,  falls i gerade.

Mit Hilfe der sogenannten Kiinneth-Formel (vgl. [Iyn04] 6.5) ldsst sich dieses Resultat nun
auf jede endliche abelsche Gruppe anwenden und den Kohomologiering berechnen. Sind Gy
und Gy Gruppen und R = [G1] und S = [G2] die jeweilige Gruppenalgebra, so besagt die
Kinneth-Formel, dass man einen Homomorphismus graduierter k-Algebren

H*(Gl,k) (%) H*(Gg,k) — H*(Gl X GQ,]{Z)

erhalt. Dieser ist bijektiv, wenn G; und G9 endlich, oder endlich erzeugt und abelsch sind,
also

H*(Gl X Gg,k) = H*(Gl,k) %H*(Gz,k)

Zunéchst aber wollen wir damit unser Resultat auf den Fall eines Korpers k mit char(k) = p
und einer abelschen p-Gruppe der Form G = (Z/pZ)" (sogenannte elementar abelsche p-
Gruppen, wie wir spater definieren werden) verallgemeinern. Unter diesen Voraussetzungen
gilt dann (vgl. [Ben91], Proposition 3.5.7):

(i) Fallsp = 2ist, soist H*(G, k) = k[z1, ..., z;] eine polynomielle k-Algebra mit deg(x;) =
1.

17



4. Ringstruktur und Cup-Produkt

(ii) Falls p > 2 ist, so ist H*(G, k) = Ax1, ..., zy) % Elyi, ..., yr] das Tensorprodukt aus der

aufleren Algebra des von {z1,...,z,} erzeugten Vektorraums und eines Polynomrings
mit deg(z;) = 1 und deg(y;) = 2.

Dies folgt unmittelbar aus der Kiinneth-Formel und dem vorherigen Beispiel zyklischer p-
Gruppen.

Sei abschlieflend also G eine endliche abelsche Gruppe und k ein Korper mit Charakteristik p.
Nach dem Struktursatz fiir endliche abelsche Gruppen existieren s € Nund ey, ..., e5 € N\{0},
so dass

GEZL/p?Z x - X LIp™Z x G,

wobei G’ eine endliche abelsche Gruppe ist mit Ordnung teilerfremd zu p. Mit der Kiinneth-
Formel erhalten wir dann

HY(G.h) = HY (L) 2,8) © .. © H' (L L,k) @ H' (G )

wobei der letzte Teil H*(G’,k) = k nach Beispiel 3.1 durch Tensorierung mit & entfillt.
H*(Z/pZ, k) lasst sich jeweils wie oben berechnen.

18



4.1. Funktorialitat

4.1 Funktorialitat

Nachdem wir das Cup-Produkt und die Ringstruktur des Kohomoligieringes untersucht ha-
ben, wollen wir nun Kohomologieringe zu verschiedenen Gruppen und Abbildungen zwischen
diesen betrachten. Seien dazu also G und H zwei endliche Gruppen und sei @ : H — G ein
Gruppenhomomorphismus von H nach G. Dann induziert dieser einen Ringhomomorphismus
zwischen den Gruppenalgebren

¢ : R[H] — R|G], Z rph — Z rre(h).
heH heH

Auf diese Weise wird jeder R[G]|-Modul auf natiirliche Weise zu einem R[H]-Modul mittels
Skalarrestriktion.

Sei auerdem P, — R — 0 eine projektive Auflésung von R iiber R[G| und S¢ — R — 0
eine projektive Auflosung von R tiber R[H|. Da Py — R — 0 exakt ist, existiert nach
Proposition 1 ein bis auf Homotopie eindeutiger Morphismus f : S¢ — P, von Komplexen
von R[H]-Moduln, sodass das Diagramm

Se R 0
b e
P, R 0

kommutiert (vgl. Lemma 2.3). Dies induziert durch Anwenden des Hom-Funktors wiederum
einen Homomorphismus von Komplexen der Form

Hompm)(f,R)
5

HomR[G](P.,R) ‘—)HO?TLR[H](P.,R) HOTTLR[H](S.,R)

und damit, bei Ubergang zur Homologie, Homomorphismen zwischen den Kohomologiegrup-
pen HY(G,R) — H'(H,R), fiir jedes i > 0. Die Eigenschaften dieser Abbildungen werden
im nachfolgenden Lemma behandelt.

Lemma 4.5. Diese Homomorphismen sind bis auf Isomorphie unabhdngig von der Wahl der
Auflosungen P, Se und des Morphismus f. Die R-lineare Abbildung H*(G,R) — H*(H, R)
ist ein Ringhomorphismus.

Beweis. Sind P, -+ R — 0 und P, — R — 0 zwei projektive Auflosungen von R iiber R[G],
beziehungsweise S¢ —+ R — 0 und S, — R — 0 zwei projektive Auflésungen von R iiber
R[H], so sind diese homotopieiquivalent. Sind auerdem f, f’ : S¢ — Ps zwei Morphismen,
die auf R die Identitét induzieren, so sind diese homotop (vgl. Lemma 2.3). Damit sind
Homomorphismen H!(G, R) — H'(H, R) bis auf Isomorphie unabhiingig von der Wahl der
Auflésungen sowie von der Wahl des Morphismus f.
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4.1. Funktorialitat

Es verbleibt noch nachzurechnen, dass die oben definierte Abbildung H*(G, R) — H*(H, R)
ein Ringhomomorphismus ist. Dazu betrachten wir folgendes Diagramm

H'Hompc)(Pe, R) x H' Hompg)(Pa, R) ——= H*J Hompc)(Qs, R)

| i

HiHomR[H](P., R) X HjHomR[H](P., R) HHjHomR[H](Q., R)
lHomR[H] (f,R) lHomR[H](va)
H'Hompg(Se, R) x H Hompig(Se, R) ——= H+ Hom gy (Ts, R).

Dieses Diagramm kommutiert, da fiir a € H'(G, R) und b € H?(G, R) gilt, dass

(=DY(ao fi)@ (bo f;) = (1) (a@b) o (f; ® f;).
Auflerdem induziert f : Py — S, einen Homomorphismus Qe = P, (}5% Py — Ty =S, % Se
der auf P; % Pj durch f; ® f; gegeben ist und auf R die Identitét induziert. Aus der obigen

Unabhéngigkeitsaussage folgt dann, dass H*(G, R) — H*(H, R) ein Ringhomomorphismus
ist, wie behauptet. ]

Ist H < G eine Untergruppe und der obige Gruppenhomomorphismus ¢ die Inklusion, so
wird die Abbildung H*(G, R) — H*(H, R) als Restriktion resq g bezeichnet. In diesem Fall
gibt es auch Abbildungen in der umgekehrten Richtung, mit denen wir uns jetzt beschéaftigen
wollen. Wegen

RIG)= @ RIH]-g
geH\G

ist R[G] frei als R[H]-Modul vom Rang (G : H) und damit ist auch jeder projektive R[G]-
Modul als R[H]-Modul projektiv, da dieser als direkte Summe mit einem weiteren Modul
isomorph zu einem Modul der Form (R[H])Y) ist, fiir geeignetes I.

Sei also H < G und P, — R — 0 eine projektive Auflosung iiber R[G]. Dann betrachten wir
die Abbildung

Homp)(Pe, R) = Hompig)(Pe, R), fr (x— Y gf(g " x)).
geG/H

Diese ist ein wohldefinierter Morphismus von Komplexen, da gf(g~ ') aufgrund der R[H]-
Linearitat von f lediglich von der Linksnebenklasse und nicht von der Wahl des Reprasen-
tanten abhéngt. Seien ndmlich ¢g,§ € G mit gH = gH, dann gilt § = gh fiir ein h € H und
daher

9f(g ) = gf(hg ') = ghf(§ '2) = gf (5 ")

Seien also {g1,...,¢-} € G und {g1,...,G-} € G zwei Repriasentantensysteme von G/H, so
ist

Y giflgite) =D 53 ).
i=1 Jj=1
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Die R[G]-Linearitat der rechts stehenden Abbildung lésst sich auf &hnliche Weise nachrech-
nen. Dadurch erhilt man wieder durch Ubergang zur Homologie die R-lineare Abbildung
truc : H*(H, R) — H*(G, R), die sogenannte Transferabbildung.

Bemerkung. (i) Die Transferabbildung wird auch Korestriktion genannt und in der Lite-
ratur haufig mit cor, corg oder Kor abgekiirzt.

(ii) Die Abbildung trp ¢ ist im Allgemeinen kein Ringhomomorphismus. Einige weitere
Eigenschaften der Restriktion und Transferabbildung werden wir im nachfolgenden
Kapitel behandeln.
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5 Grundlegende Eigenschaften

Wir haben uns bisher damit beschéftigt, die wesentlichen algebraischen Strukturen des Ko-
homologierings einzufithren. Nun wollen wir einige wichtige Eigenschaften von H*(G, R) be-
trachten, wie etwa den Satz von Evens. Vorbereitend dazu benttigt man zunéchst allerdings
einige grundlegende Propositionen zum Verhalten des Cup-Produktes sowie der Restriktions-
und Transferabbildung, die wir hier aber nicht beweisen werden. Fiir die Beweise verwendet
man die sogenannte Dimensionsverschiebung, die besagt, dass fiir eine allgemeinere Form
des Kohomologieringes HY(G, M) = H°(G, M7) mit einem geeigneten R[G]-Modul MY gilt.
Dann werden die jeweiligen Eigenschaften fiir H°(G, M) mit beliebigem R[G]-Modul M
nachgewiesen. Dafiir wird auf das jeweilige Resultat im Werk [Neull] verwiesen.

Proposition 5.1. Sei a € H(G, R) miti > 0, dann gilt |G| o = 0, folglich ist

|G| - HY(G,R) = 0.

Das bedeutet, dass H' (G, R) ist ein Z-Torsionsmodul, da jedes Element von |G| annulliert
wird.

Beweis. Der Beweis befindet sich in [Neull], Satz 1.3.16. O

Proposition 5.2. Sei H < G eine Untergruppe. Dann gilt fir « € H"(G,R) und B €
H™(G,R), dass

resg.u(aUp) =resg (o) Uresg u(f) € H"™(H, R).
Fiir o« € H"(G,R) und g € H™(H, R) gilt

truc(resgu(o)UB) =aUtryq(f) € H"™(G, R).

Beweis. Vergleiche [Neull], Satz 1.5.4. O
Proposition 5.3. Die Verkniipfung der beiden Abbildungen

truc: H*(H,R) - H*(G,R) und resgy:H"(G,R) — H*(H,R)
ergibt

trugoresgun = (G:H)-id : H(G,R) - H* (G, R)

Beweis. Vergleiche [Neull], Satz 1.4.14. O
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Nun kommen wir zu einem fundamentalen Ergebnis der Kohomologietheorie, dem Satz von
Evens. Fir den Beweis nutzt man zunéchst eine Reduktion auf den Fall einer p-Gruppe.
Wir werden die Aussage zunéchst fiir p-Sylowuntergruppen von GG nachweisen und dann die
weiteren Schritte im Beweis andeuten, aber nicht weiter ausarbeiten.

Satz 5.4. (Satz von Evens) (vgl. [Ben98], Theorem 4.2.1)
Ist R noethersch, so ist auch H*(G, R) noethersch. Ist H*(G, R) noethersch, so wird er als
R-Algebra von endlich vielen homogenen Elementen erzeugt.

Bemerkung. (i) Es gilt sogar die folgende allgemeinere Aussage fiir jeden graduierten Ring
H = @, H": Falls H noethersch ist, dann ist auch H® noethersch und H ist als
Algebra endlich erzeugt iiber H° durch homogene Elemente.

(ii) Wenn R nicht noethersch ist, so ist die zweite Aussage im Allgemeinen falsch und
H*(G, R) nicht notwendigerweise endlich erzeugt iiber R.

Beweis. Wir beweisen zuniichst den zweiten Teil des Satzes. Sei also H*(G, R) = @,~c H(G, R)
ein noetherscher Ring. Dann ist H°(G, R) wegen der Graduierung ein Quotientenring von
H*(G,R), das heifit es existiert ein surjektiver Ringhomomorphismus ¢ : H*(G,R) —
H°(G, R). Damit ist auch H°(G, R) noethersch, denn sei (I,,), eine aufsteigende Kette von
Idealen in H°. Dann ist auch ¢~!(I,,) ein Ideal in H* fiir alle n € N und (¢~ 1(I,)), ist ei-
ne aufsteigende Kette von Idealen. Nun ist H* aber noethersch und somit wird (¢ ~!(I,,)), als
aufsteigende Kette von Idealen stationir. Also wird (I,,),, stationir in H wegen (¢~ 1(I,)) =
I,,, da ¢ surjektiv ist.

Nach Beispiel 3.1 wissen wir, dass H°(G, R) = R gilt und deswegen ist H*(G, R) eine R-
Algebra. Nun betrachten wir die Menge

HY(G,R) =P H'(G,R).
i>0
Dies ist, ebenfalls aufgrund der Graduierung, ein Ideal in H*(G, R) und somit endlich erzeugt.
Jeder dieser Erzeuger ist eine endliche Summe von homogenen Elementen und deswegen ist

auch H™T als Ideal erzeugt durch homogene Elemente, zum Beispiel ay, ..., a,. Dann ist aber
auch H* durch die Elemente 1, aq, ..., a, endlich erzeugt als Ring iiber H°.

Nun kommen wir zum ersten Teil des Satzes, der eigentlichen Aussage des Satzes von Evens.
Dafiir zeigen wir, dass H*(G, R) als Modul tiber sich selbst noethersch ist. Wie bereits oben
erwahnt, beschranken wir uns zunéchst auf den Fall einer p-Sylowuntergruppe von G.
Dazu halten wir zunéchst ein paar Ergebnisse fest und betrachten, wie bereits oben, das
Ideal

H*(G,R) = H'(G,R).
>0

Nach Proposition 5.1 gilt, dass |G| -« = 0 fiir alle « € H(G, R) und damit, dass

H+(G7 R) = @ H+(G7 R)(p)v
pllGl
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wobei HT (G, R)(,) die Menge derjenigen Elemente von H* (G, R) bezeichnet, die von p
annulliert werden und p in der Primfaktorzerlegung von |G| enthalten ist. Sei P < G eine
p-Sylowuntergruppe. Dann sind die Abbildungen

resg,p: H*(G,R)p — H*(P,R) und trpg: H*(P,R) — H*(G, R)

injektiv respektive surjektiv, da nach Proposition 5.2 gilt, dass

trpaoresgp = (G : P)-idy«qr),
und (G : P) nicht durch p teilbar ist. Folglich erhélt man, dass

H*(P,R) = H*(G, R)(, © T(R),
wobei
T(R) = ker(trpg : H*(P,R) — H*(G, R)())-
Auflerdem gilt
T(R)-H*(G,R)y) C T(R),

da man nach Proposition 5.2 erhélt, dass

trpa(fUresg.p(a)) =trpa(f) Ua
und natiirlich ist H* (G, R) (p) unter dem Cup-Produkt abgeschlossen, also

H+(G,R)(p) -HY(G, R)p) € HT(G, R)(p)-

Sei nun also A ein Ideal von H*(G, R)(y), also ein Untermodul von H™* (G, R)(p) als Modul
iiber sich selbst. Dann gilt

H*(P,R)) - A= (H*(G,R),) @ T(R))- A
= H+(G, R)(p) CA® T(R) A C H+(G, R)(p) @T(R).

Es folgt also, dass, wenn A ein echter Untermodul von A’ ist, auch H* (P, R) (p) - A ein echter
Untermodul von H* (P, R)(p - A ist. Ist also H*(P, R) noethersch, so wird jede aufsteigende
Folge von Idealen in H*(G, R)(p) stationér. Das reduziert den Beweis des Satzes auf den
Fall, dass G = P eine p-Gruppe ist.

Im néchsten Schritt des Beweises wird eben diese Aussage fiir den Fall, dass G = P eine
p-Gruppe ist, gezeigt. Dies wird per Induktion nach der Ordnung von P bewiesen. Der
Induktionsanfang fiir P = 1, die einelementige Gruppe, ist die Aussage trivial, da nach
Beispiel 3.1 gilt, dass H*(G,R) = R ist. Fiir den Fall P > 1 wird die Aussage mit Hilfe
der sogenannten Hochschild-Serre-Spektralsequenz und dem Hilbertschen Basissatz induktiv
auf den Fall P = Z/pZ zuriickgefithrt. Fiir die Details verweisen wir auf [Ben98|, Theorem
4.2.1. O
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Nun wissen wir, dass H*(G, R) ein antikommutativer Ring ist, der iiber R endlich erzeugt und
noethersch ist, falls R noethersch ist. Im Spezialfall R = k ein Kérper mit Charakteristik 2,
ist H*(G, R) sogar eine kommutative R-Algebra. Dies motiviert die nachfolgende Definition.
Sei also R ein Korper, dann definieren wir die Menge

. H*(G,R), char(R) = 2
H(G,R) =1 @ g (G,R), char(R)+?2"
n>0

Dies ist ein Unterring von H*(G, R) wegen der Graduierung
U: H¥(G,R) x HY(G, R) — H*")(G, R),Vi,j € N

und kommutativ auf Grund der Antikommutativitit von H*, da aUb = (—1)*"2mpUa = bUa
fir allea € H?" und b € H?>™,n,m € N. H' (G, R) ist ebenfalls eine R-Algebra von endlichem
Typ, wie das nachfolgende Korollar aus dem Satz von Evens zeigt.

Korollar 5.5. Sei R ein Koper. Dann ist H (G, R) eine kommutative R-Algebra von endli-
chem Typ. Insbesondere hat H (G, R) damit endliche Krulldimension.

Beweis. Dass H' (G, R) ein kommutativer Unterring von H*(G, R) ist, haben wir bereits
oben diskutiert. Es bleibt also noch zu zeigen, dass es eine R-Algebra vom endlichem Typ
ist. Betrachten wir dazu die endlichen vielen homogenen Erzeuger von H* iiber R, die nach
dem Satz von Evens existieren, da R ein Korper ist und damit insbesondere noethersch.
Seien diese erzeugenden Elemente etwa

x1,...,2T, alle homogen von geradem Grad
Yi,.-.,Ys alle homogen von ungeradem Grad
und nun betrachten wir die Menge {z1,...,2,} U{yy; | 1 < 4,5 < s} von homogenen Ele-

menten geraden Gerades. Diese bilden nun ein Erzeugendensystem von H (G, R) und damit
ist es eine R-Algebra von endlichem Typ. Aus dem Satz der Noether-Normalisierung folgt,
dass jede k-Algebra von endlichem Typ iiber einem Korper k auch endliche Krulldimension
hat. Folglich ist die Krulldimension von H (G, R) nach dem oben gezeigten auch endlich. [

Da wir nun wissen, dass H (G, R) endliche Krulldimension hat, wollen wir uns mit der
Frage beschéftigen, wie sich dim(H (G, R)) genauer bestimmen ldsst. Dies werden wir im
nachfolgenden Kapitel genauer behandeln.
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6 Satz von Quillen

Als abschlieffendes Resultat dieser Arbeit wollen wir einen Satz von Quillen betrachten.
Dieser wurde bereits im Jahre 1971 bewiesen und trifft eine Aussage dariiber, wie sich die
Krulldimension von H (G, R) allein aus den Eigenschaften von G bestimmen lésst. Fiir den
Satz benétigen wir noch einige Definitionen und deren Eigenschaften, wie den Begriff der
Poincaré-Reihe und den einer minimalen projektiven Auflésung. Letzteren werden wir zuerst
betrachten.

6.1 Minimale Projektive Auflosungen

Definition 6.1. Sei M ein R-Modul. Fine projektive Hiille von M ist ein projektiver R-
Modul P zusammen mit einer surjektiven R-linearen Abbildung f : P — M, sodass gilt: Fiir
jeden Untermodul H G P von P gilt f(H) S M. Das heift, dass f |g: H — M nicht linger

surjektiv ist.

Anschaulich bedeutet dies, P ist ein minimaler projektiver R-Modul, der M als Quotienten
hat.

Lemma 6.2. (i) Ist

p—f M

lh lidM
ein kommutatives Diagramm R-linearer Abbildungen, sodass f und g beide projektive
Hiillen von M sind, so ist h automatisch ein Isomorphismus.

(ii) Ist R eine endlich dimensionale Algebra iber einem Korper k (zum Beispiel R = k[G]),

dann besitzt jeder endlich erzeugte R-Modul M eine projektive Hiille P i> M. Des
weiteren gilt dimy(P) < oo.

Beweis. (i) Es gilt, dass g(h(P)) = f(P) = M, da f surjektiv ist und das Diagramm
kommutiert. Damit ist auch h(P) = @, da g eine projektive Hiille von M ist, also ist
auch h : P — @ surjektiv.

Nun ist aber auch ) projektiv, daher existiert eine R-lineare Abbildung s : Q@ — P
mit h o s = idg. Damit ist P darstellbar als direkt Summe

P =3s(Q)® ker(h) via x=x— s(h(z))+ s(h(zx))).

€ker(h) €s(Q)
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6.1. Minimale Projektive Auflésungen

Aber es gilt f(s(Q)) = g(h(s(Q))) = g(Q) = M und daher s(Q) = P, da f projektive
Hiille von M ist. Folglich ist ker(h) = 0 und h : P — @ injektiv, also insgesamt ein
Isomorphismus.

(ii) Wahle n € N und eine R-lineare Abbildung f : R™ — M, so dass diese surjektiv
ist. Dies existiert weil M nach Voraussetzung endlich erzeugt ist. Nach Annahme gilt
dann, dass dimg(R") < oco. Wahle nun unter allen R-Untermoduln P von R"™ mit
f(P) = M einen mit minimaler k-Dimension. Dann ist zu zeigen, dass P projektiv ist:
Zunéchst einmal ist R™ natiirlich projektiv. Deswegen existiert eine R-linear Abbildung
t: R® — P, sodass das Diagramm

R”*f>M
it
s
P

kommutiert, wobei f |p: P — M surjektiv ist. Daher gilt f(¢t(P)) = f(P) = M und
somit ist t(P) C P ein R-Untermodul, auf dem f noch immer surjektiv ist. Wegen der
Minimalitédt von dimy(P) ist aber ¢(P) = P. Folglich ist ¢ |p: P — P surjektiv und
damit ist ¢ |p bereits aus Dimensionsgriinden ein Isomorphismus. Damit gilt

P @ ker(t) = R" via (z,y) — (t|p) ' (z) +v.
Diese Abbildung ist bijektiv, da die Umkehrabbildung durch
= (), o — ()~ (t(2))

gegeben ist. Folglich ist auch P projektiv. Wegen der Minimalitét von dimg(P) ist P
bereits eine projektive Hiille des R-Moduls M.

O]

Bemerkung. 1. Sind P Iy M und Q Iy M zwei projektive Hiillen von M, so existiert
aufgrund der Projektivitit von P stets eine R-lineare Abbildung h : P — @, sodass

Pt

%4

kommutiert. Nach Lemma 6.2 (i) ist & ein Isomorphismus. In diesem Sinne sind pro-
jektive Hiillen, sofern sie existieren, bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

2. Ist P ein projektiver R-Modul, so ist offenbar f = idp : P — P eine projektive Hiille
von P. Insbesondere miissen projektive Hiillen keine freien R-Moduln sein.
Definition 6.3. Eine projektive Auflosung
d2

dy do

P P, M 0

von M heifst minimal, falls P; N im(d;) = ker(d;—1) — 0 fir alle i > 0 eine projektive Hiille
von im(d;) ist.
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6.1. Minimale Projektive Auflésungen

Korollar 6.4. (i) Je zwei minimale projektive Auflosungen sind isomorph (und damit

nicht nur homotop wie projektive Auflosungen).

(ii) Ist R eine endlich dimensionale Algebra tiber einem Korper k, so besitzt jeder endlich

erzeugte R-Modul M eine minimale projektive Auflésung.

Beweis. (i) Seien

(i)

28

(Pe,d) ——= M ——0

(Q.,G)HMHO

zwel projektive Auflésungen von M. Dann existiert fo : Pos — Qe €in Morphismus
von Komplexen, der einen Isomorphismus zwischen den Kohomologiegruppen induziert
(vgl. Lemma 2.3). Somit kommutiert das Diagramm

P0—>M—>O

QOHMHO

und nach Lemma 6.2 (i) ist fy bijektiv. Damit kénnen wir nun das folgende kommtative
Diagramm betrachten

0*>ker(d0) < P(_) do M 0

f0|ker(d0)l leo N\LidM
C

0*>ker(eo) — Qo il M 0.

Aus dem Schlangenlemma folgt, dass fo [ker(dy): ker(do) — ker(eg) ebenfalls bijektiv
ist. Damit ist der erste Schritt fertig. Nun betrachten wir das kommtative Diagramm

P —% s im(dy) = ker(dg) — 0

fll glfolker(do)

Q1 —— im(e;) = ker(eg) —— 0
und fahren induktiv fort wie fir M.

Um die Aussage zu zeigen, wende Lemma 6.2 (ii) induktiv an:

Sei Py B, M eine projektive Hiille von M. Dann gilt, dass dimy(FPpy) < oo ist und
damit auch dimy(ker(dy)) < oo. Folglich ist auch ker(dp) endlich erzeugt iiber R und

besitzt also nach Lemma 6.2 (ii) eine projektive Hiille P 4, ker(do) — 0. Fahre damit
auf die gleiche Weise fort.
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6.2. Poincaré-Reihen und Satz von Quillen

6.2 Poincaré-Reihen und Satz von Quillen

Nun wollen wir den Begriff der Poincaré-Reihe einfithren sowie einige Eigenschaften be-
trachten. Diesen Begriff werden wir benétigen, um schlussendlich den Satz von Quillen zu
beweisen. Allgemein orientiert sich dieses Kapitel eng an Kapitel 5.3 des Buches [Ben98|
von David Benson. Einige Aussagen werden wir auch nicht beweisen und lediglich auf das
jeweilige Resultat im Buch verweisen. Sei also V' ein graduierter Vektorraum von endlichem
Typ iiber k. In anderen Worten,

V=@V

r>0

wobei V,. ein endlich dimensionaler Vektorraum tber k ist. Wir definieren die Poincaré-Reihe
von V durch

p(Vt) := Y t"dimy(Vy) € Z[t]

r>0

aufgefasst als formale Potenzreihe iiber Z mit Variablen ¢. Als erstes einfaches Beispiel wollen
wir V' = k[x] den Vektorraum der Polynome in einer Variable iiber einen Korper k mit
deg(x) = d betrachten. Als graduierte Polynom-Algebra ist V' also

V=k[z] =V mit V;=

{0, falls i d
i>0

kxd, falls i = dj.
Dann gilt dimy(Vy;) = dimy,(kz') = 1 fiir alle d > 0 und die Poincaré-Reihe hat die Form
> 1

p(Vit) =) t¥ =

1=0

1—td
Dieses Resultat werden wir spater noch benotigen, wenn wir das Beispiel verallgemeinern.

Proposition 6.5. (Hilbert, Serre)

Sei R ein kommutativer graduierter Ring von endlichem Typ tber einem Korper k und
endlich erzeugt iiber Ry durch homogene Elemente x1,...,zs vom Grad ki,...,ks. Sei weiter
V' ein endlich erzeugter graduierter R-Modul, mit andern Worten R;V; C Viy; fiir alle
i,7 > 0. Dann ist die Poincaré-Rethe p(V,t) von V eine rationale Funktion und ist von der
Form

p(V.t) = f(t)/ TT(1 = "),
j=1
wobei f(t) € Z[t] ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten ist.

Beweis. Vergleiche [Ben98|, Theorem 5.3.1. O

Bemerkung. Die Aussage der Proposition gilt auch unter der allgemeineren Voraussetzung,
dass R ein lediglich antikommutativer graduierter Ring ist. Klassisch wird der Satz nur fiir
kommutative k-Algebren von endlichem Typ bewiesen.

29



6.2. Poincaré-Reihen und Satz von Quillen

Die nachfolgende Proposition trifft eine Aussage tiber das Wachstum von Poincaré-Reihen
und der Ordnung des Pols des Polynoms an der Stelle ¢ = 1.

Proposition 6.6. (Vgl. [Ben98], Proposition 5.3.2) Sei

p(t) = FO/ TLA - %) = S,
j=1

r>0

wobei f(t) ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten ist und a, € Z nicht negativ sind. Ist
f(t) = (t —1)%g(t) mit g(1) # 0 und sei v = ordyp(t) := >i=1kj —d die Ordnung des Pols
von p(t) an der Stelle 1. Dann gilt:

(i) es ewistiert eine Konstante k > 0, so dass a, < kn?~! fiir alle n > 0;

(ii) im Fall v > 1 ist, dann existiert keine Konstante k > 0, so dass a, < xkn)~2 fiir alle
n > 0.

Beweis. Die Aussage bleibt unveréindert, wenn wir p(t) durch p(¢) - J[;_; (1 +¢+ ... + thi=1)
ersetzen. Also kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit alle k; = 1 setzen. Somit
konnen wir annehmen, dass p(t) die Gestalt p(t) = f(¢)/(1 — ¢)” hat mit f(1) # 1. Sei
f(t) von der Form f(t) = am,t™ + ... + ap. Dann lassen sich die Koeffizienten a,, wie folgt
berechnen mit

n+vy—1 n+vy—2 n+y—-—m-—1
an = QO + aq + ...t am, .
y—1 y—1 y—1

Dafiir verwendet man die Gleichung
o0
(1-t)7= nEr )
n=0 T 1

in Z[t], die per Induktion nach v > 0 bewiesen wird. Die Bedingung f(1) # 1 impliziert,
dass ag + a1 + ... + ap, # 0 und

1
(nf;zl ) <(n4y—1)--(n+1) <en !

mit ¢ > 0. Somit ist dieser Ausdruck ein Polynom mit Grad genau v — 1 in n und ldsst sich
abschétzen wie oben behauptet. O

Definition 6.7. Sei V' ein graduierter Vektorraum von endlichem Typ tiber einem Kérper
k und die Poincaré-Reihe p(V,t) von V habe die Form

(t) = 1)/ TI(L - )

wobei f(t) ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten ist. Dann schreiben wir v(V') fir die
Ordnung des Pols von p(V,t) an der Stelle t = 1. Nach obiger Proposition misst diese Zahl
die polynomielle Wachstumsrate der Dimensionen der V... Daher heifit v(V') das Wachstum
von V.
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6.2. Poincaré-Reihen und Satz von Quillen

AD nun sei k ein Kérper und G eine endliche Gruppe. Fiir jeden einfachen k[G]-Modul S, ein
Modul der nur die trivialen Untermoduln besitzt, sei Pg die projektive Hiille von S. Ist dann
M ein endlich erzeugter k[G]-Modul und P, -+ M — 0 eine minimale projektive Auflosung
(vgl. Korollar 6.4 (ii)), so gilt nach [Ben98] Seite 159, dass

. B dimy(Ps)
dimg(P) = Z dimy(Endy ) (S))

S einfach

~dimy(Extye (M, S)). (6.1)

Nun ist Ext}:[G](M ,S) iiber das Cup-Produkt ein endlich erzeugter Modul tiber den anti-
kommutativen Ring H*(G, k) ([Ben98| Corollary 4.2.4), so dass seine Poincaré-Reihe nach
Proposition 6.5 und der anschlieBenden Bemerkung die Form

fs(t)

p(Extye (M, S),t) = o)

(6.2)
hat. Nach [Ben98] Seite 159 ist dimy (Endyg)(5))) =: e(S) ein Teiler von dimk(E:Ut};[G] (M, S))
in Z fir alle r > 0, weil der Quotient die Vielfachheit von Pg als direkter Summand von P,
ist. Daher teilt e(S) alle Koeffizienten von

p(Extiie) (M, S), ;)trdzmk Bty (M, S))

und damit von

Es folgt, dass auch fs(t) - eg' € Z[t] ist, daher hat auch die Poincaré-Reihe des graduierten
Vektorraums Py := P, P die Form

s

p(Pi,t) = Z dimy(Ps) - e; ' - fs(t))/ H(l — thi),

S einfach j=1
EZ[¢]

nach Gleichung (6.1) und (6.2). Damit kénnen wir nun die Komplexitat eines k[G]-Moduls
M definieren.

Definition 6.8. Sei M ein endlich erzeugter k|G]-Modul. Die Komplexitit cq(M) von M ist
definiert als das Wachstum ~v(Py) einer minimalen projektiven Auflosung P. von M. Man
beachte, dass diese Grofse nach Korollar 6.4 (i) von der Wahl einer konkreten minimalen
projektiven Auflésung P, unabhdngig ist.

Proposition 6.9. Es gilt dass

cg(M) = y(Extyq(M, M)).

Beweis. Vergleiche [Ben98|, Proposition 5.3.5. O
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6.2. Poincaré-Reihen und Satz von Quillen

Nun definieren wir die Krulldimension des antikommutativen graduierten Ringes H*(G, k)
als das Wachstum von H*(G, k) als graduiertem k-Vektorraum

dim(H*(G, k)) := v(H*(G, k)) 2 ca(k).

Nach [Ben98] Theorem 5.4.6 stimmt diese Definition der Krulldimension fiir antikommu-
tative graduierte k-Algebren von endlichem Typ mit der iiblichen Definition {iberein, falls
der Ring kommutativ ist. Insbesondere ist v(H (G, k)) also gleich der Krulldimension des
kommutativen Ringes H (G, R) im herkémmlichen Sinne.

Um die letzten beiden Sétze, den von Alperin-Evens und den von Quillen, formulieren zu
kénnen, miissen wir noch einfiithren, was es fiir eine p-Gruppe bedeutet, elementar abelsch
Zu sein.

Definition 6.10. FEine endliche p-Gruppe P heifit elementar abelsch, falls p- P = 0 ist. Dies
ist dquivalent dazu, dass P = (Z/pZ)" ist fir ein r € N. Dann heifit r der Rang von P. Dies
entspricht der Vektorraumdimension von P iiber Fy, also ist r = dimg,(P).

Satz 6.11. (Satz von Alperin-Evens)
Die Komplexitit cq:(M) entspricht dem Mazimum der Komplezititen cp(M) fir die Restrik-
tion von M auf eine elementar abelsche Untergruppe P < G, also

ca(M) = max{cp(M)|P < G elementar abelsche p-Gruppe}.

Beweis. Vergleiche [Ben98|, Proposition 5.3.7. O

Beispiel 6.12. Fiir elementar abelsche p-Gruppen P wollen wir jetzt die Poincaré-Reihe
von H*(P, k) und damit die Komplexitat cp(k) des trivialen k[P]-Moduls k explizit berech-
nen. Dieses Resultat werden wir im nachfolgenden Beweis verwenden. Dafiir benotigen wir
das folgende Verhalten von Poincaré-Reihen: Sind Vi = @,~qV; und Wy = @~ W zwei
graduierte k-Vektorrdume, dann ist - -

V.aW,= P Ve W, (6.3)
k r,5>0 k
ebenfalls ein graduierter k-Vektorraum mit
k riseq K
Wegen
dimy, (Vs %W*)q) = > dimp(V;) - dimi (W)
r+s=q

verhéllt sich die Poincaré-Reihe multiplikativ, denn es gilt

p(Ve @ Wert) = 3t dimy (Vi © We)q)

q=0
=3 t0- (> dimg(V;) - dimg (W)
a>0 r+s=q
= p(Vi, t) - p(W,, t). (6.4)
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6.2. Poincaré-Reihen und Satz von Quillen

Sei also P = (Z/pZ)"™ eine elementar abelsche p-Gruppe. Mit Hilfe der Kiinneth-Formel
kénnen wir den Kohomolgiering von P angeben und es gilt nach Beispiel 4.4, dass

H*((Z/pZ)" k) = k[z1, ..., 2]
mit deg(z;) = 1, falls p = 2 ist oder

H*((Z/pZ)", k) = M(z1, ..., x,) ® E[y1, .., Yn)

mit deg(z;) = 1 und deg(y;) = 2, falls p > 2 ist. Nun koénnen wir die Poincaré-Reihe von
H*(P, k) als graduierte k-Vektorrdume berechnen. Auf Grund der Multiplikativitat (vgl.
Gleichung (6.4)) und p(k[z],t) = 1/(1 — t) fir deg(z) = 1 (vgl. erstes Beispiel in diesem
Abschnitt) folgt dann fiir den ersten Fall, dass

L 1 1

klzy,...,zn],t) = plk|zi],t) - ... - p(klxy], t) = = .

Fiir den zweiten Fall gilt

p(A(l‘l, ...,%n),t) :p(é Ak(xl, ...,.%'n),t) = i (Z)tk = (1 —|—t)n7
k=0

k=0
da dim(A*(z1,...,z,)) = (}) und

n

1

1
p(k[y1, .. yn), ) = Z:H1 08~ e

da deg(y;) = 2 ist. Also folgt insgesamt

B n 1 B (1 + )" - 1
p(A(x1, ..y ) % Elyr, ..oy yn), t) = (L + )" - A—fp =i+ a-o

Das bedeutet, dass fiir jede elementar abelsche p-Gruppe P die Poincaré-Reihe von H*(P, k)
die Gestalt

p(H*(P,k),t) = (1—t)n

hat und folglich gilt fiir die Komplexitét
cp(k) =~v(H*(Pk))=n= dim]Fp(P).

Satz 6.13. (Satz von Quillen)
Ist R = k ein Korper mit Charakteristik p, so gilt fir die Krulldimension von H (G, R), dass

dim(H (G, R)) = rp(G),
wobei
7p(G) = max{dimg,(P) | P < G ist elementar abelsche Untergruppe von G'}

der sogenannte p-Rang von G ist.
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6.2. Poincaré-Reihen und Satz von Quillen

Beweis. Der Beweis ist nun nur noch eine Folgerung unserer vorherigen Resultate. Sei also
P, — k — 0 eine minimale Projektive Auflésung des k[G]-Moduls k und

p(Po,t) = t'dimy,(P;)
>0

die Poincaré-Reihe von P, mit dimy(P;) < oo, Vi > 0 (vgl. Abschnitt 6.1). Dann gilt wie
vor Definition 6.8 gesehen, dass diese von der Form

p(t) = £(0)/ TL(~ ) mit £1) € 2l

ist. Nun betrachten wir cg(k) = v(F.), die Komplexitdt von k wie in Definition 6.8. Die-
se entspricht nach Proposition 6.9 und der nachfolgenden Bemerkung der Krulldimension
von H'(G, k) und nach dem Satz von Alperin-Evens ist diese gleich dem maximalen Wert
von cp(k), wobei P die elementar abelschen p-Untergruppen von G durchlauft. Insgesamt
erhalten wir also

dim(H (G, k)) = v(Ps) = cq(k) = max{cp(M)|P < G elementar abelsche p-Gruppe}.

Ist P = Z/p"7Z eine elementar abelsche der Ordnung p™, so ist die Poincaré-Reihe von
H*(P, k) gleich 1/(1 —t)", wie im vorherigen Beispiel 6.12 berechnet. Fiir die Komplexitat
cp(k) gilt

cp(k) =~v(H*(Z/p"Z,k)) = n = dimg,(P).

Das beweist die Aussage. O
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