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1 Einleitung

In den vielen verschiedenen Gebieten der Mathematik handelt es sich bei der Funktionentheorie
um das Teilgebiet, bei dem man sich mit komplexwertigen Funktionen befasst. Von besonders
groBem Interesse sind dabei Funktionen, welche komplex differenzierbar in jedem Punkt einer
offenen Teilmenge der komplexen Zahlen C sind. Wie wir bereits aus den Grundlagen der

Funktionentheorie wissen, nennt man solche Funktionen holomorph.

Im ersten Teil dieser Arbeit widmen wir uns der Frage, wann man eine auf einer beschrankten
offenen Menge U holomorphe Funktion auf kompakten Teilmengen von U durch Funktionen
approximieren kann, die holomorph auf einem Gebiet sind, welches U enthilt. Dabei beant-
wortet uns der Satz von Runge diese Frage und stellt dabei ein wichtiges Fundament fiir den
Rest dieser Arbeit dar, da wir diesen Satz benutzen werden, um zwei wichtige Existenzsitze

im darauf folgenden Teil dieser Arbeit zu beweisen.

Aus den Grundlagen der Funktionentheorie kennen wir bereits den Potenzreihenentwicklungs-
satz [1, Kapitel Ill, Satz 2.2, S.106], aus welchem man die Folgerung schlieBen kann, dass
man jede Funktion, welche holomorph auf einer offenen und beschrinkten Menge U ist, auf
jeder ganz in U gelegenen kompakten Kreisscheibe durch Polynome approximieren kann. Der
Potenzreihenentwicklungssatz ist dabei eine wichtige Grundlage fiir die gesamte Arbeit und
mit dem Satz von Runge werden wir eine Verallgemeinerung der soeben erwidhnten Folgerung

formulieren konnen.

Bei den beiden zuvor erwdhnten Existenzsdtzen handelt es sich um den Satz von Mittag-Leffler
und den Produktsatz von WeierstraB. Der Satz von Mittag-Leffler sagt aus, dass man fiir jede
beliebige Menge, welche diskret in einem Gebiet ist, eine meromorphe Funktion erhilt, deren
Laurententwicklung um jeden Punkt dieser diskreten Menge einen gegebenen Hauptteil hat.
Beim Produktsatz von WeierstraB hingegen erhalten wir fiir eine beliebige diskrete Menge die
Existenz einer holomorphen Funktion, deren Nullstellenmenge die gegebene diskrete Menge

ist.

Dabei ist das besondere an diesen beiden Existenzsitzen, dass wir diskrete Mengen in einem

beliebigen Gebiet betrachten. Wiirden wir nur Mengen betrachten, welche diskret in C sind,
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so ware dies nur ein Spezialfall der Existenzsitze und wir brauchten nicht den Satz von Runge,

um diese zu beweisen.

Zum Schluss dieser Arbeit betrachten wir einige Folgerungen aus den Existenzsdtzen. Dabei
definieren wir zunachst den Begriff der analytischen Fortsetzbarkeit und beweisen mit der
Hilfe des Produktsatzes von WeierstraB, dass es fiir jedes Gebiet D eine holomorphe Funktion
f gibt, so dass man f nicht auf ein groBeres Gebiet analytisch fortsetzen kann. Mit beiden
Existenzsatzen beweisen wir zudem den sogenannten Interpolationssatz, dessen Aussage dem
Satz von Mittag-Leffler dhnelt. Hier haben wir ebenfalls eine diskrete Menge {a;, }ney in
einem Gebiet D, fiir die man eine holomorphe Funktion erhilt, die man auf einer Umgebung
eines jeden Punktes a, als Summe eines gegebenen Polynoms mit gewissen Eigenschaften

und einer Funktion, die holomorph auf einer Umgebung von a,, ist, darstellen kann.

Als Hauptliteraturquelle wird in dieser Arbeit das im Jahre 1998 veroffentlichte Buch ,,Intro-

duction to Complex Analysis* [2] von Junjiro Noguchi verwendet.



2 Approximationssadtze fiir holomorphe

Funktionen

Im Folgenden sei U c @\{p} offen mit p € C. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen

wir aber durch eine Mobiustransformation U € C annehmen.

2.1 Approximation von holomorphen Funktionen und der Satz

von Runge

Im Jahre 1885 verdffentlichte Carl Runge seinen fundamentalen Satz iiber die Approximation
von holomorphen Funktionen, welcher zunichst wenig beachtet wurde und erst in den 1920er
Jahren anfing, die Funktionentheorie stark zu beeinflussen (vgl. [3, Kapitel 13, 5.290]). Um
diesen Satz beweisen zu kdnnen, brauchen wir zundchst zwei Lemmata.

Alle S&tze und Beweise im Unterkapitel 2.1 sind in Anlehnung an [2, Kapitel 7.1, S.179-183].

Lemma 2.1
Sei U c C offen und beschrankt, K c U kompakt und f holomorph auf U. Dann gibt es fiir

€ > 0 eine rationale Funktion F', so dass alle Polstellen von F auf QU liegen und
|f(z2)-F(z)|<e Vze K. (2.1)

Man sagt: f kann auf K durch rationale Funktionen gleichmaBig approximiert werden.

Beweis.
Seien n e N, (j,k) € Z2. Wir definieren folgende Mengen:

IN

: i1 k k1
En(j,/-c)::{x+iy:ze@‘2]—nst]+ 5m <Y - } (2.2)

2n 2n

(j,k)eZ?:En(j,k)SU
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En

Abbildung 2.1: Die Vereinigung FE,, der Quadrate F,(j,k), welche in einer offenen Menge U enthalten sind.

Zudem sei U, das Innere von E,,. Dann gilt U, €U,,y1 Yn e N und U = U,y Un.
Da K ¢ U kompakt ist, existiert nach der Heine-Borelschen Uberdeckungseigenschaft [4,
Kapitel 1.4, S.28] ein ng € N, so dass

KcU, VneN:n>nyg.
Sei n > ng beliebig und z € K, so dass z ¢ OE,,(j,k) V(j,k) € Z*. Dann exisitert genau ein

(jo, ko) € Z* mit z € E,(jo, ko). Nach der Cauchy-Formel [1, Kapitel 11I, Bem. 3), S.166]
und [1, Kapitel IV, A7 Bem., S.240] gilt:

L f &dc _ f(z)a falls (]7k) = (jkaO) (24)
2mi JOEn(3k) ¢ = 2 0, falls (j.k) # (jos ko)
und daraus folgt
1 f(<) 1 f(<)
— —dl = — —22d( = 2.
(G k)T B (i R)U 271 f8En(j,k) -z 2mi Jou, (- z C=f(z) (2.5)

Analog erhdlt man mit der Cauchy-Formel [1, Kapitel Ill, Bem. 3), S.166] und [1, Kapitel IV,
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A7 Bem., S.240], dass (2.5) fiir alle z € K mit n > ng gilt. Sei nun

8 == d(K;0U,,) =inf{|z —w|: z € K,w € Uy, } (2.6)
=min{|z —w|: 2z € K,w e dUp,} > 0. (2.7)

Wahle nun n > ng, so dass 2% < %. Seien v1,...,7,, : [0,1] = OU,, stetig mit 7, (1) = v1(0)

und

(1) =7+1(0)  Vie{l,..,ln},

1 ,
l(’yj)=2—n Vie{l,....ln},
ln
> / g9(2)dz = f g(2)dz VgeC°U,C).
j=1 i Uy

Mit anderen Worten: Die Wege 71,...,7;,, stellen die einzelnen Randstiicke der Lange 2%
von OU,, dar. Sei E,(j,k) € U, so dass 7,([0,1]) € E,(j,k) fur ein v e {1,...,1,}. Dann
existiert (j',k") € Z2, so dass E,(j',k") n En(j,k) =7,([0,1]). Insbesondere gilt dann per

Konstruktion E,(j',k")noU # @. Sei &, € E,(j', k") noU.

En( k)
/////ﬁ?__~\\\\@\
7
En(j,K)

Abbildung 2.2: (vgl. [2, S.181])

Dann gilt fiir z € K und ¢ € v,([0,1]) :

C-61VE 55 —Z=-dys —=-[z-6) (2.8)
Also folgt:
I TS S -V (T AN
C_Z_ z2=& 1—4_5”_ Z_&/Z(:)(Z_gu). (2.9)
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Bei 5% (g:gz )Z handelt es sich offensichtlich um eine geometrische Reihe mit |§:§Z < % <1

Daraus folgt, dass fiir e > 0 ein N, € N existiert, so dass

Ny _ i
‘ i +> (€-&) <e Vze K, Cen([0,1]). (2.10)

i=0 (z - fu)”l

Wir definieren nun

- [ 3 S0 @.11)

F(z) = - ile(z), (2.12)
M = max{|f(¢)|: { € U, }. (2.13)

Man beachte hierbei, dass F' eine rationale Funktion mit Polstellen auf QU ist. Somit erhalten
wir mit (2.5):

16 = | [, 2ace 5 R o

_ 21 Z f(_od§+ ZF(z) (2.15)
i 521 I €

1 & 1 (C &)’

s;ﬁi e (2.17)

Daraus folgt: F' kann auf K durch rationale Funktionen mit Polstellen héchstens auf OU

gleichm&Big approximiert werden.

O]

Mit Lemma 2.1 allein kdnnte man zunichst denken, dass wir noch nicht besonders weit
gekommen sind, unsere Frage iiber die Approximation durch Funktionen, welche holomorph
auf groBeren Gebieten sind, zu beantworten, da wir eine holomorphe Funktion f € O(U') durch
rationale Funktionen mit Polstellen auf QU approximiert haben. Diese rationalen Funktionen
sind also auf keiner offenen Menge holomorph, welche U enthilt.

Dieses Problem I6sen wir mit dem folgenden Lemma, welches auch bekannt ist als ,, Polstel-
lenverschiebungssatz “(vgl. [3, Kapitel 12, S.268]). Wie der Name schon sagt, ,,verschieben *
wir dabei sozusagen die Polstelle a € C einer rationalen Funktion auf einen anderen Punkt
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b e C, indem wir eine rationale Funktion mit Polstelle bei a durch rationale Funktionen mit

einer Polstelle bei b approximieren.

Lemma 2.2

Seien K ¢ C kompakt, a,b € C\K zwei Punkte in der gleichen Zusammenhangskomponente
von C\K und F eine rationale Funktion mit hochstens einer Polstelle bei a. Dann kann F' auf
K durch rationale Funktionen mit hochstens einer Polstelle bei b gleichmaBig approximiert

werden.

Beweis.

Da F eine rationale Funktion mit hochstens einer Polstelle bei a ist, lasst sich I’ darstellen als

N
F(z)= ) c- (;k mit 7 € N, wobei ¢, e C Vke{-N,...,N}. (2.18)
k=-N z-a)

Sei nun v:[0,1] - C\K ein stetiger Weg mit 7(0) = a und (1) = b. Wir bezeichnen mit

dp :=min{|z —w|: z € K,w € ~([0,1])} > 0 den Abstand zwischen K und der Kurve v([0,1])

und definieren eine Zerlegung 0 =ty < t1 <...<ty =1 von [0,1] mit |y(¢;+1) —v(t:)] < %0 Vi e

> K
Abbildung 2.3: (vgl. [2, S.182])
Es gilt:
V(t) = ()| 3
S DT« 2 -2 YzeK. (2.19)
z=y(tis1) dp 2
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Daraus folgt:

1 1 1 Z“’ (v(t:) = y(tis1))?
= . = A . 220
z=9(ti)  z-7v(tis1) 1- —V(ti)_g(ti;l) 2 (z=(tien))*! (2.20)
Z2=Y(li+1

Seien nun f(z) := #(ti)’ fa(2) = ?:O%W und U eine Umgebung von K mit
Un{a}=Un{b} =2, d(oU,~([0,1])) > %0. Aus [1, Kapitel Ill, Satz 1.3, 5.100] folgt: Fiir
alle k € N konvergiert j}(lk_l) gleichmiBig gegen f(*~1) auf kompakten Teilmengen von U.

Also gilt:
FED(2) = lim fFD(2). (2.21)

Durch Einsetzen erhalten wir

Y (1) S ) — (i)Y (1)t T G D
(D b= D! e = 20 () (D TEESR (222)
Dies ist wiederum aquivalent zu
1 < (MG +1) - (v(t:) = (tien))? (2.23)

GO % DGyt

Daraus folgt: e wird fiir alle k € N auf K durch rationale Funktionen mit einer

1
(z=(t:)
Polstelle bei v(t;+1) gleichmaBig approximiert.

Seie>0, Goy = m fir ke {1,...,N} und M = max{|cg|: k€ {1,...,.N}}. Nun ist es
uns moglich, fiir alle k € N induktiv rationale Funktionen G, mit hochstens einer Polstelle

bei v(t;) zu definieren, so dass

|Gik(2) —Gicip(z)| <e Vze K ie{l,..,n}. (2.24)
Sei
0 1 N
G(z):= ( Z cp, - —k) + (Z cp - Gnk(z)) (2.25)
v (2-a) k=1

Dann ist F eine rationale Funktion mit Polstelle bei a und G eine rationale Funktion mit
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Polstelle bei b und es gilt:

|F'(2) - G(2)] (2.26)
N 1 0 1 N
= Z Ck'ﬁ_(( Z Ck‘ﬁ)Jr(Z Ck'Gn,k(Z)))‘ (2.27)
k=—N (z-a) k=—N (z-a) k=1
N
= Z ( F nk(z))‘ (2.28)
N
= Z_:Ck (Gor(2) = Gni(2)) (2.29)
< Z i (Gx(2) = Gy p(2)) (2.30)
i1 ]j=0
N n-1
< M- Z Z\ Gjn(2) = G p(2)] (2.31)
< M-N-n-¢ (2.32)

Damit haben wir gezeigt, dass F' auf K durch rationale Funktionen mit hochstens einer

Polstelle bei b gleichm&Big approximiert werden kann.

d

Mit der gleichmaBigen Approximation von holomorphen Funktionen f € O(U) durch
rationale Funktionen mit Polstellen héchstens auf QU und der Polstellenverschiebung haben
wir nun alle notwendigen Mittel, um den Satz von Runge zu beweisen. Zunachst definieren

wir jedoch den Begriff der relativen Kompaktheit.

Definition 2.3
Sei A c C. Eine Teilmenge B € A heiBt relativ kompakt in A, falls B kompakt ist und B C A.
Man schreibt Be A .

Satz 2.4 (Satz von Runge)

Sei D c C ein Gebiet, K € D kompakt und f holomorph auf einer Umgebung U von K
mit U € D. Falls alle Zusammenhangskomponenten von D\K nicht relativ kompakt in
D sind, so kann f auf K durch Funktionen gleichmaBig approximiert werden, welche

holomorph auf D sind.

Beweis.
Sei U c C offen, so dass f holomorph auf U ist und K €U € D. Aus Lemma 2.1 folgt, dass
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es fiir € > 0 eine rationale Funktion
n N
F(z)= Z Z (2 — ak)l mit n, N €N, ¢;; € C, a, € 0U (2.33)
k=11=——N
gibt, so dass gilt:
|f(z2)-F(z)|<e VzeK. (2.34)
Fiir alle k € {1,...,n} bezeichnen wir mit V), die Zusammenhangskomponente von D\K, fiir
die ay € Vi gilt. Wir definieren nun
N l
Fk(z) = Z ckyl(z - ak) . (2.35)

I=-N

Seien I, I € {1,...n} mit [y U Iy = {1,...,n}, so dass Vj, beschrankt und Vj, unbeschrinkt
ist fur alle k1 € I; und kg € I5.
Dann gilt

Vk1 NOD +g Yk e I, (236)

da Vi, nicht relativ kompakt in D\ K ist.
Sei nun by, erl N oD fiir alle ky € I; und by, € V},, so dass K ¢ A‘bk2|(0) fur alle ko € I5.
Dann liegen aj und by in der gleichen Zusammenhangskomponente von C\K fiir alle & €

Aus Lemma 2.2 folgt, dass es fiir ¢’ > 0 eine rationale Funktion F; mit hochstens einer
Polstelle bei b gibt, so dass gilt:

|Fp(2) - Fl(2)| <€’ VzeK, ke{l,..n}. (2.37)

Sei ¢ > 0. Wir betrachten nun k € I5. Dann ist F}, holomorph auf Ay, (0) und nach dem
Potenzreihenentwicklungssatz [1, Kapitel Ill, Satz 2.2, S.106] existiert ein Polynom P} € C[t],
so dass

|Fy(2) — Pp(2)|<€" VzeK, kel. (2.38)
Daraus folgt:

|F(2) = Pi(2)| < [Fre(2) = FL(2)| +|F(2) = Pe(2)| <" +€" VzeK, kel,. (2.39)



Approximationssatze fiir holomorphe Funktionen 12

Seien nun
Qu(z) = | EG) RS kels 0 (2.40)
Fl(2), falls k e I
und
Q2) = kz Qu(2). (2.41)
Q ist per Konstruktion eine holomorphe Funktion auf D und es gilt:
IF(2)-Q(2)] - \kz Fi(2) kz Qu(2)| (2.42)
< 3R - Qule) (2.43)
< kil(s’ +e")y=n('+£") VzeK. (2.44)
Hieraus folgt:
£(2) - QI <IF(2) = F(2)] + [F(2) - Q(2) (2.45)
<et+n(e'+€") VzeK. (2.46)

Damit haben wir bewiesen, dass f auf K durch Funktionen gleichmaBig approximiert werden

kann, welche holomorph auf D sind.

O

Damit ist unsere Frage aus der Einleitung beantwortet und wir haben gezeigt, dass man
feO(U) auf einer kompakten Menge K < U immer dann durch Funktionen gleichmaBig
approximieren kann, welche holomorph auf einem gréBeren Gebiet D sind, wenn alle Zusam-
menhangskomponenten von D\K nicht relativ kompakt in D sind.

Beim Satz von Runge und dem Rest dieser Arbeit betrachten wir Gebiete in C. Tatsachlich
haben H.Behnke und K.Stein in den 1940er Jahren den Satz von Runge verallgemeinert,
indem sie die gleiche Aussage fiir Gebiete in nicht kompakten Riemannschen Flachen bewiesen
haben (vgl. [3, Kapitel 13, S.291]).

Anhand des Beweises vom Satz von Runge kdnnen wir nun folgende Aussage iiber die

Approximierbarkeit von holomorphen Funktionen durch Polynome machen.
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Korollar 2.5

Seien D = C , K c C eine kompakte Teilmenge, so dass C\K zusammenhingend ist und
U c C eine offene Umgebung von K. Daraus folgt: Jede holomorphe Funktion auf U kann
auf K durch Polynome gleichmaBig approximiert werden.

Korollar 2.5 ist also eine Verallgemeinerung der Folgerung des Potenzreihenentwicklungs-
satzes [1, Kapitel 3, Satz 2.2, S.106], welche aussagt, dass man eine beliebige holomorphe
Funktion f e O(U) auf jeder ganz in U gelegenen kompakten Kreisscheibe durch Polynome
gleichmaBig approximieren kann. Nach Korollar 2.5 gilt diese Aussage nicht nur fiir ganz in U
gelegene kompakte Kreisscheiben, sondern fiir jede kompakte Teilmenge K c U, fiir die alle

Zusammenhangskomponenten von C\K nicht relativ kompakt in C sind.

2.2 Runge-Ausschopfung von Gebieten

Wir definieren zunachst den Begriff der Runge-Ausschépfung:

Definition 2.6
Sei D c C ein Gebiet und

s

U, =D (2.47)
1

n

eine offene Uberdeckung von D. Die Menge {U,,}°2, heiBt Runge-Ausschopfung von D, falls
gilt:
(i) Up€Upyy VYneN

(i) Jede Funktion, die holomorph auf einer Umgebung von U, ist, kann auf U, durch

Funktionen gleichmaBig approximiert werden, welche holomorph auf D sind.

In diesem Unterkapitel wollen wir zeigen, dass es fiir jedes Gebiet in C eine Runge-
Ausschopfung gibt, da wir diese wichtige Aussage fiir die Beweise der Existenzsitze in Kapitel
3 bendtigen. Fiir den Beweis dieser Aussage brauchen wir den Satz von Runge und zwei
Lemmata, mit denen wir wichtige topologische Eigenschaften von Gebieten bzw. offenen
Mengen in C erhalten.

Folgendes Lemma und dessen Beweis basieren auf [2, Kapitel 2.2, S.22]
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Lemma 2.7

Sei D c C ein Gebiet. Dann existiert fiir alle n € N eine in D relativ kompakte Teilmenge U,,,
so dass:

() Up€Ups1 VneN

(i) Fiir beliebige kompakte Teilmengen K ¢ D existiert ein n € N mit K c U,

Beweis.
Sei D, :={z¢e¢D:d(z,0D) >r} und

Up:=D1inA,(0) VneN. (2.48)

Dann gilt U,, €U, fiir alle n € N und

s

D:

U, =JU,. (2.49)
n=1

n=1

Damit gilt (i) und (i) folgt aus der Heine-Borelschen Uberdeckungseigenschaft aus Kapitel
1.4 (5.28) [4]. O

Der Rest des Unterkapitels 2.2 ist angelehnt an [2, Kapitel 7.1, S.183-184].

Lemma 2.8
Seien U ¢ C offen , K ¢ U kompakt und {V;};c; die Menge der Zusammenhangskomponenten
von U\K, die relativ kompakt in U sind. Dann ist I hochstens abzihlbar und die Menge

K=KulJV; (2.50)
iel

ist kompakt.

Beweis.

Es ist zu zeigen:
(1) I ist hochstens abzahlbar.
(2) K ist beschrankt.
(3) K ist abgeschlossen.

Fiir #£1 = 0 ist die Aussage trivial, also gehen wir im folgenden von #1I > 0 aus.
1.) Da U\K offen ist, enthélt jedes V; mit i € I rationale Punkte und da die Menge der
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rationalen Punkte abzihlbar ist, ist somit auch I hdchstens abzihlbar.

2.) Angenommen, K wire unbeschrinkt. Dann existiert ein i € I, so dass
Kc AI%I(O) fir ein a; € V. (2.51)
Da C\A‘%l(O) ¢ C\K zusammenhingend ist und a; € (C\A%‘(O), gilt:
C\A|%|(O) c V. (2.52)

Daraus folgt, dass V; unbeschrankt ist. Dies ist ein Widerspruch zu der Annahme, dass V;
relativ kompakt in U ist. Somit ist K beschrinkt.

3.) Angenommen, K wire nicht abgeschlossen. Dann existiert eine Folge (2, )neny Mit 2y, € K
fiir alle n € N und Grenzwert z € (C\f(. Es gilt also entweder zg € U\f( oder zy € OU.

Falls zg € U\f(, so gibt es eine Zusammenhangskomponente V' von U\f( mit zg € V, so dass
V nicht relativ kompakt in U ist.

Da V offen ist, gibt es ein ng € N, so dass

zn €V Y1 >no. (2.53)
Per Voraussetzung existiert aber ein i € I, so dass
Zng € Vi (2.54)

Demnach wiirde also V' =V; gelten und dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass V'

eine Zusammenhangskomponente von U\ K ist.
Wir betrachten nun den Fall zg € OU. Sei §p := d(K,0U).

Da (zm)men gegen zo konvergiert, existiert ein n € N, so dass
do
d(zm,0U) < Y VYm>n (2.55)
und
Ag(z, 00y (2n) CU\K. (2.56)

Fiir 7 € I mit z, € V; gilt dann:

Ad(z,.00)(2n) € Vi (2.57)
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Adq, 00)(Zn)

Abbildung 2.4: (vgl. [2, S.184])

Da Ag(.,,0v)(2n) nicht relativ kompakt in U ist, ist auch V; nicht relativ kompakt in U. Dies
ist ein Widerspruch zur Voraussetzung und somit ist K abgeschlossen.

O]

Satz 2.9
Jedes Gebiet hat eine Runge-Ausschopfung.

Beweis.
Nach Lemma 2.7 existiert eine aufsteigende Folge von offenen Teilmengen V,, mit n e N, so

dass
Vi €Vye1 VneN. (2.58)
und

D=V (2.59)
n=1

Fiir n € N sei {Qu.m }mens, die Menge aller Zusammenhangskomponenten von D\V,,, welche

relativ kompakt in D sind.
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Sei W, das Innere von

Vou U Qume (2.60)
meMnp,
Aus Lemma 2.8 folgt:
Wo=Vou U Qum, VoW, VYneN. (2.61)
meMp

Sei Uy := W,,,, wobei nj :=1. Da U, € D, folgt aus Lemma 2.7 (i), dass ein ny > np existiert,
so dass

Ul € Vng' (262)

Angenommen es exisitert ein m € N mit U, :== W, fiir n,, € N und U,, € D. Dann existiert

nach Lemma 2.7 (ii) ein n,41, so dass
Un<SVn, .\ (2.63)

Sei dann Upyi1:= W, ., -
Damit haben wir gezeigt, dass man eine aufsteigende Folge offener Teilmengen U,, von D fiir

n € N induktiv definieren kann, so dass
D= U U, (2.64)
n=1

und alle Zusammenhangskomponenten von D\U,, nicht relativ kompakt in D sind. Nach der
Konstruktion von U, mit n € N gilt fiir {Uy,};°; die Aussage (i) in Definition 2.6 und nach
dem Satz von Runge gilt die Aussage (ii) in Def. 2.6.

O]



3 Existenzsatze fiir holomorphe Funktionen

3.1 Der Satz von Mittag-Leffler

Wie bereits in der Einleitung angedeutet, beweisen wir nun mit dem Satz von Runge den Satz
von Mittag-Leffler fiir beliebige Gebiete D c C, welcher eine verallgemeinerte Version des
Satzes ist, den Mittag-Leffler 1876,/1877 fiir den Fall D = C veréffentlicht hat (vgl. [3, Kapitel
6, S.132)).

Sowohl Beispiel 3.3 als auch der Satz von Mittag-Leffler und dessen Beweis sind an [2, Kapitel
7.2, S5.185-188] angelehnt.

Satz 3.1 (Satz von Mittag-Leffler)

Fiir ein Gebiet D ¢ C sei {an}fl\f:1 € D mit N < +oo eine Menge ohne Haufungspunkt in

D und a, # ay, fir alle n,m e {1,...,N} mit n #m.

Fiir alle n € {1,...,N} sei eine rationale Funktion Q,, gegeben mit
kn ¢

Qa, (2) = Z % wobei ky €N, e, €C Yme{l,... .k} (3.1)

m=1 (Z - an)m

Dann existiert eine meromorphe Funktion f auf D mit folgender Eigenschaft: Fiir alle

n € {1,...,N} existieren reelle Zahlen R,, > 0 und 0 < r, < R,, so dass man f auf

K,, r,(an) ={2€C:r, <|z—ay| < Ry} in eine Laurent-Reihe mit dem Hauptteil Q,,

entwickeln kann.

Beweis.

1.Fall: D = C

Durch eine M&biustransformation kdnnen wir wieder D ¢ C annehmen. Nach Satz 2.9 hat D
eine Runge-Ausschopfung {U, };2; mit D =U2, U,.

Aus der Voraussetzung, dass {a,}", keinen Hiaufungspunkt in D hat folgt, dass die Menge
{an:ne{l,..N},a, €U,} endlich ist fiir alle v € N.

18
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Fiir v € N definieren wir nun:

P,(z):= Z Qa, (2). (3.2)

anelU,

Sei g1 = 0. Dann ist g; + P; — P» holomorph auf einer Umgebung von U1, da alle Polstellen
von g1 + P1 — Py in Us\U liegen. Nach dem Satz von Runge existiert ein gy € O(D), so dass

|(92(2) + Pa(2)) = (91(2) + Pr(2))] <1 VzeUy. (3.3)

Angenommen, fiir v > 2 gibe es ein g, € O(D) und g,-1 € O(D), so dass g,-1 + P,_1 - P,

holomorph auf einer Umgebung von U,_; ist und
1 _
(9 (2) + Po(2)) = (90-1(2) + 1 ()| < 5y V2 € Upmr. (34)

Da g,+P,—P, .1 holomorph auf einer Umgebung von U, ist (da alle Polstellen von g, +P,—P, .1

auf U,+1\U, liegen), existiert nach dem Satz von Runge ein g,,1 € O(D), so dass

(901(2) + Poa()) = () + B < gy V2 €Ty (35)

Somit haben wir induktiv bewiesen, dass es eine Funktionenfolge (g,),en gibt, so dass
gy € O(D) fiir alle v € N und

(9v+1(2) + Pri1(2)) = (90(2) + P(2))] < zy—l_l Vzel,. (3.6)

gilt. Wir definieren nun:
f(2) = (91(2) + P1(2)) + 2((9u+1(2) + Pyi1(2)) = (90(2) + Py(2))) (3.7)

=(n(2) + Pa(2)) + 2((gu+1(Z) + P1(2)) = (9(2) + Pu(2))), ze D. (3.8)

Sei 2" € D\{a,}, beliebig und \' € N, so dass 2’ € Uy.. Dann gilt nach der Konstruktion
von (gu)ven und (P, )yen

2 I(01() + () = () + A < 3 g oo (39)

Somit konvergiert auch Y07\, ((gv+1(2") + Po+1(2')) = (9o (") + P,(2"))) und damit ist f
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eine meromorphe Funktion auf D, wobei {a,,})\; die Menge aller Polstellen von f ist. Sei
nun m € {1,...,N} beliebig und X € N, so dass a,, € Uy. Wir wihlen R,,, > 0, so dass
Asr,, (am) € D und 2R, <inf{|am, — an|: an € {an Y \{am}}.

Nun defineren wir:
fm(2) = (gr(2) + PA(2) = Qa,, (2)) + i;((gu+1(2)+-fb+1(2))-(gu(Z)*-fL(Z)))-(3-10)

fm ist per Konstruktion holomorph auf Aggr, (ar,) und nach dem Potenzreihenentwicklungs-
satz [1, Kapitel I, Satz 2.2, S.106] gilt:

G (a ,
fm(2) = Z Jr ( m) —ap) VzeAg, (anm). (3.11)

Somit lasst sich f auf Ko g, (am) in eine Laurent-Reihe mit Hauptteil ),,, und Nebenteil

(J)
P (am) (z —am)’ entwickeln.

2.Fall: D=C
Hier gilt NV < +o0, da es fiir N = +oco einen Haufungspunkt der Menge {an} —1 in C gabe.
Wir definieren die meromorphe Funktion

N
f(z)= ZlQan(z), (3.12)

welche die gewiinschten Eigenschaften erfiillt.

O

Am Beweis von Satz 3.1 erkennt man, dass man r, mit 0 < r, < R,, beliebig wahlen kann.
Somit konnen wir folgende Aussage formulieren, die wir fiir den Beweis des Interpolationssatzes

in Kapitel 4 bendtigen.

Korollar 3.2

Gegeben seien die gleichen Voraussetzungen wie in Satz 3.1. Dann existiert eine meromorphe
Funktion f auf D und fiir alle n € {1,...,N} existiert ein R,, > 0, so dass man f auf Ky g, (@)
in eine Laurent-Reihe mit dem Hauptteil @, entwickeln kann.

Im folgenden Beispiel werden wir den Satz von Mittag-Leffler nicht direkt anwenden. Dafiir
werden wir aber sehen, dass f(z) = Sm(z) den Satz von Mittag-Leffler fiir die gegebene
diskrete Menge {n7}nez und Qur(2) := (-1)"

bestatigt.

z—nm
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Beispiel 3.3

Seien D =C, f(z) = ﬁ und Qnr(2) = (—1)"% fiir n € Z. Dann ist {n7},cz die Menge

der Polstellen von f, wobei die Ordnung jeder Polstelle 1 ist. Sei nun

g(z):i(_l)"( L +%)+(—1)"( 1 _i)

= z-nm z+nw  nw
Dann gilt:
1 . 1 ‘ ~ z ~ |2] A-Ungl. |2] 1
z-nm  nrl |nw(z-nm) _n27r2|1—i‘ - 7r2|1_ﬂ n?
nm nm
und
1 1 B z B |z| A-Ungl. |z| 1
ztnm nrl |nm(z+nm)| n2a?|l+ =) T W2‘1_ﬂ n2’
nm nw

(3.13)

(3.14)

(3.15)

Daraus folgt: g konvergiert absolut und gleichmaBig auf kompakten Teilmengen K < C mit

K n{nn}nez = @. Daher ist g meromorph auf C. Wir definieren folgende Funktion:

1
h(z):==+g(z2).
z
Mit der absoluten Konvergenz ergibt sich:

1 1

g(z-m) = —

Z—T Z—T

h(z-7) =

S|
I SR S +§(_1)n( 1 1 )

+
z z-m z+m o z=(n+1)7 z+(n+D)xw

—i(—l)"( 11 )

h z—-nmw  z+nm

(=)

Z—nm zZ+nm

-1 1 1
= — 4+ —+
z - zZ+T

>

n=1

-1
oz

= -h(2)

z—(n+1)7r+z+(n—1)7r

(3.16)

) (3.17)
(3.18)
(3.19)

(3.20)

(3.21)
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und
1 ad 1 1
h(z-2m) = + -1)" + 3.22
(z=2m) z-2m nz::l( ) (z—(n+2)7r z+(n—2)7r) (3.22)
1 1 1 1 1
= - - - + (3.23)
z-2r z-T 2z Z+mW z+27
kad 1 1
-H" 3.24
+nZ=:1( ) (z—(n+2)7r+z+(n+2)7r) (324)
1 & 1 1
=— -1H)" 3.25
z+nZ=:1( ) (z—mr+z+n7r) ( )
=h(z). (3.26)
h ist also 27-periodisch und die Funktion
P(2) = —— ~h(2) (3.27)
sin(z)
ist holomorph auf C und ebenfalls 27-periodisch. Fiir x + iy = z € C gilt:
1 2 2
. = — < — (3.28)
[sin(z)] ey — et =y T [letry] - |em ||
=y O ol e (3:29)
h lasst sich darstellen als
= - + n" 3.30
S (3:30)
Wir definieren die Partialsummen:
= -2z 2z
m = )" 3.31
sm(2) = nzzl( ) 22 —n272 ;(22—(271—1)2%2 +z2—4n2772) (3:31)
2 2m22(4n - 1)
= . 3.32
Z - (2n —1)272) (22 — 4n2n2) (3.32)

n=1

Nun mochten wir zeigen, dass es fiir 0 <z < 27 und |y| > 47 reelle Konstanten ¢; > 0 und

co > 0 gibt, so dass:

calyln
|Sm(2)| < Z m VmeN

(3.33)
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mit z+iy=2€C, 0<x <27, |y| > 4x. Es gilt:

1272 2(4n - 1)| = 272 (4n — 1)|2| = 202 (4n — 1)\ /22 + o2 (3.34)
< 2% (4n - 1)\/2y2 < 2V2r%4nly| = 8v/2rnly| (3.35)

Damit gilt [2722(4n - 1)| < ealy|n fiir ¢z = 8/272. Um ‘zz -(2n- 1)27r2| > ‘y2 +cln2‘ zu

zeigen, betrachten wir zundchst n=1:

|22 = %] = |2? - y? + 2izy — 77| = /(2 + 72 - 22)2 + (22y)2 (3.36)

=yt + 20272 + d 4 222(y2 — w2) + 2t (3.37)

> \/yt + 2272 + 74 = (y? + %) (3.38)

Fiir n > 2 gilt:

2% - (2n - 1)* 7% = /(¥ - 22 + (2n - 1)272)2 + (2zy)2 (3.39)

> |y? - a2+ (2n-1)%7? | > (% - 4n® + (4n® — 4n + 1)7?) (3.40)

>0
= 2+ (4n? —4n-3) 7 2 y* + n’n? (3.41)
[
>n? Vn>2

Zudem gilt fiir n e N :

|22 - 4n27r2| = |x2 - y2 + 2ixy — (2n)27r2| = ((y2 — 22 +(2’n)27r2)2 + (2:Uy)2)% (3.42)
—_——
>0

> (2 -2+ (2n-1)212)2 + (229)2)7 = |22 - (2n - 1)1 (3.43)

Damit gilt (y?+c1n?)? <|(22 - (2n - 1)%72) (2% - 4n%7?)| fiir ¢; = 2. Somit haben wir die

Ungleichung (3.33) bewiesen. Wir definieren nun die reellwertige Funktion

calylt

Y0 rany

>0, wobei ¢t > 0. (3.44)

Die Ableitung von @ ist

_ alyl(y® +at?)? - datoly|(y? + at’)
(2 + 1)
_ —oalylBert? - y?)
(crt? +9%)?

o'(t)

(3.45)

(3.46)
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Somit ist die Maximumstelle von ® offensichtlich t,,4, = \/‘% und das Maximum betragt
1

16\/%312' Da N die einzige Nullst|e|||e der Ableitung von @ : [0, +00) — [Ol,|+oo) ist, ist
Y Y

® streng monoton steigend auf [0, \/E) und streng monoton fallend auf (m,+oo) und

somit erhalten wir folgende Ungleichung:

m

colyln o0 colylt 9¢o
———= < dt + . 3.47
nz:; (y2 + cin?)? 1 (y? +ct?)? 16/3c1y? ( )

D)4

D(tmax)

0 1 tmax t

Abbildung 3.1: Die Hohe der einzelnen Rechtecke stellt hierbei die Summanden der Reihe in (3.47) dar.
Die Rechtecke auf der rechten Seite von t,,4. wurden hierbei um eine Einheit nach links
~verschoben*(vgl. [2, S$.188]).

Es gilt:
02|y|t dt Substituiere f i . CZ‘y‘ _ _CQ‘y‘ RﬁCkgllet- _02|y| ) (348)
(y2 +c1t2)? w=y2+ert? u?  2c 2c1u 2¢1(y2 + c1t?)

(3.49)

Somit erhalten wir

ooyt calyl

dt = . 3.50
fl (y% + c1t2)? 2¢1(y? + 1) (3:50)
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Daraus folgt:

15 (2)] < calyl . 9¢o 2 9¢o _ 16+/3c1ealy| + 18¢1caly]
" T 2c1(e1+y?)  164/3ciy? T 2a1lyl  163/3crly) 32¢1/3c1y?
(3.51)
8v/3 9 1
_ C1C2 + JC1C2 . (3'52)
16c1v/3c1 Yl
Damit haben wir die Existenz einer reellen Konstante c3 > 0 gezeigt, so dass
Ism(2)] < ﬁ Vm eN. (3.53)
Da |g(2)] = |limyy—o0 Sm(2)] < @ erhalten wir:
1+ C3 .
|h(2)] < |—|+g(2)| < ol =z +iy,0<x < 2m, |y| > 4. (3.54)
Yy

Damit folgt aus (3.28) und (3.54), dass F'(z) beschrankt und holomorph auf {z+iy=2¢C:
0 <z < 2w} ist und aufgrund der 27—Periodizitit, dass F'(z) auch beschrankt und holomorph
auf C ist. Nach dem Satz von Liouville [1, Kapitel Il, Satz 3.7, S.91] ist F'(z) konstant und
mit (3.28) und (3.54) erhalten wir

|l|1m F(iy) =0 und somit F' = 0. (3.55)
y|—>o0
1 1

==—+ 1" 3.56

sinz =z Z( ) n271'2 ( )

:§+ z (- 1)n( -i). (3.57)

zZ+nm nm

n#O

Sei nun mm fiir m € N eine beliebige Polstelle von ﬁ

Fir m =0 ist dann

- i) (3.58)

zZ+nm nm

()= 3 (0

n#O
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nach der Konvergenz der Summe holomorph auf A;(0) und nach dem Potenzreihenentwick-
lungssatz [1, Kapitel I, Satz 2.2, S.106] gilt:

9" (0)
go(z):z - P vz e Ax(0). (3.59)
k=0

Demnach kann man auf K = (0) in eine Laurent-Reihe mit Haupttell = und Nebenteil

sin z

entwickeln.

Zoo go()k

Fir m # 0 ist dann

+ Z ( 1)”( —i) (3.60)

Z—mm n=—oo Z+nm nm
niO

gn(2) = = ()"

nach der Konvergenz der Summe holomorph auf A;(mn) und nach dem Potenzreihenent-
wicklungssatz [1, Kapitel Ill, Satz 2.2, S.106] gilt:

) (k)
gm(2) = Z mw)zk Vz e Az (mm). (3.61)

auf Ko z(mm) in eine Laurent-Reihe mit Hauptteil (-1)™

Demnach kann man

sin z Z—mm

und Nebenteil };7, M entwickeln.

3.2 Der Produktsatz von Weierstral3

Auch hier werden wir den Satz von Runge benutzen, um den Produktsatz von WeierstraB
fiir beliebige Gebiete D c C zu beweisen, welcher eine verallgemeinerte Version der Theorie
war, die WeierstraBB im Jahr 1876 entwickelt hat und bei der er den Satz nur fiir den Fall
D = C bewiesen hat (vgl. [3, Kapitel 3, S.81]). Die Tatsache, dass man fiir beliebige diskrete
Mengen in C holomorphe Funktionen f € O(C) konstruieren konnte, fiir die diese gegebene
diskrete Menge der Nullstellenmenge der Funktion entsprach, verdnderte die Denkweise (iber
die Funktionentheorie maBgeblich (vgl. [3, Kapitel 3, 5.82]).

Um den Produktsatz von WeierstralB beweisen zu kdnnen, miissen wir zunichst die Be-
griffe des Elementargebietes und des holomorphen Zweigs definieren, einige Eigenschaften
von holomorphen Zweigen beweisen und zeigen, dass die Mengendifferenz von C und der

Verbindungsstrecke von zwei Punkten in C einfach zusammenhangend ist.
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Definition 3.4
Ein Gebiet D c C heiBt Elementargebiet, falls jede holomorphe Funktion auf D eine Stamm-
funktion besitzt.

Definition 3.5
Sei D c C ein Gebiet, f: D — C holomorph mit f(z) # 0 fiir alle z € D. Eine stetige Funktion
g:D - C mit

9 = f(2) VzeD (3.62)

heiBt Zweig von log f.

Bemerkung: Eine solche Funktion g ist immer holomorph auf D (vgl. [5, Kapite IV §2,
S.101]). Fiir den Beweis vom Produktsatz von WeierstraB brauchen wir diese Eigenschaft aber
nur unter der Voraussetzung, dass D ein Elementargebiet ist. Dies folgt aus dem nachsten
Lemma, welches auf [5, Kapitel IV §2, S.101-102] basiert.

Lemma 3.6
Sei D ein Elementargebiet und f : D — C holomorph mit f(z) # 0 fiir alle z € D. Dann

exisitert ein holomorpher Zweig von log f.

Beweis.
Da f7, holomorph auf D ist, existiert eine Stammfunktion g von fTI auf dem Elementargebiet
D. Dann gilt:

(f(2)e™9E)) = f'(2)e79) - Fe). f(2)e 9 =0 vzeD. (3.63)
f(2)
Daraus folgt:
F(2)e93) = ¢ fiir ein ce C, (3.64)

da f(2) 0+ e 9% fiir alle z € D. Demnach gilt:
f(z) =93 vzeD. (3.65)

Damit ist die Funktion g(z) + ¢ nach Definition 3.5 ein Zweig von log f und auch holomorph,

da sie eine Stammfunktion von fTI auf dem Elementargebiet D ist. O
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Wie bereits erwdhnt miissen wir zeigen, dass @\% mit a,b € C einfach zusammenhangend
ist, wobei ab := {\a+ (1 -A\)b: X € [0,1]} die Verbindungsstrecke zwischen a und b ist.
Unser Ansatz dafiir ist folgender: Wir definieren eine Mébiustransformation, welche @\E
biholomorph auf C\Ry( abbildet, wobei Ry :={z+iy=2€C:2>0,y=0}.

Ahnlich wie in [1, Kapitel 1, S.47] bilden wir dann die konvexe Menge R:= {z +iy=2z2:x ¢
R,y € (0,27)} homéomorph auf C\R5y ab und benutzen dann [3, Kapitel 8, Satz 8.5 & 8.6,
S.169-170], um den Beweis zu vervollstindigen.

Damit wird es fiir uns keine Schwierigkeit sein, Lemma 3.7 (ii) zu beweisen, welches eine
fiir uns wichtige Aussage iliber die Existenz von holomorphen Zweigen unter bestimmten
Voraussetzungen darstellt. In Lemma 3.7 (iii) & (iv) betrachten wir einige Rechenregeln fiir

holomorphe Zweige, welche ebenfalls leicht zu beweisen sind.

Lemma 3.7
Seien a,b e C und ab:= {Xa+ (1 -A)b: e [0,1]} die Verbindungsstrecke zwischen a und b.
Dann gilt:

(i) C\ab ist einfach zusammenhzngend.

(ii) Fiir f:C\ab - C holomorph mit f(z) # 0 fiir alle z € C\ab existiert ein holomorpher
Zweig g von log f.

(iii) Sei [ € N. Fiir jedes k € {1,...,l} sei eine holomorphe Funktion fi : Uy — C gegeben mit
fe(2) #0 Vz e Uy, wobei Uy C ein Gebiet sei mit 02:1 U, + @. Sei weiterhin fiir
alle k € {1,...,1} ein holomorpher Zweig g; von log fi gegeben. Fiir U := N._, Uy, ist

P g4 g geg k=1

g= Zizl gr|u dann ein holomorpher Zweig von log (1’12:1 frlu)-

(iv) Sei U ¢ C ein Gebiet, n € N, f: U — C holomorph mit f(z) # 0 Vz e U und es
existiere ein holomorpher Zweig g : U — C von log f. Dann ist n - g ein holomorpher
Zweig von log f™.

Beweis.

(i) Wir wollen zundchst zeigen, dass es eine Mobiustransformation gibt, die C\E biholomorph

auf C\Rsq abbildet, wobei hier Ry = {2z +iy = z : x > 0,y = 0} ist. Firr 2’ := 1a+ b

definieren wir das Doppelverhiltnis bzw. die Mobiustransformation

o(z) = 2% = (3.66)

!

I
S]

{
N

|
S

w

k=l

I
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Fiir A € [0,1] sei nun zp:= Aa + (1 - A\)b. Dann gilt:

Aa+(1-A)b-a  -a+b
“Xa—(1=-X)b+b —-Xa+\b

_ % 1[0, +00]. (3.68)

¢(20) = (3.67)

Damit haben wir gezeigt, dass jedes Element der Verbindungsstrecke von a und b auf ein
Element aus Ryo U {+0c0} abbildet.
Sei € Ryp U {+00} beliebig. Dann gilt:

()= = (3.69)
< z-a=-pz+pub (3.70)
< (p+1)z=a+ub (3.71)
@z:#11a+u+1b. (3.72)

Daraus folgt, dass das Urbild von {u} auf der Verbindungsstrecke von a und b liegt. Damit
haben wir die Existenz einer Mobiustransformation ® mit Funktionsvorschrift z — ¢(z)
bewiesen, welche @\E biholomorph auf C\Ry( abbildet.

Es bleibt zu zeigen: C\Ry ist das homéomorphe Bild einer konvexen Menge. Dies beweisen

wir, indem wir zeigen, dass die Exponentialfunktion die konvexe Menge
R={z+iy=2¢eC:zeR,ye(0,27)} (3.73)

homdomorph auf C\Ry( abbildet.

Da exp: C — C\{0} stetig ist, ist auch exp|r: R — C\{0} stetig.

Angenommen, es gibe w, z € R, so dass exp|r(w) = exp|r(2). Dann folgt aus [1, Kapitel I,
Bem. 2.10, S.20]:

z =w + 2mik fiir ein k € Z. (3.74)

Offensichtlich existiert kein z € R, so dass z —2mik € R fiir ein k € Z\{0} und somit gilt z =w
und exp|g : R - C\Ry ist injektiv.

Da exp(R) = C\Ry gilt, ist exp|g auch surjektiv und somit bijektiv.

Nach dem Satz fiir implizite Funktionen [1, Kapitel |, Satz 5.7, S.46] existiert eine stetige
Umkehrabbildung von exp |g.

Damit haben wir gezeigt, dass C\Rsy das homéomorphe Bild einer konvexen Menge ist.
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Nach [3, Kapitel 8, Satz 8.5 & 8.6, S.169-170] ist also jeder geschlossene Weg in C\Ryg
nullhomotop. Da wir auBerdem die Existenz einer Mdbiustransformation gezeigt haben, die
C\ab biholomorph auf C\Rs( abbildet, ist auch jeder geschlossene Weg in C\ab nullhomotop

und somit ist C\% per Definition einfach zusammenhangend.

(i) Da wir nun gezeigt haben, dass C\ab einfach zusammenhingend ist, folgt mit [1, Kapitel
IV, A7 Bem., S.240], dass fiir jede geschlossene Kurve « in (@\% und jede holomorphe
Funktion f : C\ab - C gilt:

/a F(2)dz =0. (3.75)

Damit hat nach [1, Kapitel Il, Satz 2.4, S.72] jede holomorphe Funktion f auf C\% eine
Stammfunktion in C\ab und somit ist C\ab ein Elementargebiet. Fiir f ¢ O(C\ab) mit
f(2)#£0 VzeC\ab folgt somit aus Lemma 3.6 die Existenz eines holomorphen Zweigs von

log f.
(iii) Es gilt

! !
e9(2) I1 eIklu (2) _ [ flv(z) vzeU. (3.76)
k=1 k=1

Damit ist g nach Definition 3.5 ein holomorpher Zweig von log Hi:l frlu-
(iv) Es gilt
e™9(2) 2 e9()" - f"(z) Vzel. (3.77)

Damit ist ng nach Definition 3.5 ein holomorpher Zweig von log f™.

O]

Sowohl der Beweis als auch die Aussage des Produktsatzes von WeierstraB sind an [2, Kapitel
7.2, S5.189-190] angelehnt.
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Satz 3.8 (Produktsatz von WeierstraB)
Sei D c C ein Gebiet, {a,})_; € D eine diskrete Menge mit N < +oco und {v,,}\; eine
Menge mit v, € N fiir alle n e {1,...,N}.
Dann existiert eine holomorphe Funktion f auf D, fiir die {a,}?_, die Nullstellenmenge

von f und v, die Ordnung der Nullstelle a,, fiir alle n e {1,....N} ist.

Beweis.

Fir N < +o0 ist

N
lj[l(z )" (3.78)

eine holomorphe Funktion mit den gewiinschten Eigenschaften. Daher betrachten wir nun
den Fall N = +o00. Nach Satz 2.9 existiert eine Runge-Ausschépfung {U,}o>, von D.

Nach der Konstruktion von {U, }>; im Beweis von Satz 2.9 gilt:

Alle Zusammenhangskomponenten von D\U,, sind nicht

relativ kompakt in D.

Fir alle n € N definieren wir nun:

Pz)= T1 (-ap)”. (3.79)

jeN:a; Un

Fiir jedes a; € U,41\U, wihlen wir ein bj € D\U,1, so dass b; in der gleichen Zusammen-
hangskomponente V; von D\U,, ist, wie aj.

Dann existieren zp, 21,...,2; € Vj mit 29 = a; und z = b;, so dass die Kurve

l
C =z (3.80)
k=1

in V; liegt. Die Funktion ==L ist holomorph und nullstellenfrei auf C\zk_lzk fur alle
ke {1,...,l} und somit existiert nach Lemma 3.7 (ii) ein holomorpher Zweig von log ==k=L

" o Z—Zk
auf C\Zz;_12zx. Man beachte hierbei: z_—Z; =11k, Z;—Z—Zl

zZ—Qq .
L auf einer

Demnach existiert nach Lemma 3.7 (iii) ein holomorpher Zweig von log —
J

Umgebung von U,,.
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Sei n =1 und fi(z) := Pi(z). Wir definieren:

92(2) = P2(2) ( I1 Gz —lbj)”j ) - flzz) (3.81)

jeN: a; EUQ \ﬁ1

- T] (’Z:Zj)yj (3.82)

jENZ ajEUz\ﬁl

Nach Lemma 3.7 (iii) und (iv) gibt es einen Zweig g2 von log §2(z) auf einer Umgebung von
U,. Nach dem Satz von Runge gibt es fiir e5 > 0 ein hy € O(D), so dass:

|g2(z) + hQ(Z)| < &9 Vze Ul. (383)
Wir definieren:
1 z
f2(2) = Py(2) I ooy - h2(2) (3.84)
jGN:ajEUQ\U1 z J
Dann gilt:
fQ(Z) A ( ) ha(z) _ _g2(2) Jha(z) _ _g2(2)+ha(2) (3 85)
fl(z)—ggze =e e =e . .
Somit ist go + ho ein Zweig von log f—f, welcher holomorph auf einer Umgebung von Uj ist
und
1
|92(2) + ha(2)] < e2:= 3 (3.86)
erfiillt.

Durch Wiederholung dieses Prozesses erhalten wir holomorphe Funktionen f,, und g, auf
einer Umgebung von U,,_; und h,, € O(D) fiir n > 2, so dass:

(i) 0% A2 + oo fir alle 2 € T,y

ii) gn + hy ist ein holomorpher Zweig von log In(2)_ 5 uf einer Umgebung von U,,_; und
Jn-1(2)

es gilt:

1 _
lgn(2) + hn(2)] < on1 T n VzeU,. (3.87)
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Wir definieren nun:

F@) = AT e T f”(z) (3.88)
n=2 n—l( ) n=m+1 (Z)

Sei z € D beliebig. Dann gibt es ein m € N, so dass z € U,,. Falls z € {a,}2, so ist
offensichtlich f(z) = 0. Fiir z € D\{a,}:2; gilt:

1= fna) T 2L s pe) [T ety (399)
n=m+1 fnfl(z) n=m+1
“in@en( 5w ) (3.0
n=m+1
wobei

Z |gn(Z) + hn(2)| < Z F = W < +00, (391)

n=m+1 n=m+1
lim exp (gn(2) + hn(2)) = 1. (3.92)
Somit konvergiert das Produkt [1,2,,,.1 ff"('(z)) nach [6, Kapitel VII, HS 1 & 2, S. 194] absolut

und gleichmaBig auf kompakten Teilmengen von D und f ist eine holomorphe Funktion auf
D mit Nullstellenmenge {a, }>

o 1, wobei vy, fiir alle n € N die Ordnung der Nullstelle a,, ist.

d

Wie auch beim Beispiel zum Satz von Mittag-Leffler betrachten wir hier ein Beispiel,
bei dem wir den Produktsatz von Weierstral3 zwar nicht direkt anwenden, aber den Satz
bestatigen. Dieses Beispiel basiert auf [3, Kapitel 4, S.98]

Beispiel 3.9
Sei {an }nen eine diskrete Menge in A1(0) und {v, }nen eine Menge in N mit

ap * Ay Yn,meN mit n+m (3.93)

und

%yn(l—mny) < +00. (3.94)
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Dann ist

neN \ %~ 7=

f(2)=T1 (Z_aln) (3.95)

eine holomorphe Funktion auf jedem Gebiet D ¢ C\S, wobei S := UkeN{%}. Insbesondere
liegen alle Haufungspunkte von {a, }ney in S und somit ist {ay, ey auch diskret in D. Dabei
ist a,, fiir alle n € N eine Nullstelle von f mit der Ordnung v,.

Um unsere Behauptung zu beweisen, zeigen wir zunachst:

1
> v |an — —| < +oo. (3.96)
neN an
Es gilt:
1 Vp _ Vp 2
Unp |Qp — — ::|1—anan|::(1—|an| ) (397)
an | |an] an|
Un
= — (1 |an)(1 +|an|) (3.98)
[an|
2up,
<—(1-lanl)) (3.99)
m

mit m := min{|a,|: n € N}. Damit folgt zusammen mit (3.94), dass ¥ ,,ey Vn|an — a%| < 400

gilt. Sei K eine beliebige kompakte Teilmenge von C\S. Dann gilt fiir n € N:

1 1 1
z—— 2d(K,:)2d(K,S)>O Vze K,— € S. (3.100)
an, an an
und damit erhalten wir:
1
an—a: 1
o A Vze K,— €S (3.101)
Z = = Gnp n

1
o0 o0 —_ o0 —_
Z—ap @, Z—ap an — &=
Eun Z_L—l—ZVn P Wl L_ZV” — (3.102)
n=1 Qan n=1 an an n=1 an
(o]
<Y vpr|an — —| < +o00, da 7 < +o0. (3.103)
n=1 Qn
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Die Konvergenz von f(z) auf beliebigen kompakten Teilmengen K ¢ C\S ist nach [6,
Kapitel VII, HS 1 & 2, S. 194] bewiesen. Somit ist f holomorph auf D und erfiillt die

gewiinschten Eigenschaften.

Das Produkt in (3.95) ist bis auf Normierung ein sogenanntes Blaschke-Produkt (vgl. [3,
Kapitel 4, S.103]). Mit unserem Beispiel 3.9 haben wir also gezeigt, wie man bei einer
gegebenen diskreten Menge in A1(0) mit der Eigenschaft (3.94) eine in C\\S' holomorphe

Funktion konstruiert, deren Nullstellenmenge die gegebene diskrete Menge ist.



4 Folgerungen aus dem Satz von
Mittag-Leffler und dem Produktsatz von
Weierstral3

Die beiden S&tze und deren Beweise in Kapitel 4 sind in Anlehnung an [2, Kapitel 7.2,
S.191-192].

4.1 Satz iiber maximale Existenzgebiete

Fiir diesen Abschnitt der Arbeit miissen wir zunichst die Begriffe der analytischen Fortsetzung,
des natiirlichen Randes und des maximalen Existenzgebietes einer holomorphen Funktion

definieren.

Definition 4.1 (i) Seien D, D’ ¢ C Gebiete mit DnD’ + @ und f eine holomorphe Funktion
auf D. Falls eine holomorphe Funktion g auf D’ existiert, so dass f =g auf Dn D', so
definieren wir die Funktion f, so dass f': f auf D und f = g auf D’. Wir nennen f
eine analytische Fortsetzung der Funktion f von D auf DuD’.

(ii) Sei f holomorph auf D. Falls f nicht von D auf eine Umgebung von D analy-
tisch fortgesetzt werden kann, so heiBt 0D der natiirliche Rand von f und D das

maximale Existenzgebiet von f.

Wir wollen nun die fundamentale Frage beantworten, ob jedes Gebiet in C das maximale
Existenzgebiet einer holomorphen Funktion ist. Diese Frage konnen wir mit der Hilfe des
Produktsatzes von WeierstraB beweisen, welchen wir wiederum mit dem Satz von Runge
bewiesen haben. Tatsachlich war diese Frage sogar der Grund dafiir, warum Carl Runge an
seinem Approximationssatz arbeitete (vgl. [3, Kapitel 13, S.290]). Den Beweis dafiir, dass
jedes Gebiet in C ein maximales Existenzgebiet ist, veroffentlichte er ebenfalls im Jahre 1885
(vgl. [3, Kapitel 5, S.122]).

36
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Satz 4.2
Fiir jedes Gebiet D c C existiert eine holomorphe Funktion f auf D, so dass D das

maximale Existenzgebiet von f ist.

Beweis.
Fiir n € N und (4, k) € Z? definieren wir:

D, = {z e D:d(z,0D) > %} " An(())}; (4.1)

. .7 j+1 kK k+1
En(jjk)::{z:x+zy:2—ngx£ o ,2—n§yg 5 [

Fiir alle (j,k) € Z% und n € N mit E,,(j,k) n 90D, # & sei z,(j,k) ein Punkt aus
E,(j,k) nOD,.

.

o

—
N
3
r
\
]

N
\\\\
E
J
Y X

R
\

AN

Abbildung 4.1: (vgl. [2, 5.191])
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Fir n € N definieren wir:
kin = #{2n (4, k) : (4, k) € Z* mit 2,(j, k) € En(j, k) n 0Dy} (4.3)

Man beachte hierbei, dass k, < +oo gilt, da #{(j, k) € Z*: E,(j,k) n 0D, + @} < +oo
fiir alle n e N.

Sei nun fiir alle n € N:
{znitfm = {20(5, k) « (4, k) € Z* mit 2,(j, k) € En(j, k) 0 OD,}. (4.4)
Wir definieren die Folge

(Z0)veN = 21,1, 21 k1> 22,1101 22 kg » 23,11+ (4.5)

Die Menge {2z, } ey ist diskret in D und nach dem Produktsatz von WeierstraB existiert eine
holomorphe Funktion f auf D, so dass {z,},n die Menge aller Nullstellen von f ist.

Sei nun D’ ein beliebiges Gebiet mit D ¢ D’ mit D # D’. Dann existiert ein a € 9D mit
aeD'.

Nun zeigen wir, dass a ein Haufungspunkt der Menge {z, },en in D’ ist.

Sei € > 0 beliebig. Wir wahlen ein n € N, so dass

1 ¢
1 ¢ 4.6
~ <5 (4.6)
Sei weiterhin (j, k) € Z2, so dass
En(j,k)ndDpnAs(a) # @. (4.7)
Dann gilt fiir z € E,(j, k) und 2" € Ey(j,k) n 0Dy 0 Ac (a):
\a—z|<|a—z'[+|z'—z|<E+\/§-i<E+l<i+§—5 (4.8)
B 2 2" "2 nm 2 2 '
Daraus folgt:
E.(j,k)ndD, c A(a). (4.9)

Da es ein v € N gibt, so dass z, € E,,(j, k) ndD,,, haben wir gezeigt, dass jede Umgebung
von a ein z, mit v € N enthélt und somit auch, dass a ein Hiufungspunkt von {z,},en in D’

ist.
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Angenommen, fiir f gdbe es eine analytische Fortsetzung f von D nach D’.
Dann folgt aus dem Identitatssatz [1, Kapitel Ill, Satz 3.2, S.120], dass f = 0.
Dies ist ein Widerspruch, da die Nullstellenmenge von f die Menge {z,},y ist. Somit kann

f nicht analytisch fortgesetzt werden und D ist das maximale Existenzgebiet von f. O

4.2 Der Interpolationssatz

Nun benutzen wir die Satze von Mittag-Leffler und WeierstraB, um die Aussage zu beweisen,
dass man fiir eine diskrete Menge {a, },>; und gegebene Menge von Polynomen der Form
P,(z) = Z;l:o cnj(z — ay)’ eine holomorphe Funktion f findet, so dass die Potenzreihenent-

wicklung von f um jeden der Punkte a,, mit P,(z) anfangt.

Satz 4.3 (Interpolationssatz)

Sei {an};2, eine diskrete Menge in D mit a,, # ap, fir n #m und fir alle n € N sei

dn )
P.(2) = Zg)cmj(z —ay)’ (4.10)

ein beliebiges Polynom mit d,, ¢ N und ¢, ; € C.
Dann existiert eine holomorphe Funktion f auf D, so dass man f fiir alle n € N auf einer

Umgebung U,, von a,, als
f(2) =Py(2) + Gp(2) (4.11)

darstellen kann, wobei G,, holomorph auf U, ist und als einzige Nullstelle a,, hat. Dabei
ist fiir alle n € N die Ordnung der Nullstelle a,, groBer als d,,.

Beweis.
Nach dem Produktsatz von WeierstraB existiert eine holomorphe Funktion F' auf D, so dass

fiir alle n e N gilt:
ay, ist eine Nullstelle von F' mit der Ordnung d,, + 1.

Sei r, >0, so dass A, (an) € D und r,, < inf{|a, — a,,| : m € N\{n}}. Dann gilt nach dem
Potenzreihenentwicklungssatz [1, Kapitel Ill, Satz 2.2, S.106]:

o p(m)(q. —
F(z)=> FT(!)(z—an)m Vze A, (ap). (4.12)

m=0
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Da a,, eine Nullstelle der Ordnung d,, + 1 ist, gilt fiir n € N:

FO D (a,) # 0,7 (an) =0 Ym e {1,...dy}. (4.13)
Daraus folgt:
00 F(m) ap, m
Pe)- 3 T oay .
m=dp+1 m:

_ (Z—CL )dn+1 i Fm+dn+1(an)
= n

m=0

— (z—a,)™ VzeA, (an). (4.15)

Da

Pn (Z) dn Cn J

T (- ap)dntL - ZE) (2 — ) dn 177

j=

(4.16)

eine rationale Funktion der Form (3.1) ist, existiert nach Korollar 3.2 eine meromorphe
Funktion G auf D, so dass man G auf Ky, (ay) fiir alle n € N in eine Laurent-Reihe mit
dem Hauptteil @,, entwickeln kann.

Wir definieren

) (m+dp+1) a
Fo(z):=), FT!(n)(z—an)m. (4.17)

m=0

F,, ist holomorph auf A, (a,) und hat keine Nullstellen auf A, (a,), da

F(2) = (z-an)™ " Fy(2) VzeA, (an). (4.18)
Demnach gilt:

1 .
H, = F—(G - Qy) ist holomorph auf A,, (a,).
Sei nun
f(2)=F(2)G(2). (4.19)

Die Funktion f ist nach der Konstruktion von F' und G offensichtlich holomorph auf D und
fiir alle n e N gilt:

f(2) = Po(2) + (2= an) " Fy(2)Hy(2) Vze A, (an). (4.20)
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Die Ordnung der Nullstelle a,, von
Gn(2) = (2 = an) ", (2) Hy(2) (4.21)
ist groBer als d,,. Damit ist die Aussage bewiesen. O

An der Konstruktion erkennen wir, dass G, in (4.11) das Produkt von (z - a,,)%"*! und
dem Nebenteil einer Laurententwicklung um den Punkt a, ist. Somit handelt es sich bei

P,(z) + Gy (z) um die eindeutige Potenzreihenentwicklung von f um den Punkt a,,.



Literaturverzeichnis

[1] Eberhard Freitag und Rolf Busam. Funktionentheorie 1. Springer-Verlag Berlin Heidelberg,
4 edition, 2006.

[2] Junjiro Noguchi. Translations of Mathematical Monographs: Introduction to Complex
Analysis, volume 168. American Mathematical Society, 1998.

[3] Reinhold Remmert und Georg Schumacher. Funktionentheorie 2. Springer-Verlag Berlin
Heidelberg, 3 edition, 2007.

[4] Konrad Konigsberger. Analysis 2. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 5 edition, 2004.
[5] Falko Lorenz. Funktionentheorie. Spektrum Akademischer Verlag, 1997.

[6] Wolfgang Fischer und Ingo Lieb. Funktionentheorie. Vieweg, 8 edition, 2003.

42



Eidesstattliche Erklarung

Hiermit versichere ich, dass ich diese Arbeit selbststindig verfasst und keine Quellen verwendet
habe, die nicht im Literaturverzeichnis angegeben sind.

Alle Stellen, welche wortlich oder sinngemaB aus anderen Quellen iibernommen wurden, habe
ich dementsprechend kenntlich gemacht.

Diese Arbeit hat bei keiner anderen Priifungsbehdrde in dieser oder einer dhnlichen Form

vorgelegen.

(Datum, Unterschrift)

43



	Inhaltsverzeichnis
	Einleitung
	Approximationssätze für holomorphe Funktionen
	Approximation von holomorphen Funktionen und der Satz von Runge
	Runge-Ausschöpfung von Gebieten

	Existenzsätze für holomorphe Funktionen
	Der Satz von Mittag-Leffler
	Der Produktsatz von Weierstraß

	Folgerungen aus dem Satz von Mittag-Leffler und dem Produktsatz von Weierstraß
	Satz über maximale Existenzgebiete
	Der Interpolationssatz


