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1 EINLEITUNG

1 Einleitung

Diese Bachelorarbeit ist in drei Teile gegliedert. Im ersten Teil rekapitulieren wir
einige Grundbegriffe aus der Topologie und Gruppentheorie, welche fiir diese
Arbeit besonders relevant sind. Anschlieflend werden wir eine Konstruktions-
methode fiir Riemannsche Flidchen diskutieren. Dazu betrachten wir eine Rie-
mannsche Flache X und eine auf ihr holomorph und eigentlich diskontinuierlich
wirkende Gruppe G. Wir werden beweisen, dass X/G auch eine Riemannsche
Fléche ist. Darauffolgend werden wir im dritten Teil dieses Resultat verwenden,
um die sogenannten Modulkurven einzufithren. Dies sind kompakte Riemann-
sche Flachen von Geschlecht g > 2, welche sich als die Kompaktifizierung des
Quotienten von H nach bestimmten Untergruppen von PSLo(Z) realisieren las-
sen. Adolf Hurwitz hat bewiesen, dass 84(g - 1) eine obere Schranke der Kardi-
nalitdt der Automorphismengruppe einer kompakten Riemannschen Fliche Y
von Geschlecht g > 2 ist, wobei wir hier mit Automorphismen biholomorphe
Abbildungen Y — Y meinen. Die Zahl 84(¢g - 1) nennt man in diesem Zusam-
menhang auch Hurwitz-Schranke. Aus diesem Grund interessieren wir uns bei
der Konstruktion der Modulkurven allen voran fiir die Kleinsche Kurve X . Es
handelt sich hierbei um eine Riemannsche Fliche von Geschlecht 3, deren Au-
tomorphismengruppe 168 Elemente besitzt, sprich die Anzahl der Elemente der
Automorphismengruppe von X7 erreicht die Hurwitz-Schranke. Solche Kurven
nennt man Hurwitz-Kurven. Der Beweis, dass die Kardinalitit der Automor-
phismengruppe von X; 168 betriigt, beendet diese Bachelorarbeit.

Vom Leser wird erwartet, dass dieser mit den Grundkenntnissen der Funktionen-
theorie und der Theorie iiber Riemannsche Flichen vertraut ist.
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2 Topologie und Gruppentheorie

In diesem Kapitel werden wir einige Begriffe aus der Topologie und Gruppen-
theorie notieren, die im weiteren Verlauf dieser Arbeit eine zentrale Rolle einneh-
men werden. Die meisten Begriffe diirften dem Leser vertraut sein, weswegen wir
meist Abstand davon nehmen, ausfiihrliche Beispiele zu diskutieren. Die Defini-
tionen und Beispiele haben wir den Biichern [Mir95] von Rick Miranda, [Don11]
von Simon Donaldson und [tomDieck08] von Tammo tom Dieck entnommen.

Definition 2.1. Ein topologischer Raum ist ein Paar (X,T) bestehend aus
einer Menge X und einem System T wvon Teilmengen von X, das folgende Ei-
genschaften erfillt:

e PDeT,XeT.
e Falls U, VeT, soistauch UN VeT.

e Sei I eine Indexmenge. Falls U; € T fiir jedes i € I, soist |J U; € T.
i€l

Unter den obigen drei Bedingungen ist T eine Topologie auf X und die Mengen
in T nennen wir die offenen Mengen von X bzgl. der Topologie T. Die Kom-
plemente der offenen Mengen in X nennen wir die abgeschlossenen Mengen
von X bzgl. T. Meist unterdriickt man die Topologie T und bezeichnet einfach
X als topologischen Raum.

Ein topologischer Raum (X,T) heifft Hausdorff, falls zu je zwei ungleichen
Elementen x,y € X offene Mengen U,V € T existieren, sodass x € U, y € V
und UN V =0 gilt.

Wie der Titel dieser Arbeit bereits vermuten lésst, sind fiir uns vor allem die
diskrete Topologie und die Quotiententopologie von Interesse.

Definition 2.2. Ein topologischer Raum (X, T ) heifit diskret, falls T =P (X).
Dies bedeutet, dass jede Teilmenge von X beziiglich T offen ist.

Wir bezeichnen mit X im restlichen Kapitel einen topologischen Raum.

Definition 2.3. FEine Abbildung f : X — Y zwischen zwei topologischen Rdumen
X und Y heifst stetig, falls fiir jede offene Menge O C Y gilt: f1(0) C X ist
offen.

f heift Homdomorphismus, falls f bijektiv und die Umkehrabbildung f~' von
f ebenfalls stetig ist.

Definition 2.4. X heifit zusammenhdngend, falls gilt:

M C X ist offen und abgeschlossen =—> M = () oder M = X.

K C X heift kompakt, falls jede offene Uberdeckung von K eine endliche
Teiliberdeckung besitzt.

Definition 2.5. Sei Y ein topologischer Raum. Fine Abbildung f: X — Y heifst
eigentlich, falls f~1(K) fiir jede kompakte Teilmenge K C Y kompakt ist.
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Beispiel 2.6.
(1) Homdomorphismen f : X — Y sind stets eigentlich.

(2) Falls X und Y kompakt sind, so sind stetige Abbildungen g : X — Y immer
etgentlich.

(3) Seien f: X — Yund g : Y — Z eigentlich. Dann ist g o f eigentlich.

Definition 2.7. Sei ~ ez’ne"zé'l'quivalenzrelation auf X. Fir ¢ € X heifit
[] :={y € X | ¢ ~ y} Aquivalenzklasse von z. Des Weiteren defieren wir
X/~ :={[x] | x € X}. Sei w: X — X/~ die kanonische Projektion. Die Quo-
tiententopologie auf X/~ ist durch

T :={V C X/ ~|7m (V) offen}

gegeben. Mit anderen Worten: V. C X/ ~ ist offen < 7w 1(V) C X ist offen.
Per Konstruktion ist w stetig beziiglich T .

Definition 2.8. Fine Teilmenge D C X heifit diskret, falls zu jedem x € D
eine Umgebung U C X existiert, sodass UN D = {z}.

Beispiel 2.9.
(1) Sei X diskret. Dann ist jede Teilmenge von X diskret.
(2) Jede endliche Teilmenge von C ist diskrekt.
(8) Teilmengen diskreter Mengen sind diskret.

(4) Sei X ein Hausdorff-Raum und (p,)nen C X sei eine gegen x € X kon-
vergente Folge, sodass p, # x fir jedes n € N. Dann ist {p, | n € N}
diskret.

Definition 2.10. FEine topologische Gruppe ist ein Tripel (G,m,T ) bestehend
aus einer Gruppe (G,m) mit einer Multiplikation

m:Gx G— G, (g,h) = m(g,h) = gh

und einer Topologie T auf G, sodass die Abbildungen m und

l:G— G, g— gt

bzgl. T stetig sind.

Wir werden meist eine topologische Gruppe (G,m,T ) einfach mit G und das
neutrale Element aus G mit e beschreiben.

Wir nennen eine Gruppe G zusammen mit der diskreten Topologie auf G eine
diskrete Gruppe.

Beispiel 2.11.

(1) Das Tripel (K™, +,T) ist eine topologische Gruppe. T sei hier die Stan-
dardtopologie auf K", wobei K € {R,C}.
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(2)

(3)

Sei (GLy(K), -) die Gruppe der invertierbaren (2,2)-Matrizen mit Fin-
tragen in K € {R,C}. Die Menge der (2,2)-Matrizen Mz (K) mit Werten
in K ist ein zu K* isomorpher Vektorraum. Betrachte den Isomorphismus

O My(K) > K mit (CCL Z)H

LO R

und versehe K* mit der durch die euklidischen Norm induzierten Topolo-
gie. Dann definiert T := {O C My(K) | ®(0) C K* offen} eine Topologie
auf M2 (K). Da die Determinantenabbildung det : My (K) — K stetig und
K* offen ist, ist det™! (K* ) offen. Es gilt GLy(K) = det™* (K* ) und somit
ist GLa (K) offen. Versehe anschlieflend GLo(K) mit der Teilraumtopolo-
gie T := {0 N GLy(K) | O ist offen in Mo(K)}. Man bemerke hier, dass
die Matrizxmultiplikation und -inversion stetig sind, da diese durch ratio-
nale Funktionen gegeben sind. Daher ist das Tripel (GLy(K), -, T ) eine
topologische Gruppe.

SLo(Z) :={A = (CCL Z) € GLy(R) | det(A) =1, a,b,c,d € Z} ist zusam-
men mit der durch Ms(R) induzierten Topologie, wie sie in (2) definiert
wurde, und der Matrizmultiplikation eine diskrete Gruppe. Die Diskretheit
von SLy(Z) werden wir an einer anderen Stelle nachweisen.

Definition 2.12. Sei G eine Gruppe. EFine Gruppenwirkung von G auf X ist
eine Abbildung G x X — X, (g9,p) — g - p, die folgende Eigenschaften erfiillt:

(gh) - p=g- (h-p) firaleghe Gundp € X

e-p =p firjedesp € G

Falls G zusdtzlich eine topologische Gruppe ist, nennen wir die Gruppenwirkung
von G auf X stetig, falls fir alle g € G die Abbildung ¢y : X = X, p— g - p,
stetig ist. Wir nennen ¢, die durch g induzierte Abbidlung.

Falls X eine Riemannsche Fliche und 14 holomorph ist, heif$t die Gruppenwir-
kung von G auf X holomorph.

Beispiel 2.13.

(1)

(2)

Sei {wy,ws} eine R-Basis von C. Setze I := Zw; + Zwy und betrachte
die Abbildung T' x C — C, (v, ) — v + z. Diese Abbildung ist eine
holomorphe Gruppenwirkung auf C.

Sei G C D :={¢: X — X | ¢ Homéomorphismus} eine Untergruppe.
Dann ist die Abbildung G x X — X, (g,p) — g(p), eine stetige Grup-
penwirkung. Falls wir fordern, dass X eine Riemannsche Fldche ist und
die Abbildungen in D biholomorph sind, ist diese Gruppenwirkung sogar
holomorph.
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Mit G beschreiben wir fortan eine Gruppe, die auf X wirkt.

Definition 2.14. Mit G- p :={g-p| g € G}, p € X, bezeichnen wir den Orbit
von p. Fir U C X definieren wir die Mengen g - U:={g-u|u €U} und G- U
={g-ulgeGueU}. Wirnennen G, :={g€ G|g-p=p} die Stabilisa-
torengruppe von p und jedes Element aus G, heift Stabilisator von p. Der
Kern K dieser Gruppenwirkung ist der Schnitt aller Stabilisatorengruppen. Das
heifit, dass K ={g € G| g-p=pVp € X}. Wir nennen die Gruppenwirkung
von G auf X effektiv, falls K = {e}.

Bemerkung 2.15.

(1) Notation: Wir werden die Multiplikationspunkte weglassen. Das heifst mit
gp meinen wir g - p ect.

(2) Die Gruppenwirkungen in Beispiel 2.11 sind effektiv.

(8) Falls p,q € X im selben Orbit sind, dann gibt es ein g € G, sodass ¢ = gp
und es gilt dann sowohl G, = gG,g~* als auch |Gy| = |G,|.

(4) Falls G endlich ist, so gilt |G| = |Ga| |Gy fiir jedes z € X.

(5) Falls G effektiv ist und stetig auf X wirkt, dann induzieren g und g unter-
schiedliche Homdéomorphismen X — X, sofern g # g, denn g # § impli-
ziert, dass g~'§ # e. Falls jedoch g und § dieselbe Abbildung induzieren,
dann fiziert die durch ¢~'§ induzierte Abbildung jeden Punkt in X. Dies
ist ein Widerspruch dazu, dass G effektiv auf X wirkt.

Definition 2.16. Sei G eine diskrete Gruppe, die effektiv auf einen Hausdorff-
Raum X wirkt. Wir sagen, dass G eigentlich diskontinuierlich auf X wirkt,
falls zu je zwei Punkten p,q € X Umgebungen U,V C X von p bzw. q existieren,
sodass {g € G | gUNV # 0} endlich ist.

Bemerkung 2.17.
(1) Wir fordern bei der Definition nicht, dass p und g ungleich sein miissen.
(2) Untergruppen von G wirken eigentlich diskontinuierlich auf X.

(3) Endliche diskrete Gruppen, die effektiv auf einen Hausdorff-Raum X wir-
ken, wirken eigentlich diskontinuierlich auf X.

Nachdem wir alle Grundbegriffe, die fiir das Verstéindnis dieser Arbeit unab-
dingbar sind, eingefiihrt haben, kénnen wir nun damit beginnen, eigentlich dis-
kontinuierliche Gruppenwirkungen zu diskutieren.




3 EIGENTLICH DISKONTINUIERLICHE GRUPPENWIRKUNGEN

3 Eigentlich diskontinuierliche Gruppenwirkun-
gen

Das Ziel dieses Kapitels ist es, den folgenden Satz zu beweisen.

Satz 3.1. Sei G eine Gruppe, die holomorph und eigentlich diskontinuierlich
auf eine Riemannsche Fliche X wirkt. Dann trigt X/G die Struktur einer Rie-
mannschen Fliche, die kanonische Projektion m : X — X /G ist eine holomorphe
Abbildung und es gilt mult, (m) = |G,| fir jedes p € X. Zusdtzlich gilt, falls X
kompakt ist, dass X/G kompakt ist.

Wir werden uns bei diesem Beweis am Buch [Mir95], Kapitel 111.3, von Rick
Miranda orientieren. Dieser fithrt den Beweis nur fiir endliche Gruppen durch,
jedoch lésst sich das Prinzip, welches er bei seinem Beweis verwendet, auf un-
sere Situation iibertragen. Zunéchst miissen wir hingegen die Giiltigkeit einiger
Hilfssétze nachweisen. Sofern nicht anders angegeben, ist X im Folgenden stets
ein topologischer Raum.

Lemma 3.2. Sei G eine Gruppe, die stetig auf X wirkt. Dann ist die kanonische
Projektion w: X — X/G offen.

Beweis. Sei U C X offen. Wir miissen nun zeigen, dass w(U) offen ist. Nach der
Definition der Quotiententopologie ist 7(U) genau dann offen, wenn
7 H7m(U) = U U
geG
offen ist. Da G stetig auf X wirkt, sind die Abbildungen X — X, p — gp, g € G,
Homoéomorphismen. Homéomorphismen sind offene Abbildungen, weswegen gV
fiir jedes g € G und jede offene Menge V C X offen ist. Demnach ist 7! (7(U))
als Vereinigung offener Mengen offen. U

Von nun an sei im Rest dieses Kapitels X ein Hausdorff-Raum und G eine auf
X eigentlich diskontinuierlich wirkende Gruppe.

Beim Beweis des folgenden Lemmas lieferten die Notizen [Schl5] von Rich
Schwarz die Idee zur Konstruktion der Mengen U und V, die im Beweis des
Lemmas auftauchen.

Lemma 3.3. X/G ist ein Hausdorff-Raum.

Beweis. Seien p = m(x) und ¢ = 7(y) € X/G ungleich, z,y € X. Gesucht sind
Umgebungen U von z und V von y, sodass 7(U) N 7(V) = 0. Nach Lemma 3.2
sind 7(U) und 7 (V') offen, sofern U und V offen sind. Falls ein r € 7(U) N« (V)
existiert, dann existieren u € U und v € V, sodass Gu = Gv. Dies bedeutet,
dass ein g € G existiert, sodass gu = v. Unser Ziel ist es demnach, U und V so
zu konstruieren, dass gU NV =0 fiir jedes g € G gilt.

Da G eigentlich diskontinuierlich auf X wirkt, existieren Umgebungen U von
und V von y, sodass {g € G | gU NV # 0} endlich ist.
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Wir setzen {g1,....gn} := {9 € G| gUNV # 0}. Fir g € G\ {g1,.-, gn} gilt
bereits gU NV = (). Wir wollen nun U und V verkleinern, sodass giU NV =90
fiir jedes 7 € {1,...,n} gilt, wobei natiirlich UCUundVCV gelte.

Sei nun ¢ € {1,...,n}. Es gilt 7(x) # 7(y) und somit Gx # Gy, was bedeutet,
dass gz # y fiir jedes g € G gilt. Somit existieren Umgebungen U; von g;z und
V; von y, sodass U; N'V; = 0, weil X Hausdorff ist. Setze: U, :=UnN g;lUi und
V; := V N V;. Dies sind offenbar Umgebungen von x bzw. y. Daher sind auch

U= N UmdV:= [ V
i€{l,...,n} i€{l,...,n}

Umgebungen von x bzw. y. Wenn wir nun zeigen kénnen, dass gU NV =0 fiir
jedes g € G gilt, ist der Beweis, wie eingangs argumentiert, erbracht.

Falls i € {1,..,n}, ist gUNV C qUinV; CUNV; =0, woraus folgt, dass
g UNV = 0. Falls g € G\ {91, ..., gn}, gilt gUNV C gUNV = . Dies impliziert,
dass gU NV = 0. O

Lemma 3.4. Fir jedes p € X ist G, endlich.

Beweis. Sei p € X. Nach Definition 2.16 existieren Umgebungen U und V' von
p, sodass {g € G | gUNV # (} endlich ist. Nunist p€ UNV und p = gp € gU
fiir jedes g € G, weshalb G, C {g € G| gUNV # (0}. Somit ist G, endlich. O

Nachdem wir nun sichergestellt haben, dass G, fiir jeden Punkt p € X endlich
ist, folgt ein Lemma, das fiir diese Bachelorarbeit fundamental ist, weil es da-
bei behilflich sein wird, im Beweis von Satz 3.1 komplexe Karten auf X/G zu
konstruieren.

Lemma 3.5. G wirke eigentlich diskontinuierlich und stetig auf X. Dann gilt:

(i) Zu jedem p € X gibt es eine Gp-invariante Umgebung U, sodass
UngU =10 fir alle g ¢ Gp.

(i1) U kann so gewihlt werden, dass o : U/G, — X/G, Gpx — Gz, die Menge
U/G homdomorph auf eine offene Menge in X/G abbildet.

Beweis. Zu(i): Sei p € X. Da G eigentlich diskontinuierlich auf X wirkt, exis-
tiert eine offene Umgebung V von p, sodass M = {g € G | gV NV # 0}
endlich ist. Wir definieren M \ G, := {¢1,..., gn}. Es gilt nun g;p # p fiir jedes
i € {1,...,n}, weshalb wir zu jedem ¢, da X Hausdorfl ist, offene Umgebungen
V; von p und W; von g;p finden, sodass V; N W; = (). Offenbar ist g;lWi fiir
jedes i eine offene Umgebung von p, weil G stetig auf X wirkt. Wir betrachten
R :=VNnVin(g;'W;), R:== (1 R;undU:= () gR.
i€{1,...,n} g€G,
Man bedenke, dass es sich bei der Definition von U um einen Schnitt von end-
lich vielen Mengen handelt, da G}, nach Lemma 3.4 endlich ist, weshalb U als
Schnitt endlich vieler offener Mengen offen ist. Offensichtlich ist R; eine offene
Umgebung von p und somit sind sowohl R als auch U offene Umgebungen von
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p. Zudem gilt gU = U fiir jedes g € G, da die Multiplikation eines Elements
aus G, mit U nur die Mengen in der Definition von U permutiert. Es bleibt zu
zeigen, dass gU NU = 0 fiir jedes g € G\ G, gilt. Dies rechnet man leicht wie
folgt nach:

R;N(g;R;) CV;NW; =0 und somit folgt RN (g; R) = ( fiir jedes i € {1,...,n},
woraus U N (g;U) = 0 fir jedes i € {1,...,n} folgt. Fir ¢ € G\ M gilt
guUNUCgVnV =0.

Zu (ii): Zunichst zeigen wir, dass « injektiv ist. Seien dazu u,v € U und
Gpu, Gpv € U/G,, sodass a(Gpu) = a(Gpv). Daraus folgt, dass Gu = Gv und
somit gibt es ein g € G, sodass u = gv. Dies impliziert, dass U N gU # (). Nach
der Konstruktion von U muss g in G, liegen, weshalb G,u = G,v folgt. Damit
ist v injektiv. Als Néchstes beweisen wir, dass « stetig ist. Sei dazu V C X/G
offen. 7 : X — X/G und 7 : U — U/G), seien die jeweiligen kanonischen Pro-
jektionen von X nach X/G bzw. U nach U/G,,. Offenbar ist ¢ := 7, = aoft. ¢
ist stetig, weswegen ¢~ 1 (V) offen ist und somit ist 771 (a1 (V)) = (aom) "1 (V)
= ¢(V) offen. Aus der Definition der Quotiententopologie auf U/G folgt sofort,
dass a=1(V) offen ist. Damit folgt, dass « stetig ist.

Auf dhnliche Weise zeigen wir, dass « offen ist. Sei 1% C U/G),. Nach Definition
der Quotiententopologie gibt es ein V' C U, sodass V= #(V). Da ¢ offen ist,
ist auch (V) offen und somit ist a(V) = a(#(V)) = (a0 #)(V) = ¢(V) offen.
Daher ist « offen. Es folgt also insgesamt, dass o die Menge U/G homéomorph
auf sein Bild in X/G abbildet. O

Bemerkung 3.6. Aus Lemma 3.5(ii) folgt unmittelbar, dass, falls |G,| = 1,
eine Umgebung U von p und V von Gp € X/G eistiert, sodass m, : U — V
ein Homdéomorphismus ist.

Lemma 3.7. Sei G eine Gruppe, die holomorph und eigentlich diskontinuierlich
auf eine Riemannsche Fldche X wirkt. Dann ist die Menge der Punkte in X, die
einen nichttrivialen Stabilisator in G haben, diskret.

Beweis. Angenommen, D :={p € X |3g € G\ {e} : gp = p} ist nicht diskret.
Dann gibt es ein z € X und eine Folge (py)neny € D\{z}, P # P, falls n # m,
die gegen x konvergiert. Wir setzen {g, | n € N, g,pn = pn, gn C G\ {e}}.
Nach Lemma 3.5(i) existiert eine G,-invariante Umgebung U von z, sodass
UngU =0 fiir jedes g ¢ G. (%)

Es gibt ein ng € N, sodass p, € U fiir jedes n > ng gilt, weil (p,)nen gegen x
konvergiert. Demnach gilt fiir alle n > ng: p, € UNg,U und somit UNg,U # (.
Nach (x) miissen demnach die g, mit n > ng in G, liegen. Lemma 3.4 besagt,
dass G, endlich ist, weswegen {g, | n > no} endlich ist. {p, | n > ng} hat
unendlich viele Elemente, weshalb es ein Element g € {g,, | n > ng} geben muss,
das unendlich viele Elemente aus {p,, | n > ng} fxiert. Man bemerke, dass g # e
gilt. Daraus ergibt sich, dass (py)nen eine Teilfolge (pim)men besitzt, sodass alle
Elemente dieser Teilfolge von g fixiert werden. Die Teilfolge (p,, )men konvergiert
als Teilfolge einer gegen x konvergenten Folge gegen z. G wirkt holomorph, also
insbesondere stetig, auf X, weswegen die Abbildung ¢ : X — X, p — gp,
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stetig ist, woraus folgt, dass p(z) = z. ¢ ist sogar holomorph und stimmt auf
der nicht-diskreten Menge M := {p,, | m € N} U {x} mit der Identitét auf
X tiiberein, weshalb ¢ = idx nach dem Identitatssatz ist. Da G effektiv auf X
wirkt, folgt g = e, was ein Widerspruch ist. O

Korollar 3.8. Sei G eine Gruppe, die eigentlich diskontinuierlich und holo-
morph auf eine Riemannsche Fliche X wirkt. Dann kann man in Lemma 3.5
von U noch zusdtzlich fordern, dass kein Punkt in U aufer p von einem nicht-
trivialen Element in G\, fiziert wird.

Beweis. Da die Menge der Punkte in X, die einen nicht-trivialen Stabilisator in
G besitzen, nach Lemma 3.7 diskret ist, kann man U einfach um diese Punkte,
falls notwendig, reduzieren. O

Nun werden wir den Satz 3.1 beweisen:

Beweis. Zuniichst versehen wir X /G mit der Quotiententopologie. Nach Lemma
3.3 ist X/G ein Hausdorff-Raum. Da die kanonische Projektion 7 : X — X/G
stetig, X zusammenhéngend und 7(X) = X/G ist, ist X/G zusammenhéngend.
Als Néchstes konstruieren wir einen Atlas auf X/G. Sei dazu p € X/G. Es gilt
zudem p = Gp fiir ein p € X. Wir setzen m := |G| und unterscheiden zwischen
zwei Féllen.

Fall: m=1

Diese Bedingung bedeutet, dass der Stabilisator von p trivial ist. Da O/{e} = O
fiir jede offene Menge O C X, impliziert Lemma 3.5(ii), dass eine Umgebung
U von p und W von p existieren, sodass |, : U — W ein Hom&omorphismus
ist. Indem wir gegebenenfalls U verkleinern, kénnen wir ohne Einschriankung
annehmen, dass U ein Gebiet einer Karte ¢ : U — V auf X ist. ¢ = ¢ o 7r‘;1 :
W — V ist als Komposition von Homéomorphismen ein Homéomorphismus
und somit eine Karte auf X/G.

Fall 2: m > 2

Nach Lemma 3.5(ii) und Korollar 3.8 existieren eine Gp-invariante Umgebung
U von p und eine Umgebung W von p, sodass die natiirliche Abbildung « :
U/Gp, — W ein Homéomorphismus ist und kein Punkt in U aufler p von einem
nichttrivialen Element aus G, fixiert wird. Jedes Element aus (U/Gp) \ ({Gpp})
hat unter 8 : U — U/Gp, * — Gpz, genau m Urbilder, weil kein Element
aus U \ {p} einen nichttrivialen Stabilisator in G, besitzt. Man bemerke, dass
Gpp = {p}. Da G holomorph auf X wirkt, induziert jedes Element ¢ € G
eine biholomorphe Abbildung durch die Abbildungsvorschrift z — gz, x € X.
Wir bezeichnen den durch g € G induzierten Automorphismus mit demselben
Buchstaben. Sei ¢ : U — V eine Karte auf X mit p € U und ¥(p) = 0. Fiir
jedes g € G, hat §(2) := ¥(g(z)) = ¥(g2), z € UNU, Multiplizitiit 1 in p, denn
sowohl 1 als auch ¢ sind injektiv, womit auch ¢ injektiv ist. Setze nun

hz)= ] d(2), ze UNU.
g€Gyp

10



3 EIGENTLICH DISKONTINUIERLICHE GRUPPENWIRKUNGEN

h ist als Produkt holomorpher Funktionen holomorph. Man bemerke, dass h
Multiplizitdt m = |Gp| in p hat und in einer Gp-invarianten Umgebung von p
definiert ist. Wir kénnen ohne Einschrinkung annehmen, dass h auf U definiert
ist. Ansonsten verkleinern wir U geeignet. h ist Gp-invariant, denn sei f € G,

dann gilt:
)= [TatrE) =TT v(ge NE) = T ¢le(2) = h(2).

9€Gyp g€Gy gen

Die vorletzte Gleichung gilt, da das Verkniipfen von f mit den Elementen aus G,
nur dazu fithrt, dass die Faktoren in der Definition von A permutiert werden, da
f € G und fest gew#hlt wurde und es sich hierbei um ein Produkt von endlich
vielen Faktoren handelt. Wir definieren nun

h:U/G, — C, Gpz > h(z).

Die Wohldefiniertheit von h folgt aus der G -Invarianz von h. Zudem ist h stetig
und offen, weil h als holomorphe Funktion stetig und offen ist. Wir begriinden
nun, dass h injektiv ist:

Seien Gz, Gpz € U/G,\ ({Gpp}), sodass h(G,2) = h(Gpz). Das heifit h(z) =
h(z). Da mult,(h) = m und h(z) # h(p), folgt, dass |[N| = m, wobei N :=
{y € U : h(y) = h(2)}. Angenommen, G,z ist ungleich Gpz. Aus G,z # Gpp
folgt |[M| = m, wobei M := {y € U : G,y = Gpz} (siche Anmerkung zu 3
zu Beginn von Fall 2). Nach Definition von h gilt M C N. Da G,z # Gz,
gilt « ¢ M und somit |M U {z}| = m + 1. x liegt in N und somit folgt
M U{xz} C N, weswegen |N| > m + 1. Dies ist ein Widerspruch. Das heifit,
dass Gpz = Gpz.

Seien nun Gz, G,p € U/G,, sodass h(G,z) = h(G,p). Dann folgt h(z) =
h(p) = 0, denn fiir alle g € G, gilt: g(p) = ¥(g(p)) = ¥(gp) = ¥(p) = 0. Man
bedenke, dass

h(z) =0 < g€ G,:3(2) =0 < Fg e G, :¢¥(g(z)) =0.

Da ¢ und g injektiv sind, ¥(p) = 0 und g(p) = p, ist h(z) = 0 dquivalent
dazu, dass z = p. Daher gilt G,z = G,p.

Damit haben wir die Injektivitdt von h nachgewiesen.

h ist stetig, offen und injektiv, woraus folgt, dass h : U/G — h(U/G,) :=V C
C ein Homgomorphismus ist. Nun kénnen wir eine Karte auf X/G wie folgt
definieren:

$:WalU/G, B V

Offenbar iiberdecken diese Definitionsbereiche X/G, da wir an jedem Punkt
von X eine Karte definieren. Jetzt miissen wir noch zeigen, dass diese Karten
paarweise miteinander vertraglich sind. Karten, welche geméf Fall ¢ konstruiert
wurden, nennen wir hier Karten vom Typ ¢, wobei i € {1,2}.

11



3 EIGENTLICH DISKONTINUIERLICHE GRUPPENWIRKUNGEN

Lemma 3.7 besagt, dass die Menge der Punkte in X mit nichttrivialem Stabili-
sator diskret ist. Daher konnen wir annehmen, dass die Definitionsbereiche von
je zwei Karten vom Typ 2 disjunkt sind. Dies bedeutet, dass je zwei Karten vom
Typ 2 miteinander vertréglich sind.

Man betrachte nun zwei Karten ¢ und f vom Typ 1. Diese Karten sind mitein-
ander vertréiglich, weil die Karten auf X, die bei der Konstruktion von v bzw.
f verwendet wurden, miteinander vertréiglich sind.

Sei ¢y : U; — V; eine Karte vom Typ 1 und ¢ : Uy — V; eine vom Typ 2, sodass
Uy NUy # 0. Im Fall, dass dieser Schnitt leer ist, sind die beiden Karten ohnehin
vertriglich. Wir miissen nun zeigen, dass ¢z 0 ¢7 " : ¢1 (U1 NUz) — ¢o(U; N T:)
holomorph ist.

Sei 7 € Uy N Uy und wihle einen Reprisentanten r von 7, sodass r € Uy N Us,
wobei U; und Us die offenen Mengen in X seien, die bei der Konstruktion der
Karten ¢; und ¢ verwendet wurden. Falls U; und Us disjunkt sind, wihle
ein g € G, sodass gU; NUs # @ und ersetze U; durch gU;. Ein solches ¢
existiert, da U; N Uy # (). Das Ersetzen von U; durch gU; éndert nichts an U1,
da 7(gU;) = 7(U;) = U, fiir jedes g € G. Per Definition von ¢; und ¢, kénnen
wir schreiben: ¢ = PO, und ¢ = hoa~! wobei o eine Karte auf U; sei und
h und « wie in Fall 2 konstruiert wurden. Zudem ist, wie in Fall 2 konstruiert,
h auf Uy holomorph. Sei nun q € ¢1(U; N Uy).

$p20¢1'(q) =hoatom, op'(q)
=hoa 1 Gy '(q))
= h(Gpp~'(q)) = b (@) = (ho o™ ") (q)

Da ¢ eine Karte auf X und h eine holomorphe Funktion auf einer offenen Men-
ge von X ist, ist per Definition h o ¢ ~! holomorph in ¢q. Da ¢ beliebig gew#hlt
wurde, ist ¢g 0 ¢! auf ¢1(U; NUy) holomorph. Dies heifit, dass X/G zusammen
mit den Karten, die wir in den Féllen 1 und 2 definiert haben, eine Riemannsche
Flidche ist. Es folgt sofort aus den Definitionen der Karten, dass « holomorph
auf X/G ist. Nun berechnen wir die Multiplizitdt von 7 an jedem Punkt p € X.
Fiir p € X/G wihle man eine Karte ¢ : W — V, p € W, wie in Fall 2 beschrie-
ben. Man bemerke hierbei, dass die Konstruktionsweise von Fall 2 auch fiir den
Fall, dass der Stabilisator von p trivial ist, anwendbar ist. Dann gilt ¢ o w(q) =
h(q) fiir jedes ¢ € W und somit mult,(7) = mult, (k). Da mult,(h) = |G,|, folgt
mult, (m) = |G,|.

Die Kompaktheit von X/G im Fall, dass X kompakt ist, ergibt sich daraus, dass
das Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung kompakt ist,
m(X) = X/G und 7 stetig ist. O

Korollar 3.9. Fulls wir in Satz 3.1 zusdtzlich fordern, dass G endlich und X
kompakt ist, dann gilt deg(m) = |G|.

Beweis. Sei Gxr € X/G und p,q € 7~ *(Gx), dann gilt Gp = Gx = Gq. Daraus
folgt, dass G, = gG,g~ " fiir ein g € G. Nach Bemerkung 2.15 gilt nun, dass
|G| = |G,| fiir alle p,q € 77(Gx) gilt. Daher folgt, dass

12



3 EIGENTLICH DISKONTINUIERLICHE GRUPPENWIRKUNGEN

degg,(m) = |Gyl = |7~ H(G2)||Ga| = |G2]|Ga| = |G-
Satz 3.1 pEn—1(Gz)

Die Giiltigkeit der letzten Gleichung haben wir bereits in Bemerkung 2.15 fest-
gehalten. Aus der Kompaktheit von X folgt letztlich deg(w) = |G]. O

13



4 MOTIVATION

4 Motivation

Wir wissen bereits, dass die topologische Struktur einer kompakten Riemann-
schen Fliache eindeutig durch ihr Geschlecht charakterisiert ist. Beim Studium
kompakter Riemannscher Fléchen interessiert uns hingegen nicht nur ihre topo-
logische, sondern auch ihre komplexe Struktur und diese ist keineswegs eindeutig
durch ihr Geschlecht determiniert. Um kompakte Riemannsche Flidchen zu ana-
lysieren, betrachten wir deshalb nicht nur ihr Geschlecht, sondern werfen auch
einen Blick auf ihre Automorphismengruppe. Die Automorphismengruppe einer
kompakten Riemannschen Fliche ist deshalb interessant, weil diese die Symme-
trien auf ihr beschreiben. Ein erster Schritt bei der Untersuchung einer solchen
Automorphismengruppe ist, ihre Groéfie zu bestimmen. Man betrachte exempla-
risch die Riemannsche Zahlenspéhre C. Aus Funktionentheorie ist bekannt, dass
die Automorphismengruppe von C unendlich viele Elemente besitzt - genauer
gesagt gilt

az+b

Aut((C):{¢:(C—>(C72'—>CZ+d

| ad —be #0, a,b,e,d € C }.

Trotz des Umstands, dass Aut((f:) unendlich viele Elemente besitzt, ist sie noch
iibersichtlich, aber wie sieht es mit kompakten Riemannschen Flachen X héheren
Geschlechts aus? In diesem Fall schafft Hurwitz Abhilfe, denn er hat den fol-
genden Satz bewiesen:

Sei X von Geschlecht g > 2, dann ist |Aut(X)| < 84(g-1).

Im Buch [Lam09] von Klaus Lamotke kann man nachlesen, dass die Automor-
phismengruppe einer kompakten Riemannschen Fliche X von Geschlecht g > 2
endlich ist. Rick Miranda beweist in seinem Werk [Mir95], dass fiir endliche
Gruppen G, die effekiv und holomorph auf X wirken, gilt, dass |G| < 84(g - 1).
Diese beiden Aussagen zusammen beweisen den Satz von Hurwitz.

Wie angekiindigt, werden wir im néchsten und zugleich letzten Kapitel die-
ser Arbeit eine Hurwitz-Kurve studieren, ndmlich die Kleinsche Kurve. Bei der
Konstruktion werden wir den Satz 3.1 anwenden.

14



5 KLEINSCHE KURVE

5 Kleinsche Kurve

Um die Kleinsche Kurve zu definieren und ihre Automorphismengruppe zu stu-
dieren, miissen wir etwas Vorarbeit leisten. Man betrachte den folgenden Epi-
morphismus

b : SLy(R) — Aut(H), ((Cl 2) — <Zl—> Z,:I;j)

Offenbar gilt Ker(®) = {E, —E}, wobei E die Einheitsmatrix sei. Folglich ist
nach dem Homomorphiesatz SLa(R)/{E,—E} = Aut(H). Wir definieren nun
die projektive lineare Gruppe als PSL2(R) := SLy(R)/{E,—E}. Auf SLy(R)
betrachten wir dieselbe Topologie, wie wir sie in Beispiel 2.11 eingefiihrt haben,
und PSLs(R) versehen wir mit der Quotiententopologie 7 und definieren die
folgende Operation:

[A] - [B] = [A - B] fiir A, B € SLy(R), [A] = (A), [B] = n(B),

wobel m : SLy(R) — PSL2(R) die kanonische Projektion ist. (PSLy(R),-,T)
ist eine topologische Gruppe und wirkt auf H wie folgt:

az + bz
A =
A1) = 42
wobeil A = (cl 2) € SLy(R), z € H. Diese Gruppenwirkung ist wohldefiniert,

weil [A] = {A,—A} und A(z) = —A(z). Es ist zudem offensichtlich, dass diese
Gruppenwirkung effektiv und holomorph ist. Fiir die Konstruktion der Klein-
schen Kurve sind insbesondere die Untergruppen der Form

I, :={[A] € PSLy(R) | A€ SLy(Z), A= EV A= —FE mod p}, p Primzahl,

von Interesse. Wir definieren

W : PSLy(Z) — PSLa(Z/pZ), K Z)}HKH [[Zm

wobei natiirlich PSLo(Z) := SLy(Z)/{E,—E}. Offenkundig ist ¢ ein Grup-
penhomomorphismus mit Ker(y) = I'y,. Dementsprechend ist I', ein Normaltei-
ler von PSLo(Z). 1 ist auch surjektiv, weswegen nach dem Homomorphiesatz
PSLy(Z)/T, =2 PSLy(Z/pZ) gilt.

5.1 Die Riemannschen Flichen X, und H/PSLy(Z)

Wir werden Mithilfe der folgenden Sitze beweisen, dass PSLy(Z) eigentlich
diskontinuierlich auf H wirkt. Dann folgt, dass I', fiir jede Primzahl p eine
eigentlich diskontinuierliche Gruppenwirkung auf H ist, da I', eine Untergruppe
von PSLy(Z) ist. Daraus folgt nach Satz 3.1, da PSLy(Z) und T', effektiv
und holomorph auf H wirken, dass X, := H/T',, und H/PSLy(Z) Riemannsche
Flachen sind. In diesem Abschnitt orientieren wir uns ab Lemma 5.2 an Kapitel
11.3 aus dem Werk [Lam09] von Klaus Lamotke.
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5 KLEINSCHE KURVE

Lemma 5.1. Sei G eine diskrete Gruppe, die effektiv auf einen Hausdorff-Raum
wirkt. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) G wirkt eigentlich diskontinuierlich auf X.
(i1) Fiir jedes Kompaktum K C X ist {g € G | gK N K # 0} endlich.
Beweis.

(i) = (ii): Sei K C X kompakt. Nach Lemma 3.5(i) gibt es, da G eigentlich
diskontinuierlich auf X wirkt, zu jedem z € X eine Umgebung U, von =,
sodass gU, N U, = ( fiir jedes g ¢ G,. (Uy)zex ist eine offene Uberdeckung
von K, weswegen es endlich viele Elemente x4, ..., xz, € X gibt, sodass

Kc U U, =U.
ie{l,...,n}

Nach der Wahl der U, gilt gU NU = § fiir jedes g ¢ Uie{l,...,n} G, = G.
Nach Lemma 3.4 ist G, fiir jedes x € X endlich und somit sind insbesondere
die G, endlich. Es folgt, sowohl {g € G | gU N U # 0} C G als auch, dass
G als endliche Vereinigung endlicher Mengen endlich ist, weshalb {g € G |
gUNU # 0} endlich ist. Aus K C U folgt letztlich, dass {g € G | gK N K # 0}
endlich ist.

(i) = (i): Seien = und y in X, dann besitzen = und y kompakte Um-
gebungen U, und U,. Demnach ist U := U, U U, ist als endliche Verei-
nigung kompakter Mengen kompakt. Nach Voraussetzung gilt dann, dass
{9 € G| gU NU # 0} endlich ist. Da U, C U und U, C U, folgt, dass
gU, NUy # 0 nur fiir endliche viele g € G gilt.

O
Lemma 5.2. (vgl. [Lam09], S.221) Fiir jedes Kompaktum K C H ist die Menge
M:={Aec SLy(R) | A(K)N K # 0}
beschrinkt im Zahlenraum R* der Tupel (a,b,c,d).

Beweis. Es lisst sich leicht nachrechnen, dass Im(Az) = |ez + d|~2Im(z), fiir A

= (CCL Z) € SLy(Z) und z € H gilt (siehe z.B. S.310 vom Buch [FreiBus06] von
Freitag und Busam), denn: Allgemein gilt fiir komplexe Zahlen Im(z) = & (2—%),

2
(3) = Z und 27 = |z|%
y v
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5 KLEINSCHE KURVE

Somit ergibt sich

az+b 1
m P
cz+d 21

az+b aerb
cz+d cz+d

<
(az+b az-i-b)
E

cz+d cz+d
az+b az+b
cz+d cz+d
(Z+d)(az+b) — (cz+ d)(aZ + D))
(=)

> ,denn a,b,c,d € R

Wenn man den letzten Ausdruck ausmultipliziert, hat man:

az+b 1 ((ad —bc)z — (ad — be)Z
m ==
cz+d 2i lez + dJ?

1 z—Z 1 2iIm(z) 9
; (cz+d2> 2i |ez + d|? m(z)lez +d

Man bedenke bei der vorletzten Gleichung, dass ad - bc = 1, da A € SLy(Z).
Nach dieser kleinen Hilfsrechnung kénnen wir uns dem eigentlichen Beweis wid-
men. Sei K C H kompakt. Da K kompakt und Elemente in K einen positiven
Imaginérteil haben, gibt es ein r > 0, sodass

r~1 <Im(z) < rund |2| <7 fiir jedes z € K. (x)

Sei z:=x+iy € K und Az € K, wobei A € SLy(Z) wie oben definiert sei. Mit
den Abschitzungen (x) und der Formel Im(Az) = |cz + d|2Im(z) folgt:

lez +d|?> < r? und |az + d| = |cz + d||Az| < 2.
Wir haben 72 > |cz + d|? = (cx + d)? + ®y? > c*y?, weshalb |cly < 7. Man
bedenke hierbei, dass y > 0, da z € K C H und somit y = Im(z) > 0. Analog
zeigt man die Abschiitzung |aly < r?:
rt > laz +d? = (ax + d)? + a®y® > a’y? = aly <%
Nach (%) ist y > r~1, denn y = Im(2) und 2z € K. Daraus folgt dann: |¢| < 72
und |a| < r3. Weiterhin gilt, da |z| < 1

jd] < ez +d] + el <7+ 77
|b| < laz + b + |al|z] <72 47

Demnach haben wir fiir a,b,c,d Schranken. Dies bedeutet, dass M fiir jede
kompakte Menge K C H in R* beschrinkt. O

Definition 5.3. Eine Untergruppe G C SLo(R) heifit diskret, falls die Ein-
heitsmatriz E isoliert in G liegt. Das heifit, dass es eine Umgebung U von E in
SLy(R) C R* gibt, sodass UNG = {E}.
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Bemerkung 5.4. An dieser Stelle sei erwihnt, dass wir unsere Definition einer
diskreten Gruppe (Definition 2.10) nur umformuliert haben. Die obige Definition
einer diskreten Gruppe G in SLy(R) bedeutet nichts anderes, als dass der topo-
logische Raum (G, T ), wobei T :={U N G | U ist offen in SL2(R)}, diskret ist.
Auf diese Weise stimmen die beiden Definitionen einer diskreten Gruppe mit-
einander tberein. Fir die weiteren Beweise eignet es sich eher, mit Definition
5.3 zu arbeiten.

Definition 5.5. FEine Folge (A, )nen C SLa(R), A, = <a" b") konver-

¢, dp

giert gegen ein Element A = ¢ Z € SLy(R), falls lim a, = a, lim b, =
n—oo n—oo
b, lim ¢, = c und lim d,, = d. Wir schreiben dann: lim A, = A.
n—oo n—oo n—oo
1 _ _
Bemerkung 5.6. Da A, = —————— < dn b”) = < dn b”) und
andn — ann —Cn, Gnp —Cn 427

A7t = (d _b), gilt lim At = A~
—C a n—00

Definition 5.7. FEine Teilmenge A eines topologischen Raums X heif§t lokal

endlich, falls K N A fiir jedes Kompaktum K C X endlich ist.

Lemma 5.8. (vgl. [Lam09], S.221) Sei G eine diskrete Untergruppe von SLy(R).
Dann ist G lokal endlich.

Beweis. Wir fithren diesen Beweis per Widerspruch und fassen G als eine Teil-
menge des R* auf. Angenommen, es gibt eine kompakte Teilmenge K C R?,
sodass KNG unendlich viele Elemente besitzt. Dann gibt es wegen der Kompakt-
heit von K eine Folge (4, )neny € KNG mit paarweise verschiedenen Folgenglie-
dern, die in K konvergiert. Es folgt nun, dass die Folge (A, A5 )nen € G\ {E}
gegen E konvergiert. Dass die Folgenglieder der Folge (A,LAz_nl)n nicht gleich F
sind, liegt daran, dass die Folgenglieder von (A,,), paarweise verschieden sind.
Da (AnAgnl)n gegen E konvergiert, enthélt jede Umgebung U von E mindes-
tens ein Folgenglied von (4, A451),, was bedeutet, dass U NG # {E} fiir jede
Umgebung U von F gilt, was der Diskretheit von G widerspricht. O

Satz 5.9. Flir eine Untergruppe G C SLy(R) sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) G wirkt eigentlich diskontinuierlich auf H.

(i) Es gibt mindestens zwei verschiedene Punkte o und (B in H, die auf lokal
endlichen G-Bahnen liegen.

(iii) G ist diskret in SLa(R).
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Beweis.

(i) = (ii):

Sei z € X und K C X kompakt. Falls Gz N K = () gibt es nichts zu zeigen.
Sei also y € Gz N K. Nach Lemma 5.1 ist {g € G | gK N K # 0} endlich und
somit ist Gy N K endlich, denn y € K, weswegen {g € G | {gy} N K # (}
endlich ist. Es gilt allerdings Gz = Gy, weshalb auch Gx N K endlich ist.
Anders gesagt: Alle G-Bahnen sind lokal endlich.

(il) = (iii):
Angenommen, G ist nicht diskret, dann gibt es eine Folge (A, )nen € G\{E},
sodass hm A, = E. Seien « und 8 Elemente aus H, die auf lokal endlichen

G- Bahnen hegen Dann besitzten a und 8 kompakte Umgebungen U, bzw.
Ug, sodass Uy N Ga = {a} und Ug NGB = {B}. (»)

Da (Ay)nen gegen die Einheitsmatrix konvergiert, gibt es ein ny und 7y € N,
sodass A, (a) € U, fiir alle n > ng und A, (8) € Up fir alle n > 1. Aus
(%) folgt, dass A,(a) = a und A, (B) = B fiir alle n > max{ng,rp}. Jeder
Automorphismus von H mit mindestens zwei Fixpunkten ist die Identitéit.
Daraus ergibt sich, dass A, = —F fiir fast alle n € N gilt, denn 4, = FE
kommt nach der Definition von (4,,),, nicht infrage. Somit gilt lim A, = —F,

n—oo
was ein Widerspruch ist.

(iil) = (i):

Sei K C H kompakt. Nach Lemma 5.2 ist M := {A € G | A(K)N K # 0}
beschrankt. Angenommen, M ist nicht endlich. Dann gibt es nach dem Satz
von Bolzano-Weierstrass eine Folge mit unendlich vielen verschiedenen Fol-
gengliedern (A, )nen C G, die gegen ein A € SLy(R) konvergiert. Betrachte
nun die Menge D := {4,, | n € N} U{A4}. D ist offensichtlich abgeschlossen.
D ist zudem beschriankt, weil M beschrinkt ist. Nach dem Satz von Heine-
Borel ist D kompakt. Daher gilt, da nach Lemma 5.8 diskete Gruppen lokal
endlich sind, dass D N G endlich ist. Dies ist allerdings ein Widerspruch, da
{A,, | n € N} nicht endlich ist und {4,, | n € N} C DN G gilt. Aus Lemma
5.1 folgt, dass G eigentlich diskontinuierlich auf X wirkt.

O

Satz 5.10. FEine Untergruppe G C SLy(R) wirkt genau dann eigentlich dis-
kontinuierlich auf H, wenn 7(G) diskontinuierlich auf H wirkt. = : SLa(R) —
PSLo(R) sei hierbei die kanonische Projekion.

Beweis. Diese Aussage folgt sofort aus dem Umstand, dass A(z) = [A] (z), wobei
A€ SLy(R), m(A) = [A] und z € H. O

Mit dem oben gezeigten folgt nun leicht, dass X, eine Riemannsche Fliche ist:
Aus der Diskretheit von Z folgt mithilfe der Definitionen 5.3 und 5.5 sofort, dass
SLy(Z) diskret ist. Nach Satz 5.9 gilt nun, dass SLs(Z) eigentlich diskontinuier-
lich auf H wirkt. Daher wirkt nach Satz 5.10 PSLo(Z) = w(SL2(Z)) eigentlich
diskontinuierlich auf H. Selbiges gilt fur Iy, weil T'), Untergruppe von PSLy(Z)
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ist. Aus Satz 3.1 folgt schlussendlich, dass sowohl X, als auch H/PSLy(Z) Rie-
mannsche Flachen sind.

5.2 Nichttriviale Stabilisatoren in PSLy(Z) und Fundamen-
talgebiete

Grundlegendes Ziel dieses Kapitels ist es, wie in der Einleitung bereits erwéhnt,
eine kompakte Riemannsche Fliche X, zu konstruieren, sodass X, C X,. Bei
der Konstruktion von X, ist es wichtig, die Gruppe PSLs(Z) zu verstehen. Des-
halb werden wir in diesem Abschnitt beweisen, dass die einzigen Elemente in H,
die von einem nichttrivialen Element aus PSLs(Z) fixiert werden, die Elemente
aus PSLy(Z)i und PSLy(Z)o sind, wobei g :=e5 .

Wir werden in diesem Abschnitt zudem ein Fundamentalgebiet fiir die Grup-
penwirkung von PSLs(Z) auf H angeben und begriinden, dass H/PSLy(Z)
homéomorph zu C ist.

Die Vorlage fiir die Bestimmung der nichttrivialen Stabilisatoren der Gruppen-
wirkung SLy(Z) auf H liefert das Buch [FreiBus06], Kapitel VI.1, von Freitag
und Busam. Beim Beweis des letzten Satzes dieses Abschnitts haben wir uns
teilweise an Theorem 4 von Kapitel 6 aus [Donll] orientiert.

Lemma 5.11. (vgl. [FreiBus06], 5.328) Sei A = (Ccl Z

A€ {£E, iG _01), i<(1) :D}

Beweis. Man bemerke, dass o = e = % =+ é\/g Es gilt:

) € SLy(Z), sodass
Ap = p. Dann gilt:

2 3 1

Aus der Gleichung

b
Ap=o0& 2= agjt_d Saptb=coi*+deap+b=clo—1)+do=co—c+dp
¢
folgt, wenn man 2> = —% = ¢ - 1 einsetzt, dass a = ¢+ d und b = —¢, also

d—b b
=)

b2 —bd+d? =1 (%)

woraus sich, da det(4) =1,
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ergibt. Falls d = b, sind die einzigen Losungen der Gleichung (x) d = b =1 und
d=0b=-1. Sofern d,b < 0, ist die Gleichung (%) nicht losbar, da in diesem Fall
b% — bd + d? > 3. Fiir den Fall d,b > 1 gilt b*> — bd + d? = (b —d)?> + db > 4,
weshalb auch in diesem Fall die Gleichung (x) keine Losung hat. Offensichtlich
erfiillen (d,b) € {£(0,1), £(1,0)} die Gleichung (x). Insgesamt haben wir fiir
(d,b) als Lésungen: {£(0,1), £(1,0), £(1,1)}. O

Damit haben wir gezeigt, dass ¢ einen nichttrivialen Stabilisator in PSLs(Z)
hat und, dass |[PSLs(Z),| = 3 fiir jedes y € PSLy(Z)0 gilt.

Korollar 5.12. Die Gleichungen Ap = 02, Ao®> = o und Ap> = o° haben in
SLs (Z) jeweils sechs Lisungen, nimlich:

i e == o) = (4 9) =+ )
(ii) (Ao® :9)-'i(_01 é) i((l) D iG (1)>

) (et = e )= 7). =(3 )

Beweis. Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Gleichung;:

0 —1) ~1 ~1 FHIV3E 1 )
(1 0 o 1+1iVv3 i1+3 2 2

O

Bevor wir zeigen, dass neben den Elementen aus PSLs(Z)p nur die Elemente
aus PSLy(Z)i nichttriviale Stabilisatoren in PSLy(Z) besitzen, diskutieren wir
kurz den Begriff eines Fundamentalgebiets fiir eine Gruppenwirkung.

Definition 5.13. Sei G eine Gruppe, die auf einen topologischen Raum X wirkt.
Wir nennen eine offene Menge ) C X ein Fundamentalgebiet fir diese Grup-
penwirkung, falls fir jedes x € X gilt: Gz N Q # § und |Gz N Q| < 1.

Beispiel 5.14. Sei {wy,ws} eine R-Basis von C und A := Zwy + Zws ein
Gitter. A wirke wie folgt auf C: X @ z := X + z, fiir z € C, A € A. Dann ist

P :={aw; +bws | a,b € (0,1)}
ein Fundamentalgebiet fiir diese Gruppenwirkung.

Wir betrachten nun die Menge 2 := {z € H| |Re(2)| < 1, |z| > 1} Dies ist ein
Fundamentalgebiet fiir die Gruppenwirkung von SLs(Z) auf H. Dieses Resultat
werden wir erst spéter beweisen. Davor werden wir alle Elemente A aus SLs(Z)
bestimmen, fiir die AQNQ # ( gilt. Da € ein Fundamentalgebiet ist, beschreibt
die Ungleichung AQ N Q # § alle moglichen nichttrivialen Stabilisatoren in
SLy(Z) eines Elements in H.
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Lemma 5.15. Sei A € SLy(Z), sodass AQ N Q # 0, dann ist A eine der
folgenden Matrizen:

11 1 -1 0 -1
o 1) =0 7))

oder eine der Matrizen aus Korollar 5.12.

Beweis. Sel A = (a b
c d

Fiir den Fall ¢ = 0 impliziert det(A) = 1, dass A € {<1 b) , <—01 b )}

0 1 —1
Da b € Z beliebig ist, konnen wir ohne Einschrinkung den Beweis weiter mir

A= (é l{) fithren. Sofern A(z) € €, gilt

) € SLy(7Z) und z € Q.

> [Re(A(2))| = [Re(z + )| = [Re(2) + b].

N |

Fiir z gilt allerdings |Re(z)| <
€ {0,%1} in Z losbar ist.
Sei nun ¢ # 0. Fiir alle (¢,d) € Z x Z\ {(0,0)} gilt |cz +d| > 1, denn

, weshalb die obige Ungleichung nur fiir b

N =

lcz 4 d| = \/(cRe(2) + d)2 + (cIm(2))?
= /2((Re(2))? + (Im(2))2) + 2cdRe(z) + d2
= /|22 + 2cdRe(z) + d2 > /% + 2cdRe(z) + d2.

|z[>1

Der Audruck /c2 + 2cdRe(z) + d? ist genau dann grofer oder gleich 1, wenn
e + 2cdRe(z2) + d? > 1, weil ¢® 4 2cdRe(z) + d* > 0, denn |Re(z)| < %

Falls Re(z) < 0, ist ¢? + 2cdRe(z) + d? minimal, wenn Re(z) = —% und dann
haben wir ¢2 4 2cdRe(z) +d? > ¢ —cd + d* = (¢ — d)? + gdc.

Falls d = 0, gilt (¢ — d)? + ;dc =c?>2 denn c € Z\ {0}.

Sofern d # 0, miissen wir noch zwischen dem Fall dc > 0 und dc < 0 unterschei-
3
den. Falls dc > 0: (¢ — d)? + §dc > 1.

Falls dc < 0: (c—d)2+;dcz (c—d)?+2dc=c*+d*>>1,denn c € Z\ {0}.
Zusammengefasst gilt, dass |cz + d| > 1, falls Re(z) < 0.
1
Falls Re(z) > 0, dann ist ¢® + 2cdRe(z) + d? minimal, wenn Re(z) = 5 und es
3
gilt dann ¢ + 2cdRe(z) +d? > 2 + cd + d* = (¢ + d)? — §dc.

Ahnliche Uberlegungen wie oben fiihren, auch wenn Re(z) > 0, zu der Abschétzung
lez 4+ d| > 1.
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Man kann nachrechnen, dass sich A zerlegen ldsst als

Falls A(z) € Q, dann haben wir 1 < | — cA(2) + a| und es folgt so:

| = cA(2) + a| = |ﬁ\ & ez td < 1.
Zusammen ergibt sich |cz + d| = 1, sofern sowohl z als auch Az in § liegen.
Sei z € Q. Es gilt sowohl |z| = v/(Re(z))% + (Im(2)2 > 1 als auch |Re(z)| < %
Daraus ergibt sich fiir Im(z) die folgende Abschétzung:

MES

|z] = i + (Im(2))?*>1< i + (Im(2))? > 1 < Im(2) >

3
Die Gleichung |cz + d| = 1 und die Ungleichung Im(z) > g implizieren zu-
sammen, dass ¢,d € {0,%1}, falls A(z) € Q. Es gilt AQ N Q # 0 genau dann,
wenn A71QNQ # 0, weswegen wir die vorherige Analyse mit A=! = (dc _db>
durchfithren kénnen. Am Ende ergibt sich, dass auch a € {0,41} gelten muss.
Schreibt man alle Matrizen in SLy(Z), die nur die Eintrige 0 und £1 haben,
erhilt man genau die im Satz aufgefithrte Liste an Matrizen. O

Aus dieser Liste kann man nun ablesen, dass nur Elemente aus PSL2(Z)p und
PSLy(Z)i nichttriviale Stabilisatoren in PSLo(Z) besitzen. Ein nichttrivialer
Stabilisator von ¢ ist A := (1) Bl . Man rechnet kurz nach, dass A? = E.
Somit gilt |[PSLy(Z),| = 2 fiir jedes © € PSLy(Z)i. Jetzt miissen wir noch den
Beweis nachreichen, dass (2 ein Fundamentalgebiet fiir die Gruppenwirkung von

PSLy(H) auf H ist.

Satz 5.16. Q0 = {z € H| |Re(z)| < %, |z| > 1} ist ein Fundamentalgebiet fiir
die Gruppenwirkung von SLs(Z) auf H.

Beweis. Wir miissen zum einen zeigen, dass SLy(Z)x N # ( fiir jedes » € H
gilt und zum anderen, dass |SL2(Z)x N Q| < 1. Letzteres ergibt sich schnell aus
Lemma 5.15:

Man kann leicht nachrechnen, dass fiir A € SLy(Z) mit AQ N Q # 0, gilt, dass
AQ in Q\ Q liegt. Dies bedeutet, dass AQ N Q =  fiir jedes A € SLy(Z) gilt,
denn:

Wir nehmen nun an, dass y := gx € SLy(Z)x N Q fiir ein ¢ € H, dann ist
SLy(Z)y = SLy(Z)x und somit SLy(Z)y N # (), aber

SLy(Z)yn© € U g@)n=40,
YEQ geSLo(Z)
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weswegen |SLo(Z)x N Q| = 0 fiir jedes z € H gilt.
Es bleibt nur noch zu zeigen, dass SLy(Z)x N Q # 0 fiir jedes = € H gilt.

Sei x € H. Wir haben im Beweis von Lemma 5.2 fiir A € SL2(Z) bereits
folgendes nachgerechnet:

Im(z)

Im(Az) = ————
m(4z) lez + d|?

wobei (c,d) die zweite Zeile von A sei. Sei nun ((¢n, dy))s die Folge aller Paare
in Z x Z, die als zweite Zeile einer Matrix in SLy(Z) auftauchen, wobei kein

Paar mehrfach auftreten soll. Da ((1) _dl) fiir jedes d € Z und (i (1)> fiir
jedes ¢ € Z in SLy(Z) liegen, sind die beiden Komponenten (¢y,), und (dy,), in

der Folge ((¢y, dy))n unbeschrinkt. Daher gilt

lenx +dp| — o0
n—oo

Dies bedeutet aber, dass es zu 71 € N ein ng € N existiert, sodass |cpz + dg| <
|enx + dy,| fiir jedes n > ng. Wir setzen nun

lcox + do| := min({|epz +dn| | n € {1,....;n0}} U{|crz + drl})

Nun gibt es nach Definition unserer Folge ((cy, dn))n eine Matrix A € SLy(Z),
sodass (cg,dp) die zweite Zeile von A ist. Sei B € SLs(Z). Dann gibt es ein
n € N, sodass (c,,d,) die zweite Zeile von B ist. Per Definition gilt dann
|cox + do| < |enx + dy,|. Daraus folgt, dass

_ Im(x) Im(x)
eox +dol2 T |enx 4 dy|?

Dies heifit, dass Im(Axz) = max {Im(gx)}. Wir definieren nun & := Az. Wir
g€SLa(Z)

Im(Ax) = Im(Bx).

1
kénnen annehmen, dass & € {z € H | |[Re(z)| < 5} Andernfalls kann man T'

geeignet oft auf & anwenden, wobei T'(z) := z + 1. Man bedenke hierbei, dass
Im(7T'(2)) = Im(z) fiir jedes z € C gilt. Wir betrachten nun S(z) := —% in
SLy(Z). Es gilt Im(Sz) = |z|~2Im(z) fiir jedes z € H. Demnach ist Im(S(z)) >
Im(z), falls |z| < 1. Nun ist aber Im(&) > Im(S(Z), weshalb || > 1. Das heifit:
Az € SLy(Z)3 N Q, woraus folgt, dass SLy(Z)E N Q # 0. Da z und & auf
demselben Orbit liegen, gilt SLy(Z)E = SLy(Z)x.

So ergibt sich: SLy(Z)z N Q # 0. O

Ausgehend von diesem Fundamentalgebiet €2 kann man sich iiberlegen, dass
H/PSLy(Z) hombomorph zu C ist. Nach geeigneter Verformung unseres Fun-
damentalgebiets sicht man schnell, dass © homdomorph ist zu C \ {co}. Die
komplexe Ebene C wiederum ist hombomorph zu @\ {o0}, woraus sich ergibt,

24



5 KLEINSCHE KURVE

dass C homoomorph ist zu H/PSLs(Z). Einen Beweis dafiir, dass H/PSLs(Z)
homéomorph zu C ist, kann man in Kapitel 6 des Buches [Don11] nachlesen.

5.3 Exkurs: Algebraische Topologie

Sei Y eine Riemannsche Flidche. In diesem Exkurs wollen wir beweisen, dass
zu einer nicht-konstanten eigentlichen holomorphen Abbildung F' : Y — C eine
kompakte Riemannsche Fliche Y und eine holomorphe Abbildung F:Y > C
existieren, sodass Y C Y, Fj, = F und F~!(c0) = Y \Y. Fiir den Beweis dieser
Aussage bendtigen wir Kenntnisse aus der Uberlagerungstheorie. Mit diesem
Satz kénnen wir im letzten Abschnitt dieser Bachelorarbeit beweisen, dass sich
X, kompaktifizieren ldsst. Wir werden die meisten Sétze dieses Abschnitts oh-
ne Beweis angeben. Den grofiten Teil dieses Abschnitts haben wir dem Buch
[Mir95], Kapitel II11.4, von Rick Miranda entnommen, jedoch stammen einige
Bemerkungen und die ersten beiden Definitionen dieses Abschnitts aus dem
Buch [Donl1] von Simon Donaldson.

Sofern nicht anders angegeben sei V' eine Riemannsche Fliche und U ein topo-
logischer Raum.

Definition 5.17. ' : U — V heifit lokaler Homdomorphismus, falls je-
des p € U eine Umgebung W C U besitzt, sodass Fy,, : W — F(W) ein
Homdomorphismus ist.

Definition 5.18. FEine stetige Abbildung F : U — V heift Uberlagerung von
V, falls zu jedem v € V eine Umgebung W C V ezistiert, sodass F~1 (W) derart
als disjunkte Vereinigung offener Mengen U, C U geschrieben werden kann, dass
F, Uy — Wein Homéomorphismus ist. Falls U (einfach-)zusammenhdingend

ist, nennen wir F eine (einfach-)zusammenhédngende Uberlagerung von V.
Bemerkung 5.19.

(1) Offenbar ist jede Uberlagerung von V surjektiv.

(2) Uberlagerungen von V sind lokale Homéomorphismen.

(3) Jede Uberlagerung von V ist offen.

(4) Die Kardinalitit von F~1(v) hingt nicht von v € V ab. Wir definieren
daher den Grad deg(F) einer Uberlagerung F von V als die Kardinalitit
von F~1(v) fiir ein v € V. Falls der Grad von F endlich ist, nennen wir
F eine endliche Uberlagerung von V und es gilt, dass F eigentlich ist.

Beispiel 5.20.

(1) Seien X und Y Riemmansche Flichen. f : X — Y sei eine eigentliche
unverzweigte holomorphe Abbildung. Dann ist f eine Uberlagerung von Y.
Dies folgt aus dem Satz iiber die lokale Normalform und dass f~1(y) fiir
jedes y € Y endlich ist. Letzteres gilt, da f~1(y) diskret ist, weil f eine
nicht-konstante holomrphe Abbildung ist, weswegen f~1(y) als diskrete und
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kompakte Menge endlich ist. Die Kardinalitit von f~!(v) hingt nicht von
v € Vab, weil funverzweigt ist. Der Grad von f als eigentliche holomorphe
Abbildung entspricht genau dem Grad von f als Uberlagerung von Y.

(2) Sei f: X — Y biholomorph. Dann ist f eine Uberlagerung von Y.

(3) Seien X und Y kompakte Riemannsche Flichen. Jede nicht-konstante un-
verzweigte holomorphe Abbildung f : X — Y ist eine Uberlagerung von Y.
Diese Behauptung folgt aus denselben Grinden wie in (a) nur gilt hier,
dass f~1(y) deshalb endlich ist, weil f'(y) eine diskrete Teilmenge der
kompakten Menge X ist. Auch hier hingt die Kardinalitit von f=1 (v) nicht
von v € V ab, weil f unverzweigt ist.

Bemerkung 5.21. Die Relation:
F:USV~F :USVe3dG: UsU Homéomorphismus:F oG=F
definiert auf der Menge
{F:U — V| U topologischer Raum, F ist eine Uberlagerung von V}
eine Aquivalenzrelation.

Wenn wir von Aquivalenzklassen von Uberlagerungen von V' sprechen, dann
beziehen wir uns stets auf die Aquivalenzrelation, die wir in der Bemerkung
5.21 eingefiihrt haben.

Definition 5.22. Ein Weg in V ist eine stetige Abbildung v : [0,1] — V.
ist eine Schleife im Punkt xy, falls v(0) = v(1) = . Wir sagen dann, dass
eine Schleife mit Basispunkt xy ist. Sei ¢ € V. Zwei Schleifen 1 und ~vo mit
Basispunkt q heiflen homotop, falls eine stetige Abbildung G : [0,1] x [0,1] —
V existiert, sodass

o G(0,t) =~y (t) fir jedes t € [0,1]
o G(1,t) = yo(t) fiir jedes t € [0,1]
e G(s,0) = G(s,1) = q fiir jedes s € [0,1].
Dann nennen wir G eine Homotopie zwischen 1 und ~y2. Die Relation
Y1 ~ Y2 & 71 und s sind homotop

definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Schleifen in V mit Ba-
sispunkt q. Die Aquivalenzklassen beziiglich der oben definierten Relation nen-
nen wir Homotopieklassen. Die Fundamentalgruppe w1 (V,q) von V mit Ba-
sispunkt q ist die Menge aller Homotopieklassen zusammen mit der folgenden
Operation: Seien 1 und o Schleifen in V mit Basispunkt q

71 (2t) firt € [0,1]
1

® 20,1 =V, t—
M ® 7 (0] {72(215—1) fir t € [1,1]
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Auf 71 (V,q) definieren wir nun: [y1] @ [y2] = [11 @ 72].

Das folgende Beispiel haben wir dem Buch [Donl1] von Simon Donaldson ent-
nommen.

Beispiel 5.23. (vgl. [Donll], S.46

(a) Falls V gleich C oder eine Scheibe in C ist, so ist w1 (V,q) fiir jedes g € V
trivial.

(b) Falls V gleich C\ {0} oder eine punktierte Scheibe in C ist, dann ist
m1(V,q) ismorph zu Z fiir jedes q € V.

Bemerkung 5.24. Jede Uberlagerung F : U — V von V besitzt die Weg-
Liftungseigenschaft. Dies bedeutet, dass fir jeden Weg v : [0,1] — V und
jeden Punkt p € F~1(v(0)) ein Weg 7 in U existiert, sodass 7(0) = p und
Fod =~.% ist dann der Lift von v bzgl. F mit Startpunkt p.

Satz 5.25. Es existiert eine universelle Uberlagerung Fy : Uy — V von V,
sodass:

o Uy ist einfach-zusammenhdngend.

o Fulls F’O : UE) — V eine einfach-zusammenhingende Uberlagerung von V
ist, dann sind Fy und FO dquivalent.

o Sofern F': W — V eine zusammenhdingende Uberlagerung von V ist, exis-
tiert genau eine Uberlagerung G : Uy — U von U, sodass Fy = F o Gj.

Bemerkung 5.26. Der letzte Punkt im obigen Satz beschreibt die Universa-
litdtseigenschaft von Fy.

Definition 5.27. Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe von G.
Wir nennen dann {rHz=' | x € G}, mit zHz~! := {xha~! | h € H}, die
Konjugationsklasse von H in G.

Fortan sei ¢ € V und Fy : Uy — V eine universelle Uberlagerung von V' wie sie
in Satz 5.25 beschrieben wurde.

Die Fundamentalgruppe 71 (V, ¢) induziert Homéomorphismen g : Uy — Up, so-
dass Fyog = Fy. Wir sagen dann, dass 71 (V, q) auf Fy wirkt. Jetzt skizzieren wir,
wie 71(V, q) solche Homéomorphismen induziert. Die folgenden Erlduterungen
stammen aus [Mir95], S.85: Sei p € F,; ' (¢q). Wiihle eine Schleife v in V mit Ba-
sispunkt ¢ und ein v € Uy. Wéhle nun einen Weg o von u nach pg in Uy. Dann
ist Fp o ein Weg in V| der in Fp(u) startet und in ¢ aufhért. Betrachte nun
den Lift 4 von v bzgl. Fy, der in p startet und den Lift 8 des zu Fj o v inversen
Weges —Fp o a bzgl. F, der in 4(1) beginnt. Fiir 8(1) gilt: 8(1) € F, ' (u).

Mit mehr Kenntnissen aus der algebraischen Topologie kann man zeigen, dass
B(1) nur von w und der Homotopieklasse [vy] abhingt. Wir setzen 8(1) := [v] - u.
Die Abbildung g : Uy — Uy, u — [v] - u, ist ein Homdomorphismus, fiir den
Fy o g = Fy gilt. Dies definiert eine Gruppenwirkung von 71 (V) ¢) auf Fp.
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Die Wirkung von 71 (V, ¢) auf Fy erhilt die Fasern von Fy. Zudem ist Uy /71 (V, q)
homéomorph zu V ist. Gegegben sei eine Untergruppe H von 71 (V, ¢). Die eben
definierte Gruppenwirkung kénnen wir auf eine Wirkung von H auf F|, ein-
schriinken. Die kanonische Projektion m : Uy — V ist eine Uberlagerung von
V. Tatsiichlich hat jede zusammenhingende Uberlagerung von V diese Form.
AuBerdem sind je zwei zusammenhingende Uberlagerungen 71 : Uy J/H — V
und 7o : Up/Hy — V von V genau dann dquivalent, wenn sie derselben Konju-
gationsklasse angehéren, d.h. Hy = [y]|Ha[y] ™Y, [v] € m1(V,q).

Sei nun eine zusammenhiingende Uberlagerung F : U — V von V gegeben.
Wiihle ein p € F~1(g) und die Untergruppe H := {[y] | [v] € #(V,q), [v]-p = p}
von 7(V,q). Die Untergruppe H hingt von p ab, jedoch ist die Konjugations-
klasse von H unabhéngig von p. Aus der Art und Weise wie H gewihlt wurde
folgt, dass der Grad von F gleich dem Index von H in 71 (V, ¢) entspricht. Daher
folgt:

Satz 5.28. Sei V eine Riemannsche Fldche und q € V ein Basispunkt, dann
gibt es eine 1-1 Korrespondenz zwischen:

o Aquivalenzklassen zusammenhingender Uberlagerungen F : U — V von V
e Konjugantionsklassen von Untergruppen von w1 (V,q).

Sei F : U — V eine zusammenhéngende Uberlagerung von V mit Grad d € N.
Dies bedeutet, dass jeder Punkt in p € V genau d Urbilder hat und aus unseren
Uberlegungen folgt, dass der Index einer Untergruppe H von m;(V, q) gleich d
ist, falls ' zu H korrespondiert. Setze nun F~1(q) := {x1,...,74}. Jede Schleife
v in V mit Basispunkt ¢ kann zu genau d Pfaden ~1,....,74 geliftet werden, wobei
4; der Lift von « bzgl. F ist, der in x; startet. Dies bedeutet: ¥;(0) = x; fiir
jedes i € {1,...,d}. Auch die Endpunkte von 7; liegen in F~1(q), da Fo ¥; = v;
und ~; eine Schleife mit Basispunkt ¢ ist. Das heifit, dass 7;(1) = «; fiir ein j €
{1,...,d} ist. Es gilt auch, dass {7; | i € {1,...,d}} = {z1,...,xq}. Setze §;(1)
:= T, (;). Die Funktion o ist eine Permutation der Elemente {1,...d}. Man kann
zeigen, dass o nur von der Homotopieklasse von v abhéngt. So erhélt man einen
Gruppenhomomorphismus

P ’/Tl(V,Q) - Sd7
wobei Sy := {0 | o ist eine Permutation der Menge {1, ...d}}.

Definition 5.29. Wir nennen den obigen Gruppenhomomorphismus p : m (V,q)
— Sy die Monodromiedarstellung einer Uberlagerung F : U — V von V mit
endlichem Grad d.

Definition 5.30. FEine Untergruppe H von S, heifit transitiv, falls es zu jedem
Paar (i,j), i, € {1,...d,}, ein o € H gibt, sodass o (i) = j.

Lemma 5.31. Das Bild der Monodromiedarstellung p : m (V,q) = Sq einer
endlichen zusammenhdngenden Uberlagerung F : U — V von V ist transitiv.
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Wir werden nun die Monodromiedarstellung einer nicht-konstanten holomor-
phen Abbildung F' : X — Y zwischen kompakten Riemannschen Flédchen dis-
kutieren. Man vergleiche die folgenden Erkldrungen mit [Mir95], S.87-89.

F ist im Allgemeinen keine Uberlagerung von Y, da F eventuell Verzweigungs-
punkte besitzt. Sei R C X die Menge der Verzweigungspunkte von F' und B :=
F(R). Da X kompakt ist, sind sowohl R als auch B endlich. Setze V =Y \ B
und X \ R. Dadurch, dass wir alle Verzweigungspunkte von F in X und dass wir
alle Punkte in Y entfernt haben, deren Urbilder moglicherweise Verzweigungs-
punkte sind und dass F' eine nicht-konstante holomorphe Abbildung zwischen
kompakten Riemannschen Flichen ist, ist die Restriktion Fj, : U — V eine
Uberlagerung von V' mit endlichem Grad d. Demnach hat diese Uberlagerung
eine Monodromiedarstellung p : m(V,q) — Sgq. Wir nennen p die Monodro-
miedarstellung von F. Die offene Menge U ist zusammenhéngend, weil X zu-
sammenhingend ist, weswegen das Bild von p nach Lemma 5.31 eine transitive
Untergruppe von Sy ist. Wir konnen diesen Vorgang aber auch umkehren.

Sei V' eine Riemannsche Fldche und wihle ¢ € V' als Basispunkt. Zudem sei
ein Gruppenhomomorphismus p : 71 (V, q¢) — Sq gegeben, sodass das Bild von p
eine transitive Untergruppe von S, ist. Wir fixieren nun einen Index, z.B. 1 und
setzen H := {[y] € m1(V,q) | p([1])(1) = 1}. H ist eine Untergruppe von 71(V,q)
mit Index d. Nach der vorangegangenen Diskussion korrespondiert zu H eine
zusammenhiingende Uberlagerung F, p U, — V von V. Nach Konstruktion ist p
die Monodromiedarstellung von F,. Auf analoge Weise wie Miranda in [Mir95]
beweist, dass C/T" eine Riemannsche Fliche ist, wobei I' C C ein Gitter ist,
kann man zeigen, dass man auf U, auf eindeutige Weise eine komplexe Struktur
definieren kann, sodass U, eine Riemannsche Flache und F), holomorph ist.

Satz 5.32. (vgl. [Mir95], S. 86) Sei F : U— A eine endliche zusammenhdingende
Uberlagerung, wobei A := {z € C | 0 < |z| < 1}. Dann ist U isomorph zu ei-
ner punktierten Kreisscheibe und es existieren holomorphe Koordinaten w auf
A und z auf U, sodass F durch w = 2 fiir ein N € N gegeben ist.

Beweis. Seiq € A. Fy: H — A, z + exp(2miz), ist eine universelle Uberlagerung
von A. Nach Satz 5.28 korrespondiert die Aquivalenzklasse von F zu einer Kon-
jugationsklasse einer Untergruppe G von m1(4A,¢q). Demnach ist es fiir unse-
ren Beweis hinreichend, die Aussage des Satzes fiir jede zusammenhéingende
Uberlagerung zu testen, die zu einer Untergruppe in m; (A, q) korrespondiert.

Die Homéomorphismen, welche durch die Elemente aus 1 (4, ¢) induziert wer-
den, sind die Abbildungen 7, (z) = z + n, n € Z. Wie in Beispiel 5.23 erwihnt,
ist m (A, q) = Z. Demnach sind alle Untergruppen in 71 (4, ¢) nach Identifika-
tion in Z von der Form NZ.

N = 0: NZ ist isomorph zur trivialen Untergruppe von (A, q) und diese
triviale Untergruppe korrespondiert zu Fy. Der Grad von Fj ist unendlich.

N = 1: In diesem Fall ist N7 isomorph zu 71(A, ¢) und die zugehorige zu-
sammenhéngende Uberlagerung ist die Identitét auf A.
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N > 2: Sei G die Untergruppe in 71(4,q), die zu NZ korrespondiert. Aus
unserer obigen Bemerkung folgt, dass H/G = H/f ', wobei Ty die Gruppe
ist, die durch Ty, Tv(2) = z+ N, erzeugt wird. Sei Fly : H/T~N — Adiezu G
gehorige zusammenhingende Uberlagerung. Die Menge Dy := ¢(H), o(z) =

exp(Q’;Viz), ist eine punktierte Kreisscheibe. Die 27i Periodizitit der Expo-

nentialfunktion garantiert die Wohldefiniertheit von ® : H/Tx — Dy, [2] —

exp(%). Zudem ist ® per Konstruktion surjektiv und dass ® injektiv ist, ist

klar. Daher ist ® biholomorph. Damit haben wir gezeigt, dass H/ T isomorph
zu einer punktierten Kreisscheibe ist. wy = exp(%) ist eine holomorphe Ko-
ordinate auf Dy und z sei hierbei die holomorphe Koordinate auf H, welche
durch die Identitdt auf H definiert ist. Sei wy die holomorphe Koordinate auf
A, welche durch Fpy definiert ist. Nach Definition der Gruppenwirkung von
71(A, q) bzw. H auf Fy gilt: Fy([z]) = Fy(2) fiir jedes [z] € H/Ty. Es folgt
so, dass die zusammenhingende Uberlagerung Fy o ®~' : Dy — A durch
wy = wy gegeben ist. Insgesamt folgt so, dass eine holomorphe Koordinate

zy auf H/T existiert, sodass Fy durch w; = z% gegeben ist.
O

Bemerkung 5.33. Die Aussage gilt natiirlich auch fiir zusammenhdingende
Uberlagerungen von {z € C |0 < |z — zo| < r} fiir r >0 und 2z € C.

Satz 5.34. (vgl. [Mir95], S. 90) Sei Y eine kompakte Riemannsche Fliche, B
C Y eine endliche Teilmenge, V := Y\ Bund q € V. Sei auflerdem p : 71 (V,q)
— Sq ein Gruppenhomomorphismus, sodass das Bild von p eine transitive Un-
tergruppe von Sq ist. Dann existiert eine kompakte Riemannsche Fliche X, und
eine holomorphe Abbildung F : X, — Y, sodass p die Monodromiedarstellung
von F ist.

Beweis. GemiB Satz 5.28 existiert zu p eine zusammenhingende Uberlagerung
F:U, = V von Grad d. Wie bereits erwahnt, kann man auf eindeutige Weise
eine komplexe Struktur auf U, definieren, sodass U, eine Riemannsche Fliche
und F' holomorph ist. Wir betrachten nun einen Punkt b € B.

Sei W C'Y eine Umgebung von b, sodass W \ {b} isomorph zu einer punktierten
Kreisscheibe ist. Falls W klein genug ist, konnen wir F~1(W \ {b}) derart in
disjunkte offene Mengen (Uj)je 7, J eine endliche Indexmenge, zerlegen, dass
Fj = F|l77 : Uj — W\ {b} eine Uberlagerung von W \ {b} ist. Dies ist moglich,

weil F eine Uberlagerung von V ist. Da F}; eine endliche zusammenhéngende
Uberlagerung einer punktierten Kreisscheibe ist, ist nach Satz 5.32 U ; isomorph
zu einer punktierten Kreisscheibe und es existiert eine holomorphe Koordinate
w auf W \ {b}, eine holomorphe Koordinate u; auf U; sowie m; € N, sodass F
eingeschrankt auf (jj durch w = u;n7 gegeben ist. Man bemerke, dass wir stets
dieselbe Koordinate w auf W \ {b} nehmen. Falls notwendig, kénnen wir W
weiter verkleinern, sodass W in einer Koordinatenumgebung von Y enthalten
ist.
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m.

Nun miissen wir die Locher in (jj stopfen. Da F}; durch w = u; 7 gegeben ist

und Uj isomorph zu einer punktierten Kreisscheibe ist, kénnen wir nach dem
Riemannschen Hebbarkeitssatz F; auf eindeutige Weise holomorph zu einer Ab-
bildung Fj : U; — W fortsetzen, sodass U; C U;, wobei U; eine nicht-punktierte
Kreisscheibe sei, F|Uj = F; und Fj(p) = b, wobei {p} = U; \ Uj.

Auf diese Weise konnen wir in jedem Punkt in B vorgehen und kénnen so, in-
dem wir alle einzelnen Fortsetzungen miteinander kombinieren, eine holomorphe
Fortsetzung F:X » — Y von F konstruieren, wobei per Konstruktion natiirlich
U, C X, gilt.

Es gilt zudem, dass X, kompakt ist, denn betrachte Z := Y \ W. Die Menge
Z ist kompakt, da Y kompakt und W offen ist. F~!(Z) C X, ist kompakt,
da F eine Uberlagerung mit endlichem Grad und Z kompakt ist. Nun ist X o
die Vereinigung der Zs und der Abschliisse der Ujs und demnach als Vereini-
gung endlich vieler kompakter Mengen kompakt. Basierend auf der Weise wie
F konstruiert wurde, ist p offensichtlich die Monodromiedarstellung von F [

Korollar 5.35. Sei X eine Riemannsche Fliche und F : X — C eine nicht-
konstante eigentliche holomorphe Abbildung. Dann existiert eine kompakte Rie-
mannsche Fliche X und eine holomorphe Abbildung F : X — C, sodass X C
X, ﬁ"x = Fund F'({c}) = X \ X. Zudem ist der Grad von F gleich dem
Grad von F.

Beweis. Sei d := deg(F'). Da F eigentlich ist, ist die Menge der Verzweigungs-
punkte R von F endlich. Setze U := X \ R und V' \ F(R). U und V sind
Riemannsche Flichen, da R und F(R) endlich sind. F}, : U — V ist dann
eine Uberlagerung von V mit endlichem Grad d ist. Sei p : m(V,q) — Sy die
Monodromiedarstellung von F'. Da C kompakt ist, kann man nun auf die exakt
selbe Weise wie in Satz 5.34 eine kompakte Riemannsche Fliche X und eine
holomorphe Abbildung F : X — C von Grad d konstruieren, sodass X C X,
F| . = Fund F~'(00) = X \ X. Letzteres ergibt sich unmittelbar aus der Kon-

struktionsweise von F, die im Beweis von Satz 5.34 beschrieben wurde. O
Bemerkung 5.36.
(i) Wir nennen F eine Fortsetzung von F.

(i) Die Bedingung, dass F eigentlich ist, ist fiir diesen Beweis zentral, weil sie
garantiert, dass R endlich und dass F|,, eine endliche Uberlagerung ist.

Nach diesem kurzen Exkurs kénnen wir anfangen, die Modulkurven zu konstru-
ieren.

5.4 Existenz von Yp

Mit Satz 5.34 haben wir fast alles, was wir ben6tigen, um zu zeigen, dass sich
X, kompaktifizieren lésst. Bevor wir dies in diesem Abschnitt beweisen, werden
wir ein paar Worte iiber freie Gruppenwirkungen verlieren. In diesem Abschnitt
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orientieren wir uns an Kapitel 7.2.4 aus dem Buch [Donl1] von Simon Donald-
son.

Definition 5.37. Sei G eine Gruppe, die auf eine Menge X wirkt. Wir nennen
diese Gruppenwirkung fret, falls gilt:

VeeX:gt=2 = g=ce

Ein Beispiel fiir eine freie Gruppenwirkung ist die Gruppenwirkung von I',, auf
H fiir jede Primzahl p. Wir werden den Beweis nur fiir Primzahlen fiihren,
die grofer sind als 3, denn in den Fiillen p € {2,3} muss man bei der folgen-
den Rechnung noch eine Fallunterscheidung machen, was an dieser Stelle nicht
zielfithrend ist, da wir uns nur fiir die Riemannsche Fliche X, interessieren.

Lemma 5.38. (vgl. [Donll1], 5.39) Seip > 5 eine Primzahl, dann wirkt T, frei
auf H.

Beweis. Sei z € Hund A = ch Z , wobei ad — bec = 1 und entweder b = ¢ =
Omodpund a =d=1mod poder b=c=0mod pund a =d = —1 mod p
gilt. Es gelte zudem:

az+b

cz+d

Falls ¢ = 0, ist entweder A € {F,—FE} oder oo ist die einzige Losung dieser
Gleichung in C und hat somit keine Losung in H. Im Falle, dass ¢ # 0, kénnen
wir die obige Gleichung zu

cz2+(d—a)z—b=0

umformen und diese Gleichung ist genau dann lésbar, wenn die Diskriminante
(d — a)? + 4bc negativ ist. Nun gilt aber:

(d— a)? + 4bc = d? + 2ad + a® — 4ad + 4bc = (d + a)? — 4

wobei man bedenkt, dass ad - bc = 1 gilt. Damit die Diskriminante negativ ist,
muss |d — a| < 2 gelten. Sofern p > 5, ist dies nicht moglich. Insgesamt folgt,

+2 impliziert, dass A € {E,—E} = [E] € PSLy(Z).

az
dass z =

Damit wirkt I, frei auf H. O

Bemerkung 5.39. Es sei hier erwdhnt, dass I'y, auch im Fall p € {2,3} frei
auf H wirkt.

Nun haben wir alle Daten beisammen, die wir benotigen, um zu beweisen, dass
sich X, kompaktifizieren l&sst.

Satz 5.40. Sei p > 5 eine Primzahl. Dann existiert eine Riemannsche Fliche

X,, sodass X, C X,. Das Geschlecht g von X, ist durch die folgende Formel
gegeben:
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(r—6)@*—1)

24 '
Beweis. Wir erinnern uns daran, dass wir in Abschnitt 5.2 notiert haben, dass
ein Homéomorphismus ¢ : H/PSLy(Z) — C existiert. Wir kénnen fordern,
dass ¢(PSLy(Z)i) = i und ¢ (PSL2(Z)p) = p. Andernfalls kann man eine
Mobiustransformation « wihlen, sodass

a(W(PSLa(Z)i)) = i und a(¥(PSL2(Z)e)) = o.

g=1+

a ot wire dann nach wie vor ein Homéomorphismus von H/PSLy(Z) nach C.
Auflerdem haben wir zu Beginn dieses Kapitels gezeigt, dass I', ein Normalteiler
von PSLy(Z), weswegen G := PSLy(Z)/T), eine Gruppe ist.

Nach dieser kurzen Erinnerung kénnen wir uns dem Beweis von Satz 5.40 wid-
men. Wir werden diesen Beweis in fiinf Schritten durchfiihren:

(1) Die Abbildung
m: G x Xp — Xp, (Fp og,th) g Fpg(h)’

I'yog:={yog |~y eT,},ist wohldefiniert. Zudem ist diese Abbildung eine
effektive, holomorphe und eigentlich diskontinuierliche Gruppenwirkung
auf X,. Daraus ergibt sich nach Satz 3.1, dass X,,/G eine Riemannsche
Flache und die kanonische Projektion m : X, — X, /G holomorph ist.
Zudem gilt mult,(7) = |G,| fiir jedes p € X,. Fiir die Aquivalenzklassen
in X,,/G gilt:

[[ph] ={(Tpog) -Tph|ge€ PSLa(Z)} = {Tpg(h) | g € PSL2(Z)}.

@0 =Y.y

(3) ©:X,/G — H/PSLy(Z), [I'ph] — PSLy(Z)h, ist ein Homdomorphismus.

(4) F:=1¢o®or: X, — C ist eine nicht-konstante eigentliche holomorphe
Abbildung.

(5) Nach Korollar 5.35 existiert nun eine Fortsetzung F: X, — C von F.
In diesem Schritt werden wir alle Verzweigungspunkte von F' samt ihrer
Multiplizitdten bestimmen. Die Aussage des Satzes folgt dann unmittelbar

aus der Hurwitz-Formel. Fiir den Beweis dieser Formel verweisen wir auf
das Werk [Mir95] von Rick Miranda.

Schritt 1: m : G x X}, — X, ist wohldefiniert und eine effektive, eigentlich
diskontinuierliche und holomorphe Gruppenwirkung auf X,,.

‘Wohldefiniertheit:
Sei I'yvh € X, und I'yog =Ty og € G. Demnach existiert ein v € I',, sodass

g =7yog. Esgilt: (T,0g)-(Cph) =T,g (h) =Ty(y0g)(h) = Tpg(h).

P

Sei nun T,k € X, sodass Tyh' = T'yh, dann gibt ein v € T, sodass b’ = ~y(h).
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Fiir jedes g € PSLy(Z) gilt goT', =T, 0g, wobei goT',, := {go~y |y € ', }, weil
', ein Normalteiler von PSLs(Z) ist. Dies impliziert, dass ein 4 € X, existiert,
sodass g oy =4 o g. Nun gilt

(Tpog) - (Tph') = Tpg(h') = Tp(g 0 7)(h) = Tp((3 0 9)(h)) Ly (g(h)).

Dementsprechend ist die oben definierte Abbildung wohldefiniert. Offensichtlich
handelt es sich hierbei um eine Gruppenwirkung von G auf X,,.

jeT,

Effektiv: Angenommen, es gibt ein nichttriviales Element I', o g, das heifit,
dass I', o g # I'yo [E] und somit g ¢ T'y, sodass (I'y o g)(T',h) = T'ph fiir alle
h € H gilt. Dies impliziert, dass zu jedem h € H ein v, € I', existiert, sodass
(vn 0 g)(h) = h. Da g ¢ T'p, jedoch v, € T', und I', eine Gruppe ist, folgt,
dass v, 0 g ¢ I'p, also insbesondere v, o g # [E] gilt. Das heifit, dass jedes
Element in H einen nichttrivialen Stabilisator in PSLo(Z) besitzt. Jedoch wirkt
PSLy(Z) holomorph und eigentlich diskontinuierlich auf H, weshalb die Menge
der Elemente in H, die einen nichttrivialen Stabilisator in PSL2(Z) besitzen,
nach Lemma 3.7 diskret ist. Es folgt so, dass H eine diskrete Menge ist, was ein
Widerspruch ist.

Eigentlich diskontinuierlich: Es gilt G = PSLy(Z/pZ) und PSLy(Z/pZ) ist
endlich, weshalb auch G endlich ist. Da G, wie soeben nachgewiesen, zusétzlich
effektiv auf den Hausdorff-Raum X, wirkt, wirkt G nach Bemerkung 2.17 ei-
gentlich diskontinuierlich auf X,.

Holomorph:

Sei T'p 0 g € G. Wir definieren ¢, : X, = X,,, I';vh — I'pg(h) und 7 : H —
Xp, h = T'p. Sei I'yh € X,,. Da I', frei auf H wirkt, ist der Stabilisator von
h in I'y, trivial. Zudem wirkt I', eigentlich diskontinuierlich und holomorph auf
H. Daher gibt es nach Bemerkung 3.6 eine Umgebung U von h und eine offene
Menge V' C X,,, sodass ¥ :=7|, : U — V, u — I'pu, ein Homdomorphismus ist.
Fiir Tpu € V liegt ¥~1(I'pu) in Ipu und wir schreiben U1 (Tpu) := u* € U.
Des Weiterem definieren wir g : H — H, z +— gz. Nun haben wir:

(T o g) (U™ (Tpu)) =7 (g(u")) = Lpg(u*) = Tpg(u) = g (Tpu).

Die vorletzte Gleichung gilt, weil die oben definierte Gruppenwirkung wohlde-
finiert ist. 7, § und ¢! sind holomorph, was bedeutet, dass ¢, = To jo ¥~!
als Verkettung holomorpher Abbildungen auf V' holomorph also insbesondere in
I',h holomorph ist. Da I',h beliebig gewahlt wurde, ist ¢, holomorph auf X,.
Somit folgt, dass die oben definierte Gruppenwirkung holomorph ist.

Das oben gezeigte impliziert, dass X,/G eine Riemannsche Fliche und die ka-
nonische Projektion 7 : X, — X,/G holomorph ist. Zudem gilt mult,(7) = |G,|
fiir jedes p € X,,.
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Schritt 2: |G| =N

o |GLx(Z/pZ)| = (p* — 1)(p? — p): Jeder Vektor v € (Z/pZ)? auBer dem
Nullvektor ist fiir die erste Spalte einer Matrix in GLy(Z/pZ) geeignet.
Das heifit, man hat p? - 1 als Wahl fiir den ersten Spaltenvektor. Fiir
den zweiten Spaltenvektor kann man jeden Vektor aus (Z/pZ)? \ span(v)
withlen. Dies heifit, es stehen fiir den zweiten Spaltenvektor p? - p Vektoren
zur Verfiigung. So ergibt sich |GL2(Z/pZ)| = (p* — 1)(p* — p)

det

o SLy(Z/pZ) = Ker(GL2(Z/pZ) — (Z/pZ)*) und |(Z/pZ)*| = p—1. Nach
2 2
dem Satz von Lagrange gilt, dass |SLs(Z/pZ)| = % = (p*—1)p.

e Da Z/pZ = SLy(Z/pZ)/{~E, E}, gilt |PSLy(Z/pZ)| = EF22.

Schritt 3: @ ist ein Hom6omorphismus.

Wir betrachten die folgenden Abbildungen:
o j: X, > H/PSLy(Z), Tyh — PSLy(Z)h
o 7:H — H/PSLy(Z), h — PSLy(Z)h

m:Xp = X,/G und 7 : H — X, seien weiterhin die kanonischen Projektionen.
Wir wollen zeigen, dass ® ein Homéomorphismus ist. Dazu zeigen wir zunéchst,
dass ® wohldefiniert ist:

[th] = [th ]
= 3dl,0g¢€ G:th/ =(pog) -Tyh=T,g(h)
= v(g(h)) = h' fiir ein v € r,
— PSLy(Z)h = PSLy(Z)h'.
Die letzte Implikation gilt, da v o g € PSLo(Z). Jetzt beweisen wir, dass @
injektiv ist.
®([[,h]) = ®([T,h])
— PSLy(Z)h = PSLy(Z)h'
— gh="Hh fiir ein g € PSLy(Z)
— (Tyo0g)- (Tph) = Tp(gh) =Tl
— [[ph] = [Tph'].

Offensichtlich ist ® sujektiv und mit dem eben gezeigten bijektiv.

Dass j wohldefiniert ist, ergibt sich aus der Tatsache, dass I';, eine Untergruppe
von PSLy(Z) ist. Wir zeigen nun, dass j stetig ist. Sei O C H/PSLy(Z) offen.
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j71(0) C X, ist nach der Definition der Quotiententopologie auf X, genau

dann offen, wenn 7 !(j71(0)) C H offen ist. Die Menge

7H(7H0)) ={heH|T,h e j71(0)}
={heH|j(Tph) € O}
={h e H | PSLy(Z)h € O} = 7 1(0)

ist offen, denn 7 ist stetig. Dies bedeutet, dass j = ® o 7 stetig ist.

Sei V.C H/PSLy(Z) offen. (® om)~1(V) = 7= 1(@~1(V)) C X, ist offen, weil
® o7 stetig ist. Aus der Defintion der Quotiententopologie auf X,,/G folgt, dass
®~1(V) offen und somit ® stetig ist. Daher ist ® ein Homdomorphismus.

Schritt 4: F ist eine nicht-konstante eigentliche holomorphe Abbildung.

® und ¢ sind Homéomorphismen, weshalb ¢ o ® : X,,/G — C eine komplexe
Karte ist. Da 7 holomorph auf X,/G und nicht-konstant ist, ist auch F =
(® o %) o holomorph und nicht-konstant auf X,/G. Die Verzweigungspunkte
von F' sind genau die Verzweigungspunkte von 7w bzw. f := ® o 7w, denn
und ¢ sind Homéomorphismen. Zudem gilt aus demselben Grund: mult,(7) =
mult, (f) = mult,(F) fiir jedes p € X,.

Wir werden zeigen, dass f eigentlich ist, woraus sich ergibt, dass F' eigentlich
ist, weil F' = 9 o f und 9 eigentlich ist, denn 9 ist ein Homdomorphismus. Sei
also K C H/PSLy(Z) kompakt. Zu zeigen ist, dass f~1(K) C X, kompakt ist.
G besitzt genau N Elemente. Wir wihlen aus jeder der N Aquivalenzklassen
[, o g] einen Reprisentanten g; € PSLy(Z) aus. g1, ..., gn sei die Liste dieser
Repriisentanten. Wir zeigen jetzt, dass X, = Uieqy vy 7(9:(2)) gilt.

Sei I',h € X,,. Da Q ein Fundamentalgebiet der Gruppenwirkung von PSLy(Z)
auf H ist, existiert ein w € Q, sodass PSLy(Z)h = PSLy(Z)w und somit h = gw
fiir ein g € PSLy(Z). Nun gibt es ein i € {1,..., N}, sodass g; ein Repriisentant
von I', 0 g € G ist. Dies bedeutet, dass I', o g = I', 0 g; und somit

Lph =Tpg(w) = (Fp 0 g)(Tpw) = (Ip 0 gi) (Ipw) = I'pgi(w) € T(g:(€2)).

Nun ist f~1(K) N 7(g;(Q)) fiir jede kompakte Teilmenge K C H/PSLy(7Z)
kompakt. Somit ist

U riena@@)=r"en J 7 @@)

ie€{l,...,N} i€{l,...,N}
= fTHE)NX, = fTHK)

als Vereinigung endlich vieler kompakter Mengen kompakt. Dies bedeutet, dass
[ eigentlich ist. Daher ist auch F' eigentlich. Nach Korollar 5.35 existiert eine
Fortsetzung F' : X,, = C von F.
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Schritt 5: Bestimme die Verzweigungspunkte mit ihren Multiplizitdten von F

Fiir p € X, gilt mult,(F) = mult,(F) = mult, (7). Nun zeigen wir, dass 7 nur
in den Punkten I'yz mit € PSLy(Z)i U PSLy(Z)p verzweigt. Da mult,(7) =
|Gp|, werden wir uns mit den Stabilisatoren von p € X, in G befassen.

Sei x € H\ (PSL2(Z)i U PSLy(Z)o). Wie wir bereits gezeigt haben, haben
nur die Elemente in PSLy(Z)i U PSLo(Z)p nichttriviale Stabilisatoren in
PSLy(Z). Sei nun I'y, o g € G so gewahlt, dass (I, 0 g)(I'yz) = (I'px). Dann
gibt es ein v € ', sodass (y o g)(x) = . Daraus folgt, dass v o g = [E] und
somit g € I'y. Dies bedeutet, dass I',x nur vom trivialen Element I', o [E] € G
fixiert wird. Das wiederum heift, dass I'yz kein Verzweigungspunkt von 7 ist.

Wir zeigen nun, dass |G, | = 2 fiir p, := T2, 2 € PSLy(Z)i und |G, | = 3 fiir
py =Ty, y € PSLy(Z)p gilt. Wir fithren den Beweis nur fiir die Elemente
aus PSLy(Z)i durch. Fiir PSLo(Z)p verlduft die Rechnung analog.

Sei @ € PSLy(Z)i. Wir wissen bereits, dass |PSLy(Z),| = 2. Wir setzen
PSLy(Z)y := {[E],g}. Da T, frei auf H operiert, muss § € PSLy(Z) \ T,
gelten. Sei nun I' o g € G, sodass (I, o g) - (Tpx) = I'yz. Demnach gibt
es ein v € T'p, sodass (y o g)(x) = z. Daher ist entweder v o g = [E] oder
vog = §. Das heifit, dass entweder g € I', oder v o g = g gilt, weshalb
Gp, = {T'p o [E], T, 0 g}. Das heifit, dass |G, | = 2.

Man bedenke fir den Beweis fir PSLy(Z)p, dass |PSLy(Z),| = 3 gilt. Ins-
gesamt ist R = {[[pz],[[py] | « € PSLy(Z), y € PSLy(Z)} die Menge der
Verzweigungspunkte von 7.

Wir zeigen nun, dass deg,(m) = N fiir jedes ¢ € X,,/G gilt, woraus sich N =
deg(F) = deg(F) ergibt. Sei ¢ := T'yh € X,,. Im Beweis von Korollar 3.9 haben
wir nachgerechnet, dass mult, (7) = mult, () fiir jedes x,y € 7=*([q]) gilt.

Y |G| =77 ([aDl|Gql = |Gql|Gq| = 1G] = N

zem=([q])

degyy) () Satz 3.1
Indem man die Gleichung |77!([¢])||G4| = N umstellt, erhilt man |7~!([¢])| =
% fiir jedes [q] € X,. Dies heifit, dass |7r_1([Fpi~])| =S und |77 1([T,0)| = &
Wir haben somit alle Verzweigungspunkte von F' samt ihrer Multiplizitéten in
X, bestimmt. Nun miissen wir die Verzweigungspunkte von F' in X, \ X, mit
ihren Multiplizitéten ermitteln. Bedenke, dass F(X, \ X,) = {oco}. Sei also
A:={z € C||z| > 2}. Dann ist A eine Umgebung von co.

Wir wissen, dass ﬁ'fl(A) durch m offene Mengen Uy, ,...,U,, iiberdeckt wer-
den kann, wobei U; C X, fiir jedes ¢ homdomorph zu einer punktierten Kreis-
scheibe ist. Dies bedeutet aber, dass jeder Punkt in Fﬁl(oo) ohne Multipli-
zitéat gezéhlt m Urbilder hat. Unsere Gruppenwirkung impliziert, dass N durch
m geteilt wird, weshalb sich insgesamt ergibt, dass jeder Punkt in F ~1(o0)
Multiplizitét % hat. Wir wissen, dass #(Q) = H/PSL(Z) und haben in Ab-
schnitt 5.2 festgehalten, dass H/PSLy(Z) homdomorph zu C ist. Demnach
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gibt es eine Teilmenge A" C Q, sodass ﬁ(A/) hom6omorph zu A ist. Es folgt,
dass F~1(A) C Uieqi,...ny 7(g:A'), wobei jedes g; € PSLy(Z) eine andere
Aquivalenzklasse in G repriisentiert. Nun seien p unserer Repriisentanten die
Aquivalenzklassen der Abbildungen z — z +i := H;(z), wobei i € {0,...,p—1}.
Die Menge
M := U H;(A)
1€{0,....,p—1}

bildet eine zusammenhéngende Menge in H und die Abbildung z — 2 +p €I’}
identifiziert die beiden vertikalen Grenzen von M, woraus folgt, dass M eine
einzige punktierte Kreisscheibe in X, iiberdeckt. F~1(A) wird duch N Mengen

tiberdeckt und jeweils p davon iiberdecken genau eine punktierte Kreisscheibe,
woraus folgt, dass m = % und die Multiplizitdt von jedem Punkt in F'~!(co)

ist p. Zusammengefasst hat F

N 2 -1

°c 5 = % Verzweigungspunkte der Ordnung 2,
N 21

° 3= % Verzweigungspunkte der Ordnung 3,
N p?2-1 .

° — = 5 Verzweigungspunkte der Ordnung p.
p

Mit dem Satz von Hurwitz ergibt sich die Gleichung

1 2 p-1
20-2=N[-—24+-+24+E277),
g ( +o gt p)
(p—6)(p*—1)

O
24

Wenn man die Gleichung umstellt, ergibt sich g =1 4
Die kompakt Riemannsche Fliche X7 nennen wir die Kleinsche Kurve. Gem8
unserer Formel ist diese Fliche von Geschlecht 3. Wir haben in unserem Be-
weis gezeigt, dass PSLo(Z/7Z) = PSLy(Z)/T7 holomorph auf X, wirkt. Dies
bedeutet, dass jedes Element aus PSLqo(Z/7Z) eine biholomorphe Abbildung
X7 — X7 induziert. Die Elemente aus PSLy(Z/7Z) induzieren jeweils ver-
schiedene Abbildungen, weil PSLy(Z/7Z) effektiv auf X7 wirkt. Wir haben

bereits nachgerechnet, dass die Kardinalitit von PSLo(Z/pZ) gleich @
ist. Das heifit, dass PSLo(Z)/T'7 genau 168 Elemente besitzt. Demnach hat die
Automorphismengruppe von X mindestens 168 Elemente. Gleichzeitig wissen
wir dank Hurwitz, dass |[Aut(X7)| < 84(3 — 1) = 168 gilt. Daras folgt, dass

|Aut(X7)| = 168. Somit ist X7 eine Hurwitz-Kurve.
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