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1 FEinleitung

1 Einleitung

In dieser Arbeit untersuchen wir Periodengebiete von polarisierten Tori vom Index k.
Wir setzen einen Schwerpunkt darauf, Unterschiede zwischen dem Fall der Abelschen
Varietdten, also £ = 0 oder £ = ¢, und dem Fall 0 < k < ¢ herauszuarbeiten. Man
kann jedem polarisiertem Torus vom Index k, nach Wahl einer symplektischen Basis, eine
Matrix aus der Menge Cj,(Spe,(R)) der symplektischen komplexen Strukturen vom Index
k zuordnen. Andersherum definiert jede Matrix aus dieser Menge einen polarisierten Torus
vom Index k. Zwei Matrizen in Cj(Spay(R)) definieren genau dann zueinander Isomorphe
Tori, wenn sie sich um eine Matrix aus Spy,(Z) unterscheiden. Ziel dieser Arbeit ist es,

die folgenden beiden Satze zu beweisen:

e Der topologische Raum C}(Spa,(R))/Sp2y(Z) ist genau dann hausdorff’sch, wenn
0<k<yg.

o Cy(Spag(R)) ist eine komplexe Mannigfaltigkeit und besitzt genau dann eine nicht-

triviale, kompakte, komplexe Untermannigfaltigkeit, wenn 0 < k < g.

Wir fangen damit an, einige elementare Resultate zu Homomorphismen zwischen kom-
plexen Tori zu beweisen. In Kapitel Drei fithren wir die Grassmann’sche Mannigfaltigkeit
Gr(C™) ein. Wir zeigen dass sie ein topologischer Hausdorff-Raum ist, und konstruieren
dann eine komplexe Struktur auf ihr. Zuletzt verwenden wir eine komplexe Untermannig-
faltigkeit B, C Gr,(C*) um die Menge aller Aquivalenzklassen von Tori zusammen mit
der Wahl einer Basis zu parametrisieren.

Im vierten Kapitel fithren wir Polarisierungen vom Index k& auf komplexen Tori ein. Die-
ses Mal betrachten wir komplexe Tori als (R, .J)/Z? mit einer komplexen Struktur .J.
Wir untersuchen, wann ein solcher Torus eine Polarisierung vom Index k zulédsst, und
bezeichnen die Menge aller dieser Strukturen mit Cy(Spe,(R)). Dann zeigen wir, dass
man diese Menge ebenfalls als Quotient der symplektischen Gruppe betrachten kann. Am
Ende des Kapitels zeigen wir, dass man Cj(Spo,(R)) die Struktur einer komplexen Man-
nigfaltigkeit verleihen kann. Dazu betrachten wir eine Untermannigfaltigkeit H,, C B,
der Grassmann’schen, und zeigen, dass man diese als den selben Quotienten schreiben
kann.

In Kapitel Finf zeigen wir, dass der Quotient Cj(Spay(R))/Spey(Z) genau dann ein
Hausdorff-Raum ist, wenn wir im Fall der Abelschen Varietdten sind. Dazu bendtigen
wir diverse Resultate, welche wir spater im Beweis verwenden.

Im letzten Kapitel beweisen wir, dass H,; genau dann eine kompakte, komplexe, nicht-
triviale Untermannigfaltigkeit besitzt, wenn 0 < k < g. Dazu betrachten wir das Bild der
kompakten Menge K := Spyy(R) N Ogy(R) unter der kanonischen Projektion. Zunéchst

beweisen wir, dass dies eine reelle Untermannigfaltigkeit ist, und dass die Dimension im
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Fall der indefiniten Polarisierungen echt grofler als Null ist. Dann zeigen wir, dass es sich
tatsdchlich um eine komplexe Untermannigfaltigkeit handelt, indem wir den Tangenti-
alraum explizit berechnen, und zeigen, dass dieser ein komplexer Untervektorraum des
Tangentialraums von H, j, ist.

Kapitel Zwei basiert auf den ersten Seiten von [CAV]. Die Konstruktion der Grass-
mann’schen in Kapitel Drei ist angelehnt an [FG, Seite 212], der Nachweis der Hausdorff-
Eigenschaft ist in Eigenarbeit entstanden. Abschnitt 3.2 sowie Kapitel Vier und 5.3 ver-
wenden hauptsichlich [CT] als Quelle. Abschnitt 5.1 basiert auf [DiG]. Kapitel Sechs ist
Eigenleistung des Autors.

2 Isomorphie komplexer Tori

2.1 Lineare Algebra

In dieser Arbeit werden wir einige Resultate und Notationen aus der linearen Algebra
verwenden. Diese werden wir an dieser Stelle kurz anfithren. Die Beweise lassen sich im
Buch [LA, Kapitel 5] finden.

Definition 2.1. Sei A eine Matriz. Wir definieren (A);; als den Eintrag in der i-ten Zeile
und der j-ten Spalte von A.
Die n x n Matriz E,, mit (E,);; = 6;j, 0 das Kronecker-Delta, nennen wir die Einheits-

matrix.

Im folgenden sei V' immer ein endlichdimensionaler C-Vektorraum mit Basis
B := (v1,...,v,) und W ein endlichdimensionaler R-Vektorraum mit Basis
C = (wy,...,wy).
Definition 2.2. Sei f : W xW — R eine Abbildung. Wir sagen, fist eine Bilinearform,

falls f(z,y) linear in x bei festem y und linear in y bei festem x ist.

Definition 2.3. Sei f : V x V — C eine Abbildung. Wir sagen, f ist eine Sesquiline-

arform, wenn gilt f(z,w) ist C-linear in w bei festem z und
fAz1 + 20,w) = Xf(21,w) + f(29,w) fiir alle \ € C.

Fine Sesquilinearform nennen wir hermitesch, falls f(v,w) = f(w,v) gilt.

Definition 2.4. Sei f eine Bilinearform. Wir definieren die Matriz fc mit (fo)i; =
f(w;, w;) als die darstellende Matrix von f beziglich der Basis C.

Definition 2.5. Sei f eine Sesquilinearform. Wir definieren die Matriz fg mit (fg)i; ==

f(vi,vj) als die darstellende Matriz von f beziglich der Basis B.

Definition 2.6. Sei R ein K-Vektorraum mit Basis E := (rq,...,7,). Dann lasst sich
jedes r € R eindeutig darstellen als r = A\yry + - -+ + Ay Wir definieren:

b5 R— K"
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r:)\lr1+---+)\nrn}—>()\1,...,)\n)
Wir nennen rg := ¢g(r) den Vektor r dargestellt beziiglich E.

Satz 2.7. Sei f eine Bilinearform, dann gilt f(z,w) = 2L fowe V(z,w) € W x W.

Sei f eine Sesquilinearform, dann gilt f(z,w) = zZ5" fpwp V(z,w) € V x V.

Satz 2.8. [BLA, Seite 280] Sei f eine hermitesche Form. Dann sind alle Eigenwerte reell.
Sei k die Anzahl der positiven Eigenwerte, | die Anzahl der negativen Figenwerte, jeweils
mit Vielfachheiten gezdhlt, und m die Vielfachheit des Eigenwertes 0 der Matriz fg.

Dann sind die Zahlen k,l,m eindeutig durch f bestimmt, also unabhdngig von der Wahl

der Basis. Es existiert eine Basis X von V', sodass

E, 0 0
Jx=10 —-E 0
0 0 0

Selbiges gilt fiir symmetrische Formen auf W .

Definition 2.9. Mit der Notation oben, nennen wir die Zahl ind(f) := 1 den Index von
f. Wir nennen f nicht-ausgeartet, falls m = 0 gilt.

2.2 Komplexe Tori

Sei V' ein g-dimensionaler C-Vektorraum und I' ein diskreter, freier Z-Untermodul vom
Rang 2¢g. Dann nennen wir die Quotientengruppe X := V/I" einen komplexen Torus
und I" nennen wir ein Gitter. Die Gruppenwirkung von I' ist holomorph, frei und eigent-
lich diskontinuierlich (vgl. [FG, Seite 206]), und somit ist X eine zusammenhangende,
komplexe Mannigfaltigkeit. Die kanonische Projektion 7w : V' — V/T" ist die universelle
Uberlagerung (vgl. [Top, Seite 174]).

9
Wahlen wir Basen (eq, ..., e,) von V und (Ay, ..., Agy) von I', und schreiben A; = > 7;:e;,
j=1
Y1 Y129
dann nennen wir die Matrix IT = | ... ... | Periodenmatrix von X. Fir
Y1 -+ g2
V = C9 und (ey,...,e,) die Standardbasis, ist die Periodenmatrix die Matrix, welche

die Gitterbasis als Spalten hat.

Lemma 2.10. Eine Matriz 11 € Mat,y2,(C) ist genau dann die Periodenmatric eines
komplexen Torus, wenn die Matriz P := E invertierbar ist. I bezeichnet hierbei die
eintragsweise komplex konjugierte Matrix.

Beweis. 11 ist Periodenmatrix, falls ihre Spalten R-linear unabhéngig sind. Das bedeutet,

per Definition, dass, fiir + € R?9, gilt [lx = 0 = z = 0. Angenommen die Spalten von II
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sind R-linear abhingig. Dann existiert ein 0 # x € R?I N ker(IT). Daraus folgt Iz = 0
und Iz = Iz = [z = 0 = 0, also x € ker(P). P ist also nicht invertierbar.

Sei umgekehrt P nicht invertierbar. Dann existiert ein 0 # x + iy € C9 mit [I(z + iy) =
0 = Tl(z +iy). Aus 0 = T(x +iy) = (x — 4y) folgt auch 0+0 = [(z +iy +x —iy) = 2z
und 0 = ill(x + iy — (x — iy)) = —2Ily, also z,y € ker(II) NR%*. Da x # 0 oder y # 0,

folgt hieraus, dass Il keine R-linear unabhéngigen Spalten hat. O
Nun untersuchen wir holomorphe Abbildungen zwischen komplexen Tori.

Definition 2.11. Seien X, Xy komplexe Tori. Wir nennen eine holomorphe Abbildung
f X1 — X, einen Homomorphismus (von Lie-Gruppen), wenn sie zusdtzlich ein

Gruppenhomomorphismus ist.
Fiir ein 2o € X nennen wir die Abbildung t,, : X — X, 2z — 2z + x¢ eine Translation.

Satz 2.12. Seien X = V/I" und X' = V'/T" komplexe Tori und sei h : X — X' eine
holomorphe Abbildung. Seien w bzw. ' die zugehdrigen Projektionen (etwa w:V — V/T,
v ov+T).

a) Die Abbildung f :=t_p( o h ist ein Homomorphismus mit h(z) = f(x) 4+ h(0)

b) Es gibt genau eine C-lineare Abbildung F :V — V' mit 7’ o F = fom. Sie erfillt
F) Cr.

Beweis. Wir betrachten das Diagramm: y/_ Iy

Kl

X 1o x
Da V' eine universelle Uberlagerung von X' ist, lisst sich die Abbildung f o 7 eindeutig
zu einer stetigen Abbildung F': V' — V’ mit F(0) = 0 und 7’0o F' = fom heben (vgl. [Top,
Seite 160]). Da 7', eingeschrankt auf gentigend kleine offene Mengen, eine Parametrisierung
fir X darstellt, ist F' selbst wieder holomorph. Da fom(v+ A) = fonw(v) fur alle A € T’
gilt, folgt auch F(v + \) — F(v) € ker(n') = I". Deswegen ist die stetige Abbildung
V—->T"v— F(v+ \) — F(v) konstant (da I" diskret ist). Zusammen mit F'(0) = 0 folgt
hiermit, dass F(v+ A) = F(v) + F()) fur alle A € I';v € V. Somit sind alle partiellen
Ableitungen von F' 2g-fach periodisch, und nach dem ersten Satz von Liouville (vgl. [F1,
Seite 258]) konstant. Daher ist F' affin linear, und aus F'(0) = 0 folgt somit, dass F

C-linear und f ein Homomorphismus ist. O

Definition 2.13. Mit der Notation oben nennen wir F' die zu f assoziierte Abbildung.

3 Das Periodengebiet aller Tori

In diesem Abschnitt wollen wir die Menge aller komplexen Tori bis auf Isomorphie parame-

trisieren. Dazu definieren wir die Grassmann’sche Mannigfaltigkeit, und zeigen zunéchst,
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dass diese tatséchlich eine komplexe Mannigfaltigkeit ist. Dann wéhlen wir eine Teilmen-
ge der Grassmann’schen, und ordnen jedem ihrer Elemente einen komplexen Torus zu.
Andersherum konnen wir jedem Torus V/T', nach Wahl einer Basis von I', mit seinen

Periodenmatrizen eindeutig ein Element der Grassmann’schen zuordnen.

3.1 Die Grassmann’sche

Definition 3.1. Wir definieren Gri(C™) als Menge aller k-dimensionalen Untervektor-
raume von C", und nennen es die Grassmann’sche Mannigfaltigkeit.

Weiterhin definieren wir St(k,n) := {A € Matyx,(C)| Rang(A) = k} als die Stiefel
Mannigfaltigkeit.

Zunéchst finden wir eine Topologie auf Gr(C™). Wir bemerken, dass
Matgxn(C) \ St(k,n) durch das verschwinden aller & x k-Minoren gegeben ist, und des-
wegen abgeschlossen ist. Daher ist St(k,n) offen als Teilmenge von M atgy,(C). Sei nun
U € Grg(C") beliebig und sei B = (vy,...,v;) eine Basis von U, v; = (v}, ...,v!"). Dann

1st

on vio )
Ag = | =1|: | € St(k,n). Andererseits konnen wir jedem Element von
Uk vp o ol

St(k,n) einen k-dimensionalen Untervektorraum von C" zuordnen, indem wir das Erzeug-
nis seiner Zeilen betrachten. Zwei Matrizen Ay, Ay € Gry(C") beschreiben genau dann den
selben Untervektorraum von C”, falls eine Basiswechselmatrix G € Gl (C) existiert, mit
Ay = GA,. Die Abbildung Gl (C) x St(k,n) — St(k,n), (G, A) — GA ist offensichtlich
eine stetige Gruppenwirkung. Wie wir oben gesehen haben, existiert eine bijektive Ab-
bildung zwischen St(k,n)/GIl.(C) und Gri(C"), sie ist gegeben durch [S] — Bild(ST).
Indem wir St(k,n)/Gl,(C) mit der Quotiententopologie ausstatten(vgl. [Top, Seite 31]),
induziert diese Abbildung eine Topologie auf Gr(C™). Ab sofort bezeichnet Gry(C") den
topologischen Raum mit der soeben definierten Topologie, und wir identifizieren Gry(C")
mit St(k,n)/Glp(C).
Fiir eine komplexe Mannigfaltigkeit benotigen wir einen Hausdorff-Raum mit abzahlbarer
Basis. Die Existenz einer abzahlbaren Basis folgt sofort daraus, dass St(k, n) als Teilmenge
von Matyy.,(C) eine abzéhlbare Basis besitzt, und daraus, dass die Projektionsabbildung,
wie wir gleich sehen werden, offen ist. Der Beweis der Hausdorff-Eigenschaft ist etwas
aufwendiger.
Wir definieren zunédchst die Menge aller Multiindizes
Lim = {1 = (ir,...,i) € N | 1 <y <y < - < i <n}. Sei A€ St(k,n) be-
liebig. Dann besitzt A mindestens eine invertierbare k x k-Untermatrix, d.h. es existiert
ayiy ... Q14

ein I € I, mit A; := : : € Glx(C). Sei P; € Gl,(C) eine Permuta-

Akiy - Ak
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tionsmatrix, welche diese k Spalten mit den ersten k Spalten vertauscht, also AP; =
(AIVL), A; € Matyyn—k(C). Wir definieren Vi := {A € St(k,n) | A; € Gl(C)}.
Die [-te Spalte von GA hangt nur von der [-ten Spalte von A ab, aber nicht von den
@ren. Daher gilt fiir alle G € Gl(C) und alle A € St(k,n) : (GA); = GA; und

(GA), = G(A;). Insbesondere ist also V7 invariant unter Multiplikation mit GI;(C). Fiir
7 : St(k,n) — St(k,n)/Gl,(C), A [A] folgt somit: 717 (V;) = V7.

Lemma 3.2. FEs gilt:

1) Fir G € Gl(C) ist die Abbildung A — GA ein Homdéomorphismus auf St(k,n).
2) Die kanonische Projektion 7 : St(k,n) — St(k,n)/Gl(C) ist offen.
8) Die Mengen Uy := w(V;) sind eine offene Uberdeckung von Gry,(C") = St(k,n)/Gl;,(C).

4) Jedes U € Uy := U, i) besitzt einen eindeutigen Reprasentanten der Form (Ey|B).

.....

Beweis. 1) Die Stetigkeit ist klar. Die Inverse ist gegeben durch A — G1A.

2) Sei U C St(k,n) offen. Per Definition der Quotiententopologie, ist 7(U) offen, genau

dann wenn 7 !'7(U) offen ist. Allerdings ist 7~ '7x(U) = U g¢U. Da die Multi-
g€GI(C)
plikation mit g ein Homéomorphismus ist, sind alle Mengen gU offen, und somit ist

7 17w(U) offen als Vereinigung offener Mengen.

3) Die Mengen V; sind durch das Nichtverschwinden eines k x k-Minoren gegeben, und
somit offen. Mit 2) folgt dann, dass die U; offen sind. AuBerdem haben wir bereits

oben gesehen, dass jedes Element von St(k,n) in mindestens einer Menge V7 liegt.

4) Sei U = [(A]A)] € U, beliebig. Nach Voraussetzung ist A invertierbar, also ist
auch A~'(A|A) = (Ey|A~'A) cin Reprisentant von U. Seien (Ei|A) und (Ei|B)
zwei Repréisentanten von U. Dann existiert ein g € Gl(C) mit (Ex|A) = g(Ek|B).
Insbesondere gilt also gFEy, = Ej woraus g = FEj, folgt, und damit auch A = B.

[

Lemma 3.3. Sei O C Mat,,_,xx(C) offen.
Dann ist die Menge [(Eg|O)] := {[(Ek|o)] € Gri(C") | o € O} ebenfalls offen.

Beweis. Sei O € Mat,_xx(C) offen. Wir betrachten die Abbildung;:

p: U1 — Matgy, 1(C)
[(Ex]A)] — A

Nach obigem Lemma ist diese Abbildung wohldefiniert, und [E;|O] = »~!(O). Es bleibt
also nur noch zu zeigen, dass sie stetig ist. Per Definition der Quotiententopologie ist diese
genau dann stetig, wenn @ o : Vi — Mat,_«x(C) stetig ist. Diese Abbildung ist aber
gegeben durch p o m(A|B) = A7 B, und somit stetig. O
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Nun koénnen wir beweisen, dass Gr(C") ein Hausdorff-Raum ist.
Satz 3.4. Gry(C") ist ein Hausdorff-Raum.

Beweis. Seien U # V' € Gri(C") gegeben. Wir betrachten zuerst den Fall, dass U und
V' in der selben Menge U; liegen. Nach Umnummerierung der Spalten kénnen wir anneh-
hausdorff’sch ist, existieren offene Mengen Oy, 0y C Mat, _xx(C) mit A € Oy, B € O,
und O; N Oy = (. Dann sind die Mengen [(Ex|O;)] und [(Ex|O2)] disjunkte, offene Umge-
bungen von U bzw. V.

Betrachten wir nun den anderen Fall, dh. U € U; \ Uy und V € U; \ U fir ein
I € Ij,. Sei s die Anzahl linear unabhéngiger Spalten in den ersten k Spalten eines
Représentanten von V, d.h. fir V' = [(A|B)] ist s = RangA. Nach moglicher Um-

nummerierung der Spalten konnen wir eindeutige Reprasentanten von U und V fin-

E, 0 E, 0 . ~
den mit U = @ f und V = n & . Seien nun U =
0 Eps az [Bo 0 7 Es &
E, 0 a f - E, % 0 ¢ - .
Ojl ﬂf und V = ’~Y1 5} beliebige Elemente, welche eine
0 Eps Gz o 0 % Ers &

solche Darstellung besitzen. Angenommen U = V', dann existiert ein

b
g = (“ d) € Gl(C) mit a € Matys(C),b € Matsy—s(C),c € Matp_sxs(C),d €

Es, 0 & f E, % 0 ¢ E, E,
Maty_sxr—s(C) und Ojl @1 =g :Yl 53 .Ausg =
0 Eyps Qo [ 0 ¥ Eps & 0 0

folgt a = F5 und ¢ = 0. Weiterhin folgt aus

Es b)Y () _ [(n+0%) [0
0 d ’72 d’?2 Ek—s 7
dass 7, invertierbar ist mit 45 ' = d. Damit erhalten wir aus der Bedingung
E, b 0 I R Y 651
0 %) \Brs) \%') \az)
dass @&, = A5 '. Definieren wir nun

1
H o= {a € Maty_srrs(C)| | det(a)| < 2}.

Dann haben wir soeben bewiesen, dass die Mengen

Es 0 Ma'tsxk—s((:) Matsxnfkf(kfs) (C) und
i 0 Ekfs H Matkfsxnfkf(kfs) (C) ]
(B, Matey o(C) 0 Matew i bo(C) \]
atexie—s(C) atsxn—k-(-5)(C) disjunkt sind. Nach Lemma (3.3)
L 0 H Ek—s Matk—sxn—k—(k‘—s) (C) ]
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sind sie auch offen. O

Kommen wir nun zur komplexen Struktur:
In Lemma (3.2) haben wir gesehen, dass (Uj)sep,,, eine offene Uberdeckung von Gry,(C")
ist. Auflerdem sind die Abbildungen

X[IU[ — Mathn_k((C)
(AlADPY = ATYA,

fur alle I € I, stetig, denn X;om : Vi — Matyx,—i(C) ist gegeben durch A — Al_lflf und
das invertieren einer Matrix ist eine stetige Funktion. An dieser Stelle sollte bemerkt wer-
den, dass die Wahl von P; nicht eindeutig ist, allerdings liefern uns verschiedene Wahlen
von P; dquivalente komplexe Atlanten, da eine Vertauschung von Spalten eine biholomor-
phe Abbildung in Matyy,_,(C) ist.

Damit die Menge (U, X1)rer, ,, ein komplexer Atlas ist, muss nur noch gezeigt werden,
dass die Kartenwechselabbildungen X; o X; ' holomorph sind. Sei A € X;(U; N U;) C
Matyy,—(C) beliebig. Dann ist

Xy (XTHA) = Xs([(BA)PY)
= X,((Ex|A) P PP M)

—_——

= (Bl AP P ) (Bl A) PPy,

ein Polynom in den Koeffizienten von A, und somit holomorph. Somit haben wir Gr(C")
die Struktur einer komplexen Mannigfaltigkeit verlichen.

Wir werden nun noch eine weitere Charakterisierung der Grassmann’schen im Fall £ = g
und n = 2g angeben. Wir betrachten fir ein U € Gr,(C%) die lineare Abbildung
2y C¥ — C%9/U gegeben durch z(v) = v + U. Wenn wir eine Basis von V := C%9/U
wiahlen, ist die Darstellungsmatrix von zy ein Element von Mat,x2,(C). Nach der Trans-
formationsformel fir Basiswechsel (vgl. [LA, Seite 158]) gehoren zwei Matrizen A, A’ ge-
nau dann zur selben Abbildung zy, falls eine Basiswechselmatrix g € GIl,(C) existiert
mit A = gA’. Somit konnen wir die Menge {2 : C¥ — C*/U| U € Gr,(C%»)} auch
mit St(g, 2¢)/Gl,(C) und somit mit der Grassmann’schen identifizieren. Allerdings ist die
Abbildung U — zy nicht die Identitat.

Satz 3.5. Die Abbildung

St(g,29)/Gly(C) —  St(g,29)/Gly(C)

Ul—>ZU

ist bitholomorph.

10
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Beweis. Sei U = [A] € St(g,29)/Gl,(C) beliebig. Wir kénnen, nach Umnummerierung
der Spalten, annehmen, dass U € U, , also U = [(E,|A)]. Definieren wir den Vektorraum
V := Spanc(€gi1, ..., €41q), € ist der i-te Einheitsvektor, dann gilt U & V = C*. Damit
ist (eg41+ U, ..., €414+ U) eine Basis von C*/U. Sei A = (a;;), dann gilt

g g
e; = e+ Zaijegﬂ — Zaijegﬂ 1<:1<g und
j=1 j=1
€U
ej = ¢ g+l<j<g+y
und somit
zu(e)) = —anlegrr +U) — - —alegryg+U) 1<i<gund

2u(egri) = egri+U g+1<g+i<g+g.

Beziiglich der Basis (e,11+U, . .., e,1,+U) ist 2y also gegeben durch die Matrix (—AT|E,).
Wenn wir die Abbildung U — 2y mit den richtigen Karten verkntipfen, erhalten wir somit
die Abbildung A — — AT, was offenbar biholomorph ist. O

Sei U = [A] € Gry(C*¥) und 2y = [B]. Dann gilt U = Bild(A") = ker(B). Wir
definieren U := {u € C%| u € U} als das komplex Konjugierte von U. Sei (vy,...,v,)
eine Basis von U, dann ist (vy,...,7,) eine Basis von U, es gilt somit [A] = [A]. Analog
definieren wir Ziy := 2. Aus dem Beweis von Satz (3.5) folgt, dass dies ebenfalls durch

komplexes Konjugieren der Darstellungsmatrix erfolgt.

A
Sei B, := {[A] € Gr,(C%)]| det ([1) # 0}. Die Bedingung

det (g) = det(AT]AT) # 0

bedeutet Bild(AT)® Bild(A”T) = €%, und ist somit unabhingig von der Wahl des Repri-
sentanten. Fiir ein Element U = [(E,|A)P; '] € Gry(C¥) ist U € B, < det(ImA) # 0,

und somit ist B, nach Lemma (3.3) offen.

3.2 Das Periodengebiet aller Tori

Lemma 3.6. Es ist zy = [B] € B, genau dann wenn zygee : R? — C* /U ein R-linearer

Isomorphismus ist.

Beweis. Der Beweis ist sehr dhnlich zum Beweis von Lemma (2.10).
Sei zundchst zy € By. zyjpes ist genau dann ein Isomorphismus, wenn ker(zyres) =
UNR» = {0}. Sei also 2 € UNRY, dann ist auch 2 =z € UNRY C ker(z5) = ker(A).

11



3 Das Periodengebiet aller 'Tori

A
Daraus folgt auch = € ker (f_l) = {0}, also x = 0.

A _
Sei andererseits zy g2 €in Isomorphismus und sei z € ker (fl) = UNU. Dann existieren

uy,uy € U mit uy = Uy = x, und somit ist 2Re(uy) = up + Uz = uy +upy € U NR? = {0}.
Da U sogar ein C-Vektorraum ist, ist auch i(u; — ug) = 2Im(uz) € U NR?* = {0}, also

Im(ug) = 0. Daraus folgt 0 = us = Uy = x, was zu zeigen war. O

Fir jedes [B] = zy € B, ist also zy(Z*) ein Gitter in V := C¥/U, und X, :=
V/ 2y (Z*) ein g-dimensionaler komplexer Torus mit Periodenmatrix B. Andererseits kon-
nen wir jedem g-dimensionalem komplexem Torus eine Periodenmatrix zuordnen, und

nach Lemma (2.10) ist diese ein Element von B,.

Korollar 3.7. Jeder komplexe Torus ist (isomorph zu einem Torus) von der Form X,

fiir ein z € By. Wir nennen By das Periodengebiet aller Tori der Dimension g.

Die Interpretation eines Torus als Element von B, ist leider nicht eindeutig: Es kann

passieren, dass X, = X, , obwohl z; # 2 in B, gilt. Wir haben allerdings Folgendes:

Satz 3.8. Seien 21,29 € B,. Die Tori X,,,X,, sind genau dann Isomorph (als Lie-
Gruppen) , falls ein M € Glog(Z) existiert, mit z; = 2o M.

Beweis. Wir verweisen auf den Beweis von Lemma (4.12), welcher unter anderem auch

diesen Satz beweist. O

12
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4 Das Periodengebiet aller polarisierten Tori vom Index k

In diesem Kapitel mochten wir die Menge aller polarisierten Tori vom Index k parame-
trisieren. Dazu betrachten wir die Menge aller komplexen Strukturen auf R? und ordnen
jeder von ihr einen komplexen Torus zu. Dann untersuchen wir, wann ein solcher Torus
ein Polarisierung vom Index k zuldsst. Zum Schluss geben wir der Menge aller solcher

komplexen Strukturen die Struktur einer komplexen Mannigfaltigkeit.

4.1 Polarisierte Tori als komplexe Strukturen

Sei J € End(R*) eine komplexe Struktur auf R?, d.h. J o J = —Id. Dann ist das
Tupel (R?9,J) ein g-dimensionaler C-Vektorraum, und Z? ist ein Gitter auf diesem.
Xy = (R%,J)/Z* ist also ein komplexer Torus. Die Periodenmatrix dieses Torus ist

gegeben als die Matrix II, mit der das folgende Diagramm kommutiert.

R29 L v

b

R29 .y
Sei V' ein g-dimensionaler C-Vektorraum und I ein Gitter auf V.

Definition 4.1. Sei H eine nicht-ausgeartete hermitesche Form auf V. Wir nennen H

eine Polarisierung vom Index k, falls gilt:
e ind(H)=k.
e Der alternierende Anteil A :== ImH von H nimmt auf I' X I' nur ganze Zahlen an.

Wir nennen ein Paar (V/T', H) einen polarisierten Torus vom Index k.
Im Fallk = 0 oder k = g nennen wir das Paar (V/T', H) auch eine polarisierte abelsche

Varietat.

Definition 4.2. Seien (X, H), (X', H') zwei polarisierte Tori vom Index k, sei f : X —
X' ein Isomorphismus und sei F': V' — V' die zu f assoziierte Abbildung (vgl. Def.(2.13)).

Wir nennen f einen Isomorphismus von polarisierten Tori, falls f die Polarisie-
rung erhdlt, d.h. H(v,w) = H'(F(v), F(w)), v,w € V.

Die hermitesche Form H lasst sich aus ihrem alternierendem Anteil A := I'mH zurick-

gewinnen:

Lemma 4.3. Es gilt H(z,w) = A(iz,w) + 1A(z,w) und A(iz,w) = A(iw, 2).

13



4 Das Periodengebiet aller polarisierten Tori vom Index k

Beweis. Es gilt

A(iz,w) + iA(z,w) = ImH (iz,w) + ilmH (z,w)
= ImiH(z,w) + ilmH(z,w)
= ReH (z,w) + iImH(z,w) = H(z,w).

Daraus folgt

A(iz,w) = H(z,w) —iA(z,w) = H(z,w) —ilmH(z,w)

= ReH(z,w) = ReH(w, z) = ReH (w, z)
= H(w,z) —iImH(w, z) = A(iw, z).

[]

Es ist moglich, die Basis des Gitters I' so zu wahlen, dass die Darstellungsmatrix von

A eine besonders einfache Form hat.

Definition 4.4. Sei D eine Diagonalmatriz mit ganzzahligen, von null verschiedenen
Fintrdigen tq, ..., t,. Wir nennen D Elementarteilermatrix, falls gilt: t, teilt to,q fir
alle 1l < s <n.

Satz 4.5. [F2, Seite 394] Sei V' ein m = 2n-dimensionaler R-Vektorraum, sei ' C'V ein
Gitter und sei
A: T xT'—Z,

eine nicht ausgeartete alternierende Bilinearform tber Z. d.h.
a) Ala+b,¢) = A(a,c) + A(b, c),

b) Ala,b) = —A(b,a) ,

c) Ala,z) =0V €' = a=0.

Dann existiert eine Gitterbasis B = (w1, .. .,way,) von I' mit

0 D

A(wiij) = (—D 0

) V1<i,j<n
i

wobei D eine Elementarteilermatrix ist.
Beweis. Wir fithren eine Induktion nach m durch, wobei der Fall m = 1 mit dem Beweis
des allgemeinen Falls auch bewiesen wird. Fiir m > 0 zerlegen wir unser Gitter in

I'= Zw1 @Zujg @F/,

wobei gelten soll

0 t
1) Alw;,wj) = ( . ()1> fur i, je {1,2}
—1 -

27]
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4 Das Periodengebiet aller polarisierten Tori vom Index k

2) Die Einschrankung von A auf I' ist nicht ausgeartet und es gilt
Alw;,2)=0 Vzel'

3) t; teilt A(x,y) fir alle z,y € T".
Wenn wir das schaffen, konnen wir auf [V die Induktionsannahme anwenden und erhalten
eine Zerlegung

I' = Zw; @ Zwy ® - - - © Loy,

Ordnen wir die w; in der Reihenfolge wq,ws, ... ws,_1,ws, wy . .. wo, hat die darstellende

Matrix von A beziiglich dieser Basis die gewiinschte Form, es gilt ndmlich:

t falls w; = 2k, w; =2k + 1 firein 1 <k <n
A(wj,wj) = —t;,  falls wj =2k,w; =2k +1firein1 <k <n

0 sonst

Da A nach Z abbildet und nicht konstant Null ist, konnen wir zwei Vektoren wy, ws so
wahlen, dass t; := A(wy,wq) = —A(we, wy) echt groBer als Null und unter dieser Bedingung

minimal ist. Wir definieren
I":={x € T|A(w1,x) = A(ws,x) = 0}

I, w17, w7 schneiden sich paarweise nur in der Null. Thre direkte Summe ist also wohl-

definiert. Betrachten wir nun die Gruppenhomomorphismen
1, P2 - I' = Z

mit ¢1(z) := A(wy, ) und po(z) := A(wsq, x). Thre Bilder sind Untergruppen von Z und
somit zyklisch [Bo, Seite 21]. Da ¢; nach Konstruktion das vom Betrag her kleinste Element
der Bilder ist, ist es ihr Erzeuger. Alle Elemente sind also ganzzahlige Vielfache von ¢;.

Somit sind A(jll’x) und A(“;j’x) ganze Zahlen. Fur ein beliebiges x € I" betrachten wir

¥ =1 — 7A(w2,x)w1 - 7A(w1,x)w2‘
t1 t1
2/ liegt in I, denn
A A
Awy, ) = Alwy, z) — MA(wl,wl) —MA<W1,UJQ) = 0.
tl %/—’0 tl W_t
= =t
A(wa, 2") = 0 folgt analog.
A(w2,x)

Das heiflt, fiir jedes x € I" existieren ganze Zahlen z; (= ), zo mit

t1
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4 Das Periodengebiet aller polarisierten Tori vom Index k
x =2’ + z1w; + 2ows. Das bedeutet, dass gilt
F:Z(Ul@ZWQ@F,

Wir miissen nun noch die Bedingungen 1), 2) und 3) nachpriifen:

1) Folgt nach Definition von ¢; und der Tatsache, dass A alternierend ist, und deswegen
A(w;, w;) = 0 und A(wy,wp) = —A(wq,wy) gilt.

2)A(wj, z) = 0 Vz € I gilt nach Definition von I". Gébe es ein x € IV — {0}

mit A(z,2') = 0Vz' € IV, dann wiirde fiir jedes beliebige z = 2’ + zjw; + zowq € T gelten :

Az, 2 + 21w + 29w2) = A, 2") + Az, z1w1) + A, 20w2) = 0

A ware also auf I' ausgeartet, was es nach Voraussetzung nicht ist.
3) Angenommen es gabe x,y € 1", sodass A(x,y) nicht von t; geteilt werden wiirde. Dann

gabe es ein m € Z und ein 7 € Z mit 0 < r < t; mit A(z,y) = mt; + r. Dann gilt aber
A(—mwy + 2wy +y) = A(—mwy,w2) + 0+ 0+ A(z,y) = —mty + A(z,y) =1 < t1,

im Widerspruch zur Minimalitat von ¢;. O

Die Elementarteilermatrix D nennen wir auch den Typ von H. Eine Gitterbasis, beziiglich
0

D
der A von der Form [Ip := ( O) ist, nennen wir eine symplektische Basis fiir A

bzw. H. Die Menge
Spiy(R) := {M € Glyy(R)| M"IpM = Ip}

nennen wir die symplektische Gruppe. Man tberlegt sich leicht, dass dies tatsachlich

eine Gruppe ist.

a b

Lemma 4.6. Fir eine Matrizc M = ( d) € Matygxag(R) sind folgende Aussagen

c
dquivalent:

o M € SpQDg(R)

e " Dc = c"Da und "' Dd = d* Db und " Dd — ¢" Db = D

AT 0 D)\ (a by _ al T Dc¢  Dd
D o) \e d)]  \o" d") \-Da —Db

(aTDc —c"Da o' Dd — cTDb>

Bewess.

bV"'Dc — d"Da b'Dd — d* Db

16



4 Das Periodengebiet aller polarisierten Tori vom Index k

Die Bedingung ,M € Spj)(R)“ iibersetzt sich also in die vier Bedingungen
e o' Dc=c"Da
e a'Dd—c'Db=D
e 'Dc—d"Da=—-D
e b'Dd = d' Db

Die zweite und dritte Gleichung entstehen durch Transponieren auseinander, sie sind also

aquivalent. O

Lemma 4.7. Sei X; ein Torus und H eine zugehdrige Polarisierung vom Index k. Dann

qgilt:
o JTIp ist symmetrisch
o JeSph(R)
o indg(J'Ip) =2k

Beweis. Nach Lemma (4.3) gilt ReH (z,w) = A(iz,w) = A(Jz,w). In Termen von Dar-
stellungsmatrizen bedeutet dies, dass der Realteil von H beziiglich einer symplektischen
Basis durch die Matrix J7Ip gegeben ist. Da H hermitesch ist, ist ReH symmetrisch,

also ist auch JTIp symmetrisch.

Aus obigem folgt:
J'IpJ = ILJ? = (—=Ip)(—E,) = Ip,

also J € Sph,(R).

Da H den Index k hat, existieren C-Vektorraume V,, V_ mit
o dim¢cV_ =k
e Hv,v) >0 YveV,
e Hv,v) <0 Yvel_
e C/=(R¥,J)=V,pV_

Der Vektorraum V_ ist als reeller Vektorraum 2k-dimensional, und erfiillt
ReH(v,v) < 0 Vv € V_. In V, kann man analog argumentieren, also ist indg(ReH) =
indg(JTIp) = 2k. O
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Insbesondere ist der Index also eine Eigenschaft des Torus, und héngt nicht von der

Wahl der Polarisierung ab.

Betrachten wir die Menge
Cr(Sppy(R)) == {J € Spp,(R)| J*> = —Esy, indg(J"Ip) = 2k}.

Wir haben oben gesehen, dass jeder polarisierte Torus vom Index k£ und Typ D nach
Wahl einer symplektischen Basis ein Element aus C,(Spj,(R)) definiert. Sei umgekehrt
ein Element .J € Ci(Spj, (R)) gegeben, dann ist X; := (R*, .J)/Z* ein komplexer Torus.

Lemma 4.8. Sei J € C’k(Spéjg(R)). Die Abbildung Hjy, gegeben durch
Hj(v,w) = v J Ipw + iv" Ipw,

ist eine Polarisierung vom Index k und Typ D fir X; und die Standardbasis ist eine

symplektische Basis fiir H;.

Beweis. Hj ist offensichtlich R-bilinear, ihr Realteil ist symmetrisch und ihr Imaginérteil

ist alternierend. H; ist sesquilinear, da
Hj(iv,w) = Hy(Jv,w) = —v" Ipw +iv" J" Ipw = iH; (v, w),

und somit hermitesch. Sie ist nicht-ausgeartet und vom Index k, da ReH; durch die

Matrix J7Ip gegeben ist, welche nicht-ausgeartet und vom Index 2k ist. O

Damit haben wir also bewiesen, dass die Menge aller Aquivalenzklassen von polarisier-
ten komplexen Tori vom Index k£ und Typ D zusammen mit der Wahl einer symplektischen
Basis durch Cj(Spj,(R)) parametrisiert wird. Wir nennen C(Sp5)(R)) auch das Peri-
odengebiet fiir Objekte dieser Art.

Betrachten wir nun die stetige Gruppenwirkung;:

Spfg(R) X Ck(spg’g(R)) — Ck(Spgg(R))
(M,J) ~ MJM™*

Diese ist wohldefiniert:
MJIM 7 *MJIM ™' = MJIM ™ = M(—Ey)M ' = —E,,

und

(MIM NI =M Y J" M I, = (M YT g IpM—,

18
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die Identitat M*Ip = IpM~" ist dquivalent zur definierenden Bedingung von Sp} (R).
(MJM-Y)TTp entspricht also einem Basiswechsel der Bilinearform J?Ip, und hat somit
den selben Index. Damit ist die Matrix MJM ™" ebenfalls in Spj)(R) enthalten.

0 1 E, 0
Sei Jy := "1 mit I, = gk
—I; 0 0 -—E,

Satz 4.9.  a) Die Gruppe Spy,(R) wirkt transitiv auf Cy(Spi,(R)).

b) Der Stabilisator von Jo, also die Menge {M € Sp§ (R)| MJoM ™" = Jo}, ist gegeben
durch die Menge

—I.cl
Stab(Jy) = {(“ ke ’“) € Matayyay(C)

C Ika]k GTD]kCL + CTD]kb = D]k

a’De = ¢ Da }

Beweis. a) Seien J, J' € Ci(Sps,(R)) und seien H;, H); die dazugehérigen hermiteschen
Formen auf den C-Vektorraumen V; = (R%,.J) bzw. V; = (R*,J'), wie oben definiert.
Nach dem Satz zur Hauptachsentransformation (vgl. Satz 2.8) existieren C-Basen B =
(v1,...,0y), B" = (wy,...,w,) von V; bzw. V}, sodass die Darstellungsmatrizen von
H; und Hj als Sesquilinearformen jeweils durch die Matrix I gegeben sind. Sei ¢ die
eindeutig bestimmte, C-lineare Abbildung mit p(v;) = w; ¥ 1 < i < g. Per Konstruktion
erfiillt sie

Hjy(v,w) = Hy(e(v),p(w)) Yo,w e V. (1)

Sei M die Darstellungsmatrix von ¢, interpretiert als R-lineare Abbildung, beziiglich der
Standardbasen B = (ey,...,eq,) von R?. Da ¢ C-linear ist, kommutiert M mit der
Multiplikation mit ¢, welche beziiglich den Standardbasen jeweils durch die Matrizen J
bzw. J' gegeben ist, d.h. M.J = J'M, was aquivalent zu MJM ™! = J' ist.

Wir miissen nur noch zeigen, dass M € Sp%(]R). Dazu bemerken wir, dass (1) auch fiir
den Imaginérteil Im(H;) gilt, d.h.

ImH ;(v,w) = ImH ;(p(v), p(w)) Yv,w € V. (2)

Weiterhin sind die Standardbasen symplektische Basen fiir H; bzw. H ;.. Insgesamt haben
wir also
Ip = (ImH,;(-,-))p = (ImHy(¢(-), () = M' IpM

was zU zeigen war.

b
b) Wir rechnen die Bedingung M .Jy = JoM fiir Matrizen der Form M = (a d) nach.
&
a b 0 I\ [—bly aly
c d —Ik 0 B —d]k C]k
0 Ik a b . IkC Ikd
—Ik 0 c d B —]k(l —Ikb
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Wir erhalten also die Bedingungen

—bl, = Ic (3)
al, = Iid (4)
dl, = I (5)
oy, = —Ib (6)

(3) und (6) sowie (4) und (5) sind jeweils dquivalent zueinander, es bleiben also die

Bedingungen

b = —IkCIk (7)

Fiir Matrizen dieser Form sind die ersten beiden Bedingungen aus Lemma (4.6) d4quivalent

zueinander, und die dritte wird zu:

a' DIal, + " DI, = D
= a'Dla+ "D = DI,

Lemma 4.10. a) Die Abbildung

Spag(R) := Spys (R) —  Sph (R)

-1
oo (B 0\ (B 0
0 D 0 D

ist ein Isomorphismus von topologischen Gruppen.

b) Die Abbildung

Stab(Jo) — Ugfk,k(c)
el _ _
(“ e ) e VBavD " — i/BLeVD

C [kCLIk

ist homdomorph, wobei Uy_y, 1,(C) := {M € Mat,«,(C) | M IL,M = Iy} die unitdre
Gruppe vom Indez k ist, und /D ist die Diagonalmatriz, welche jeweils die Wurzeln

der Fintrige von D als Diagonaleintrige hat.
Aus diesem Lemma und dem Satz davor folgt sofort:

Korollar 4.11. Ci(Spj,(R)) ist homdomorph zu Spag(R)/Ug_yx(C) und insbesondere

unabhdngig von D.
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Beweis des Lemmas. a) Wir zeigen, dass die Abbildung wohldefiniert ist. Sei M € Spa,(R).

Wir machen zunachst eine Zwischenrechnung;:

E, 0 0 D\ ([(E, O
0 DY) \-D 0 0 D!
~ (Ey O 0 E,

~\0o b \-D o0

Damit erhalten wir:

T
E, (B 0 [DEgoMEgo
()Dl 0 D 0 D! 0 D
_ (B 0N (B 0 0 D\ (B, 0, (B 0
0 D o p'Y\-D o/\0o D 0 D
_ (B 0N a0 B\, (B 0
0 D —~E, 0 0 D
_ (E, 0 0 E,\[(E, 0
~\o pJ\-g, o)J\o D
(0 D
=D o0

Die Rechnung, dass das Inverse dieser Abbildung auch wohldefiniert ist, lauft analog.

b) Da die Matrizen VD und I, invertierbar sind, lasst sich jede komplexe Matrix eindeutig
in der Form M = \/Ea\/ﬁ_l — i\/ﬁ]kc@_l, mit reellen Matrizen a und ¢, schreiben.
Wir miissen also nur die definierende Bedingung von U,_; »(C) fir Matrizen dieses Typs
nachrechnen, wobei wir verwenden, dass I;.[;, = F, und VDI, = I;V/D gilt, da Diagonal-

matrizen miteinander kommutieren.
(WD 'a"VD + VD VD) (VDavD " — ivVDIevD )

Zur etwas besseren Lesbarkeit teilen wir diesen Term direkt in Real- und Imaginérteil auf.

Fiir den Realteil gilt die Bedingung:

VD d"NDINDavD ' +vD T INDILNDILeND
= @_I(QTD[W + cTDIkc)\/ﬁ_1 L I,
& d'DlLa+ I Dl.e=vDIL.VD = DI,
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Fiir den Imaginérteil erhalten wir:

VD "N DILNDLeND ' +VD ¢ LNDILNDaVD
= \/E_I(aTDc + cTDa)\/ﬁ_1 =0
< a'De+c¢"Da=0

Die Bedingungen stimmen also mit denen tiberein, welche wir fir Stab(Jy) berechnet
hatten. O

Da Cy(Spj,(R)) also unabhéngig von D ist, werden wir uns von nun an nur noch auf
den Fall D = E,, bzaw. Ci(Sp2,(R)) := C’k(Spfgg (R)) beschranken. Die Menge Cj(Spag(R))
parametrisiert polarisierte komplexe Tori vom Index k£ zusammen mit der Wahl einer
symplektischen Basis. Um die Abhéngigkeit von der symplektischen Basis loszuwerden,

miissen wir noch einen weiteren Quotienten bilden.

Lemma 4.12. Seien J,J' € Ci(Sp(R)), dann sind die polarisierten komplezen Tori
(Xy,Hy) und (X, Hy) genau dann isomorph (als polarisierte komplexe Tori), wenn ein
M € Spay(Z) eistiert, mit J' = MJM™'.

Beweis. Sei ¢ : X; — Xy ein Isomorphismus und sei F' : (R%,J) — (R%,J') die dazu
assoziierte Abbildung. Sei M die Darstellungsmatrix von F' beziiglich den Standardbasen
von R% als R-lineare Abbildung. Da F C-linear ist, gilt MJ = J'M, bzw. J' = MJM™!.
Nach Satz (2.12) gilt F(Z?9) C Z?9, also hat M nur ganzzahlige Eintrige. Analog zum
Beweis von Satz (4.9) erhalten wir aus der Bedingung H;(v,w) = Hy(F(v), F(w)), unter
Benutzung der Tatsache, dass die Standardbasen symplektisch sind, Iy, = M Ty £, M. Also
M € Spoy(Z). O

Korollar 4.13. Der topologische Raum Ci(Sp2y(R))/Spag(Z) parametrisiert die Isomor-

phieklassen von polarisierten komplezen Tori mit Index k und Typ E,.

Die Gruppe Spay(Z) wirkt von links auf Ci(Spag(R)) und die Gruppe U,_j 5 (C) wirkt
von rechts. Wir verwenden fiir die jeweiligen Quotienten trotzdem die selbe Notation.
Im Fall der Abelschen Varietédten (also fiir £ = 0) kann man zeigen, dass
Cr(Sp2g(R))/Spag(Z) ein analytischer Raum ist. Fiir g # k # 0 werden wir sehen, dass

es nicht einmal ein Hausdorfl-Raum ist. Der entscheidende Unterschied ist:
Lemma 4.14. Sei g # k # 0. Dann ist U,_j 1(C) nicht kompakt.

Beweis. Wir zeigen, dass die Menge unbeschréankt ist. Sei dazu n € N beliebig und
(é1,...,e,) die Standardbasis. Wir betrachten das g-Tupel von Vektoren

(ne; + \/m%, €2,€3,...,€9_1, Vn? —leg + ney). Jeder Vektor v aus diesem Tupel er-
fillt o7 I,v = £1 und es gilt 7 Iw = 0 fiir Vektoren v # w aus diesem Tupel. Sei M,, die
Matrix, welche die Vektoren des Tupels als Spalten hat, dann haben wir soeben berechnet,
dass M, I, M, = I, also M, € U, x(C). O
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4 Das Periodengebiet aller polarisierten Tori vom Index k

4.2 Ci(Sp24(R)) als komplexe Mannigfaltigkeit

In diesem Abschnitt wollen wir eine komplexe Struktur auf C(Spsy(R)) konstruieren. Da-
zu erinnern wir uns daran, dass wir komplexe Tori bereits durch Elemente der komplexen
Mannigfaltigkeit Gr,(C*) dargestellt haben. Daher ist es naheliegend zu versuchen, einen
Isomorphismus zwischen einer Untermannigfaltigkeit von Gr,(C*) und Cy(Sp2,(R)) zu

konstruieren.

Definition 4.15. Wir definieren die Mengen:

2g 0 Ey T _
H, = {[S]eGrg(C ) S(_Eg O)S _o}

E - E
ol S OB ST =0, iS 0 Bl gr
Hyr = 1[S] € Gry(C¥) ~E, 0 ~E, 0

ist nicht degeneriert und hat den Indexr g — k

Ein Wechsel der Repriasentanten von [S] entspricht jeweils einem Basiswechsel, die-
se Mengen sind also wohldefiniert. Um zu sehen, dass sie Untermannigfaltigkeiten von
Gry(C?) sind, betrachten wir, wie ihr Bild unter der Anwendung von Karten aussieht.
Wir hatten die offene Menge U; definiert als {[A|B] € Gr,(C%)| A ist invertierbar} zu-
sammen mit der Karte X; : [A|B] — A™1B.

Lemma 4.16. Die Abbildung X; induziert Isomorphismen H, N U; = Symy(C) und
Hor N UL = Symy i (C), wobei Sym,(C) die Menge der symmetrischen Matrizen und
Symg i (C) := {A € Symy(C)| ImA ist nicht-degeneriert und ind(ImA) = k}

Beweis. Wir rechnen die definierenden Bedingungen fiir Matrizen der Form S = (E,|A)

0= (£4) (_33 EO> (f) - (B4) ( y ) AT 4,

also A = AT, Die andere Bedingung wird zu

i(E,/7) (_?E b;) (j) = (B (_AE)

(A
(A
= i(2iImA)
= —2ImA

nach:

1
l

T A
_Z)

Wenn —2ImA den Index g — k hat, hat ImA den Index k. m

Da Symg,(C) eine g(g+1)/2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von Maty.,(C) ist (es
ist sogar ein Untervektorraum), gilt selbiges auch fiir H, N U; C U; C Gry(C%).
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4 Das Periodengebiet aller polarisierten Tori vom Index k

Im Fall £ = 0 kann man sehr einfach zeigen (vgl. [CT, Seite 180]), dass H,o C Uj.
Somit ist H, o isomorph zur oberen Siegel-Halbebene, welche in der Theorie der abelschen
Varietdaten verwendet wird, um eben diese zu parametrisieren. Wir erhalten hier also

tatsédchlich eine Verallgemeinerung dieser Theorie.

Lemma 4.17. H,;, NU, ist offen in H, N U,. Insbesondere ist es somit eine Unterman-
nigfaltigkeit von H, N Uy und somit auch von Gr,(C?9).

Beweis. Wir zeigen hierzu, dass die Menge
Symg,(R) := {A € Sym,(R)| A ist nicht degeneriert und hat den Index k}

offen in Symy,(R) ist. Da die Abbildung A — ImA stetig ist, folgt daraus nédmlich, dass
auch die Menge Symy ;(C) offen in Sym,(C) ist, was zu zeigen ist. Sei also A € Symy ;(R)
beliebig. Nach dem Tragheitssatz von Sylvester existieren Vektorraume V., V_ mit RY =
Vi @ V_ und Ay ist positiv definit und A}y ist negativ definit. Da Basiswechsel Ho-
moomorphismen auf RY sind, kénnen wir annehmen, dass V.. = spang(es, ..., e,_j) und

V_ = spang(€g—k+1, - - . €4). Dann ist
a b . L .
AeU:={B= b € Symg ,(R)| a und —d sind positiv definit}.

Um zu zeigen, dass U offen ist, geniigt es also zu zeigen, dass die Menge aller positiv
definiten Matrizen offen ist. Das folgt aber sofort aus dem Hauptminorenkriterium (vgl.
[LA, Seite 327]). O

Wir bemerken, dass fir eine Matrix M € Spy,(R) die Bedingungen [S] € H,; und
[SM] € H,zy dquivalent sind (das folgt sofort aus der Definition der symplektischen
Gruppe). Wir wollen nun zu gegebenem [S] € H,x ein M € Spy,(R) konstruieren, so-
dass [SM] € U, ist. Zusammen mit der Tatsache, dass, fiir festes M, die Abbildung
[S] +— [SM], biholomorph ist (nach Verkniipfung mit Karten ist es ein Polynom), folgt

daraus sofort, dass H,  eine Untermannigfaltigkeit von Gr,(C?9) ist.

Lemma 4.18. Sei0 < n < g und sei A = (a|b|c|d) € Matyx2,(C) mita,c € Matyy,—,(C),
b,d € Mat,u,(C). Sei M € Gly,(C) die Permutationsmatriz, welche durch die Gleichung
AM = (a| —d|c|b), fir alle A € Matyx24(C), gegeben ist. Dann ist M € Spag(R).
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4 Das Periodengebiet aller polarisierten Tori vom Index k

Beweis. M7 fiihrt die selbe Permutation mit den Spalten durch, somit haben wir:

0 0 E, 0 0 0 E,n 0
E, —E,
url 0 0 0 oo o] 0 0 0
E, 0 0 0 E, 0 0 0
0 —-E, 0 0 0 0 0 -E,
0 0 E,, 0
B 0 0 0 E,
~E,, 0 0 0
0O -E, 0 0

]

Lemma 4.19. Sei [S] € Gr,(C*) mit S = (A|B) und sei g—n = RangA. Dann existiert

E, ., by b
ein M € Spy,(R), sodass [SM] einen Reprisentanten der Form ( % 681 bl b2> hat.
3 U4

Beweis. Sei a € Gly(C) eine Permutationsmatrix, welche erfillt, dass die ersten g — n

Spalten von A« linear unabhéngig sind. Wir behaupten, dass dann die Matrix

0
M = (a ( T)_1> symplektisch ist.
a
a0 0 E,)\ [« 0 a0
0 a'J\=E, 0/\0 (@) (0 o

(0 B
~E, 0

Damit ist also SM = (Aa|B(a’)™'). Durch elementare Zeilenumformungen, also der

Wahl eines anderen Reprasentanten, konnen wir diese Matrix auf die gewiinschte Form

bringen. O]

Eg—n aq bl bg

Lemma 4.20. Sei [S] € H, mit S =
0 0 b3 by

) . Dann ist by invertierbar.

Beweis. Angenommen by wére nicht invertierbar. Dann konnten wir durch elementare

Zeilenumformungen der letzten n Zeilen erreichen, dass die erste Zeile vom b4 eine Nullzeile
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4 Das Periodengebiet aller polarisierten Tori vom Index k

ware. Die Bedingung [S] € H,, wird fiir Matrizen dieser Form zu:

0 0 E,n 0\ ([E,, 0
E,n a1 by by 0 0 0 B, al 0
(0 0 bs 54) —E,, 0 0 0 bT BT

0 —E, 0 0 b bT
by b
_ (Egn ap b 62) A
0 0 by by)|—=Eyn 0
—al 0
B bl + a bt — by — byal 0L + a1l 1 (00
N ( —by — byaT 0 )_(0 0)

Insbesondere erhalten wir also die Bedingung —b3 — b4arf =0& —b3 = b4a1T. Da die erste
Zeile von by eine Nullzeile ist, folgt aus den Regeln der Matrizenmultiplikation, dass auch
die erste Zeile von b3 eine Nullzeile sein muss. Dann wére allerdings auch die g — n + 1-
te Zeile von S eine Nullzeile, im Widerspruch dazu, dass [S] in der Grassmann’schen
liegt. [

Satz 4.21. Sei [S] € H, . beliebig. Dann existiert eine Matriz M € Spay(R), mit [SM] €
Ui NHgy . Insbesondere ist Hgyy eine komplexe Mannigfaltigkeit.

Beweis. Nach Lemma (4.19) existiert ein My € Spoy(R), sodass [SM;] einen Repréisen-
ar by by

E, ,
tanten der Form
0 0 b3 by

) hat. Nach Lemma (4.6) existiert ein My € Spay(R),

Eyn —by b

sodass [SM; M) einen Reprasentanten der Form ( I
—bs b3

%1) hat. Nach Lemma

Eg—n _bQ

(4.20) ist by invertierbar, und somit auch ( ) Daraus folgt [SM, M) € U;. O

—by

Da wir jetzt wissen, dass H,j eine komplexe Mannigfaltigkeit ist, miissen wir nur noch
zeigen, dass sie homoomorph zu C(Spag(R)) = Spay(R) /Uy x(C) ist. Wir kennen bereits
die stetige Gruppenwirkung ([S], M) — [SM] von Spy,(R) auf H, k. Diese erfillt ihren
Zweck:

Satz 4.22. Spy,(R) wirkt transitiv auf Hyy und der Stabilisator von [(E,|il})] ist

a —Iicl
o .

C [kafk

ale=cla
CLTIkCL + CTIkb = [k
Beweis. Sei [S] € H, beliebig. Nach Lemma (4.21) koénnen wir annehmen, dass [S] =
[(E4|A)] € UiNHy . Nach Lemma (4.16) hat ImA den Index k, es existiert also eine Basis-
al™! aTlReA)

wechselmatrix a € Gl,(R), mit ImA = o’ I« Definieren wir M := ( 0
a
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4 Das Periodengebiet aller polarisierten Tori vom Index k

dann ist nach Lemma (4.6) M symplektisch, und es gilt:

(0%

-1 71
ReA 1, e
(B,|ily) (0‘0 @ ) = (a7 7a" T Re(A) + ilya)
= aT_l(Eg|Re(A) +ia’ Iya)
-1
= aT (EQIA)a
also [(E,|ily) M| = [(E4]A)] = [S]. Da [S] beliebig war, ist die Wirkung transitiv.

b
Sei nun M = | p im Stabilisator von [(E,|il))]. Dann existiert ein G € GI,(C) mit

b

also a + il c = G und

Teilen wir diese Gleichung in Real- und Imaginarteil auf, erhalten wir die beiden Bedin-
gungen b = —Icly und I d = aly. Das sind die selben Bedingungen, wie wir sie in Satz

(4.9) errechnet haben. Wir konnen also komplett analog fortfahren. O
Damit haben wir unser Ziel fiir dieses Kapitel erreicht.

Korollar 4.23. Cy(Spyg(R)) =~ Spey(R) /Uy k(C) =~ Hyy. Insbesondere kénnen wir
Cr(Sp2y(R)) mit der Struktur einer komplexen Mannigfaltigkeit der Dimension g(g+1)/2

ausstatien.
Zuletzt beweisen wir noch ein Lemma, welches wir in Kapitel 6 benotigen.
Lemma 4.24. Die Gruppe Spo,(C) wirkt transitiv auf H,. Der Stabilisator von [(£,]0)]

ist gegeben durch Stab[(E,4|0)] = { (Z 2) € Spoy(C)

a,b,c € Matgxg((C)}

Beweis. Sei [S] € H, beliebig. Mit dem selben Beweis wie dem von Satz (4.21) kénnen wir
zeigen, dass ein M € Spy,(C) existiert, mit [SM] € U;. Wir konnen also ohne Beschrén-
kung der Allgemeinheit davon ausgehen, dass [S] = [(E,|A)] € Uy, wobei A symmetrisch
E, A
0 E,
Rechnung ergibt ebenfalls, dass L symplektisch ist. Damit ist die Gruppenwirkung tran-

ist. Wir definieren L := . Offensichtlich ist [(E,4]0)L] = [(E,4|A)]. Eine direkte

sitiv.
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5 Wirkungen diskreter Gruppen

b
Sei [(E4|0)] (Z d) = [(£,)]0]. Dann existiert ein g € Gly(C) mit

(@) = (£,]0) (Z Z) = g(E,l0) = (910),

Wir erhalten also die Bedingungen b = 0 und a € GI,(C). Da symplektische Matrizen

immer invertierbar sind, ist die Bedingung fiir a redundant. O]

5 Wirkungen diskreter Gruppen

In diesem Kaptiel wollen wir beweisen, dass Cj(Spag(R))/Speg(Z) genau dann kein Hausdorft-
Raum ist, wenn 0 < k£ < g.

Definition 5.1. Sei G ein topologischer Raum. Wir definieren B(G) als die kleinste o-
Algebra, welche alle offenen Mengen von G enthdlt (vgl. [WT, Seite 9]). Wir nennen B(G)

die Borel-Algebra und Mengen A € B(G) nennen wir Borel-messbar.

Definition 5.2. Sei G eine Gruppe mit der Struktur einer reellen Mannigfaltigkeit. Wir

nennen G eine reelle Lie-Gruppe, falls die beiden Abbildungen

G —» G
g — g
GxG — G
(9,h) = gh

differenzierbar sind.

Definition 5.3. Sei G eine reelle Lie-Gruppe und sei w eine links-invariante, von Null
verschiedene n-Form auf G. Wir nennen die Abbildung p: B(G) — Ry mit

u(A) == /A W

das (links-invariante) Haar-Maf3 auf G. Es erfillt u(Ag) = n(A), ist bis auf Multiplika-
tion mit einer positiven Konstanten eindeutig und es existiert eine sogenannte modulare
Funktion A : G — Ry mit u(Ag) = A(g)u(A) Vg € G (vgl. [FDM, Seite 151]).

5.1 Fundamentalgebiete

Sei im Folgenden GG immer eine reelle Lie-Gruppe, u ein Haar-Maf auf G, e das neutrale

Element von G und I' C G eine diskrete Untergruppe.
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5 Wirkungen diskreter Gruppen

Definition 5.4. Fine Teilmenge F' C G nennen wir Fundamentalgebiet von G beziig-
lich T, falls gilt:

o ['['=(
e aFNF=0Vael)\{e}

e [ ist Borel-messbar

Wir wollen nun beweisen, dass ein Fundamentalgebiet immer existiert und dass p(F')

unabhéngig von der Wahl des Fundamentalgebietes F' ist. Wir orientieren uns hierbei an
[DiG].

Lemma 5.5. Fiir alle g € G existiert eine offene Umgebung V, von g mit
aVyNVy=0VaeT\{e}.

Beweis. Sei U eine offene Teilmenge von G mit U NI" = {e}. Eine Solche existiert, da I'

diskret ist. Betrachten wir nun die stetige Abbildung

o:GxG — G

(a,b) +— ab!

Dann ist ¢~ }(U) C G x G eine offene Umgebung von (e, e). Offene Mengen in G x G
sind Vereinigungen von Mengen der Form U; x U, fiir offene Mengen Uy, Us. Es existieren
also offene Mengen Uy, Uy mit (e,e) € Uy x Uy C ¢~ 1(U). Die nicht leere, offene Menge
S := Uy N Uy erfiillt dann, per Konstruktion, S~ C U. Wir definieren V, := Sg.

Seien x = s19 und y = sog € Sg beliebig. Dann ist

Yyt = 85199 ts,t =515, € UL
Per Definition von U folgt somit, dass zy~! # a, bzw. x # ay fiir alle a € T\ {e}, was zu
zeigen war. O

Satz 5.6. Es existiert ein Fundamentalgebiet von G beziiglich T'.

Beweis. Eine Lie-Gruppe ist insbesondere ein topologischer Raum mit abzédhlbarer Basis
(Ui)ien. Seien (S;);en diejenigen Elemente der Basis, welche in einer der Mengen V, aus

Lemma (5.5) enthalten sind. Nun definieren wir

F1 = Sl
k—1

=1

F o= UE
i=1
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5 Wirkungen diskreter Gruppen

Per Definition einer Basis gilt V, = U U;, insbesondere ist also jedes g € G in einer
U; CVy
der Mengen S; enthalten. Weiterhin enthélt jede Menge S; hochstens ein Element aus T,

woraus folgt, dass I' hochstens abzahlbar ist. Damit ist ['S; als abzdhlbare Vereinigung
Borel-messbarer Mengen selbst wieder Borel-messbar. Deswegen ist auch F' Borel-messbar.
Es ist F}, C Sk, und somit

aF,NF, =0 VaeT\ {e}.

AuBerdem ist, fir & < I, aFy CT(S;U---USgU---US;_1), und daher aF; N F, = .
Zusammen mit
Fi.naF=a(a'F,NE) =ad =0

erhalten wir aF), N F; = () fir beliebige k,1 € N, woraus aFF N F = () fir alle a € T\ {e}
folgt.
Sei nun g € GG beliebig, und sei k der kleinste Index mit g € I'Sy. Dann ist

k—1
g €TS8\ (TS =TF,
=1

also g € I'F. Da g beliebig war, ist ['F' = G. Damit ist alles gezeigt. O

Lemma 5.7. Seien E und F' zwei Fundamentalgebiete von G beziiglich I'. Dann existieren

disjunkte Zerlegungen

E=|JE,
a€el’
F=JF
a€el
mit Borel-messbaren Mengen (Ey)aer, (Fo)aer sowie F, = aFE,. Insbesondere ist also

n(E) = p(F).
Beweis. Wir definieren F, := aENF und E, := ENa 'F. Dann ist F, = aF, und die
Mengen F,, E, sind Borel-messbar. Weiterhin gilt fir a # b € I":

F,NFy, = aENbENFZ=(0NF =0
E,NE, = a'FNb'FNEZ0NE =
UF. = (UaE)NF=TENF=GNF=F

acl’ acl’
UE. = (UaF)NE=TFNE=GNE=E.
acl’ ael

In den mit * markierten Gleichungen haben wir verwendet, dass ' und F' Fundamental-

gebiete sind. O]

Lemma 5.8. Sei pu(F) < oco. Dann ist u auch rechts-invariant, d.h. u(Ag) = p(A) fir
alle g € G und alle A € B(Q).
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5 Wirkungen diskreter Gruppen

Beweis. Sei g € G beliebig und F' ein Fundamentalgebiet von G. Dann ist F'¢g auch ein

Fundamentalgebiet, es gilt also

pu(F) = u(Fg) = A(g)u(F).

In Satz (5.6) haben wir ein Fundamentalgebiet konstruiert, welches die offene, nicht leere
Menge S7 enthalt, d.h.
0 < pu(S) < p(F) < oo.

Damit erhalten wir A(g) = 1 fiir alle g € G, was zu zeigen war. O

Lemma 5.9. Sei F' C G ein Fundamentalgebiet und sei K eine Borel-messbare Menge,
welche in einem Fundamentalgebiet E C F enthalten ist. Dann ist u(K) = p(K N F).

Beweis. Sei E = |J E, wie in Lemma (5.7). Dann ist
ael

K=KnE,=|JKnEna'F.

a€el acl’

Weiterhin gilt K NENa'F=KNa'F=a"'aKkKNF). Somit ist also

K= Ja (aKNF).

a€el

Daraus folgt

=Y pla N (aKNF)=> waKNF)=ulKNF).
acl acl

Letztere Gleichung folgt daraus, dass K C E, woraus folgt, dass die a K paarweise disjunkt
sind. =

5.2 Normalteiler der symplektischen Gruppe

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass {Ea,}, {Eoy, —Eoy} und Spay(R) die einzigen
Normalteiler von Spy,(R) sind. Dazu zitieren wir einen tiefer liegenden Satz aus der
Theorie der Lie-Algebren:

Satz 5.10. Spyy(R) ist eine zusammenhdngende, einfache Lie-Gruppe, das heifit die ein-
zigen zusammenhdngenden Normalteiler sind {Eag} und Spag,(R). Auferdem hat ein Fun-

damentalgebiet von Spey(R) beziiglich Spe,(Z) endliches Maps.

Beweis. Nach [KIG, Seite 221] sind Spo,(R) und Spo,(C) einfache Lie-Gruppen. Nach
einem Theorem von Borel und Harish-Chandra (vgl. [ASAG, Seite 519]) und Lemma
(5.7) hat jedes Fundamentalgebiet in dieser Situation endliches Maf. ]
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5 Wirkungen diskreter Gruppen

Lemma 5.11. Jede Zusammenhangskomponente jedes nicht-trivialen Normalteilers einer

zusammenhdngenden, einfachen Lie-Gruppe ist besteht nur aus einem Element.

Beweis. Sei G eine zusammenhéngende, einfache Lie-Gruppe. Angenommen es giabe einen
Normalteiler N C G, welcher eine Zusammenhangskomponente U C N besafle, welche

aus mehreren Punkten bestiinde, und sei g € U. Dann ist die Abbildung

N — N
1

r = gz
ein Hom6omorphismus, welcher U in die Zusammenhangskomponente Ny von N, welche
e enthalt, abbildet. Also besteht Ny auch aus mehreren Elementen. Es geniigt somit zu
zeigen, dass Ny selbst wieder ein Normalteiler ist, denn dann haben wir einen Widerspruch
zur Einfachheit von G.
Sei g € Ny beliebig. Dann ist das Bild von Ny unter der stetigen Abbildung x +— gz eine
zusammenhangende Menge, welche insbesondere das Element ge = g enthélt, und somit
eine Teilmenge von Ny. Daraus folgt gz € Ny fiir alle g,z € Ny.
Analog ist das Bild von Ny unter der Abbildung x + x~! eine Teilmenge von Ny, und
somit ist Ny eine Untergruppe von N.
Ebenfalls analog folgt, dass fiir beliebiges ¢ € G das Bild von Ny unter der Abbildung

1

x +— grg " eine Teilmenge von N ist, woraus folgt, dass Ny ein Normalteiler von G

ist. O

Definition 5.12. Sei G eine Gruppe. Dann nennen wir
Z(G) :={g€ G| gxr=u1zg9VreG}

das Zentrum von G.

Lemma 5.13. Jeder Normalteiler einer zusammenhdngenden Lie-Gruppe, welcher nun

einelementige Zusammenhangskomponenten besitzt, liegt im Zentrum dieser.

Beweis. Sei G eine zusammenhédngende Lie-Gruppe und N C G ein Normalteiler. Sei
n € N beliebig. Wir betrachten die stetige Abbildung

on:G — G
g — gng .

Da N ein Normalteiler ist, ist ¢,,(G) C N. Da ¢, stetig ist, ist ¢, (G) zusammenhéngend.

Nach Voraussetzung an N ist ¢,, somit konstant, und aus ¢, (e) = n folgt somit gng=' =n

fir alle g € G, also n € Z(G), was zu zeigen war. O

Um die Normalteiler der symplektischen Gruppe zu bestimmen, miissen wir also das

Zentrum dieser bestimmen.
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5 Wirkungen diskreter Gruppen

Satz 5.14. Es gilt:
o Z(Gl,(R)) = {\E, € Gl,(R)] N € R\ {0}}
o 7Z(Spy(R)) = {Eyy, —Esy}

Insbesondere sind alle Normalteiler der symplektischen Gruppe ein Element von

{{E2g}a {E2gv _E2g}a SPQQ(R)}

Beweis. Sei M € Z(Gl,(R)), dann gilt SM = M S beziehungsweise M = S~'M S fir alle
S € Gl,(R). Wir betrachten M als die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung

R* — R"

v = Mv

beziiglich der Standardbasis (ey,...,e,). Die Bedingung M = S™'MS gibt uns dann,
dass M die Darstellungsmatrix von « beziiglich jeder Basis ist. Fiir i # j betrachten wir
die Basis (eq,...,€j_1,2€j,€j41,...,¢€q4). Der Basiswechsel in diese Basis verursacht unter
anderem, dass sich der Eintrag der Darstellungsmatrix an der Stelle (4, 7) halbiert, da die
Matrix aber gleich bleibt, muss M eine Diagonalmatrix sein.

Sei nun ¢ < j. Wir betrachten die Basis (e1, ..., €i_1,€;, €41, ..,€j-1,€i, €41, - .., €). Bin
Basiswechsel in diese Basis fithrt unter anderem dazu, dass sich die Eintrage an den Stel-
len (4,4) und (j, j) vertauschen. Da sich unsere Matrix aber nicht verdandert, miissen alle

Diagonaleintréige gleich gewesen sein, also M = AE, fir ein A € R\ {0}.

b
Sei nun M = (a d) € Z(Spay(R)) beliebig. Dann gilt S™*MS = M beziehungsweise
c
. : . 0 £y o
SM = MS fir alle S € Spyy(R). Insbesondere gilt es fiir S = 5 , ausmultipli-
It

zieren ergibt dann:
0 FE
g\ [a b _ c d and
-FE, 0 c d —a —b
a b 0 E;\  ([-b a
c d) \-E, 0 - \=a )’

b
alsoa:dundc:—b,somitM:(ab )
—b «a
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5 Wirkungen diskreter Gruppen

Wir haben im Beweis von Lemma (4.19) gesehen, dass fiir beliebige o € GI,(R) die Matrix

o' 0
5= (O aT_l)

symplektisch ist. Fiir diese Matrix erhalten wir die Bedingung;:

-1 a b «Q 0
sms = (¢
0 ozT) (—b a) (O ozT_l)

1

Insbesondere erhalten wir a'ac = a und a’ba = b. Wihlen wir a = 2E,, erhalten

wir 4b = b, also b = 0. Da o € Gly(R) beliebig gewdhlt war, erhalten wir aulerdem
a € Z(Gly(R)), also a = AE,, und somit M = AE,,. Damit M symplektisch ist, muss
zusétzlich noch A € {1, —1} gelten. O

5.3 Die Topologie des Periodengebietes aller polarisierten Tori vom
Index k

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass das Periodengebiet aller polarisierten Tori vom Index

0 < k < g kein Hausdorff-Raum ist. Wir verwenden die Abktirzungen:

= Spyy(R)

Uk (C) C G (vgl. Lemma (4.10))

= Spoy(Z)

= G/H = C(Sp(R)) (vgl. Lemma (4.11))
He = ()9 'Hyg

geG

~H T Q
i

Hg ist der grofite Normalteiler von G, welcher in H enthalten ist, nach Satz (5.14) ist er
endlich.

Bevor wir anfangen, benétigen wir noch ein mengentheoretisches Lemma.

Lemma 5.15 ([OD, Seite 365]). Sei X eine reelle Mannigfaltigkeit (es genigt ein topo-
logischer Raum, welcher lokal homéomorph zu offenen Teilmengen des R™ ist), und sei
) # A C X eine abgeschlossene Menge, welche jeden ihrer Punkte als Hdaufungspunkt hat.

Dann ist A dberabzahlbar.

Beweis. Angenommen es gibe eine Bijektion f : N — A. Sei x; := f(i) fir i« € N. Sei
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5 Wirkungen diskreter Gruppen

U C X eine offene Umgebung von z;, welche homéomorph zur Einheitskugel B;(0) C R"
ist. Wir wollen nun zeigen, dass bereits UN A ¢ f(N) ist.

Statten wir U mit der von X induzierten Teilmengentopologie aus, dann ist UNA # () eine
abgeschlossene Teilmenge des topologischen Raums U = B;(0), welche jeden ihrer Punkte
als Haufungspunkt hat. Es geniigt also den Fall X = B;(0) und x; = 0 zu betrachten.
Da jeder Punkt x; von A = (z;);en ein Haufungspunkt ist, existiert zu jedem Radius € ein
n € N mit x,, € Be(xy) \ {zx}. Wir konstruieren nun rekursiv eine konvergente Teilfolge
von (z;)en, deren Grenzwert nicht in f(N), aber in A liegt. Das ist ein Widerspruch. Sei

i1=1und ¢ = % Weiterhin sei

iny1 = min{m € N| z,,, € B, (x;,) \ {xi,}}
Ont+1 = ‘xin+1 - $Zn|

I .
€nt+1 = 5 mln(0n+17 €n — 0n+1)

Die Wahl der ¢, fithrt zu B, (2n41) C Be,(2,) und €,41 < %en. Insbesondere liegt jedes
Folgenglied in dem vollstandigen metrischen Raum m C A. Durch Abschétzen mit
der geometrischen Reihe erhalten wir auBerdem, dass (x;, ),en eine Cauchy-Folge ist, und
somit konvergiert. Sicherlich ist ihr Grenzwert kein Element von (z;);en, was zu zeigen

war. OJ

Sei A C G eine analytische Menge. In jedem regulirem Punkt z € A ist A lokal
eine komplexe Mannigfaltigkeit der Dimension dim,(A). Wir nennen die Zahl dim(A) :=
max{dim,(A) | z € A,.,} die Dimension von A. Sei n die Dimension von G, dann nennen
wir die Zahl codimg(A) :==n — dim(A) die Kodimension von A in G.

Lemma 5.16. Seig € G, und sei Y, :={y € Y| gy = y}. Dann ist die analytische Menge
Y, CY genau dann von Kodimension > 0, falls g ¢ Hg.

Beweis. Fir festes g € G ist die Abbildung y — gy holomorph, und somit ist Y, als
Fixpunktmenge einer holomorphen Funktion analytisch (in lokalen Koordinaten ist sie
gegeben als Nullstellenmenge der holomorphen Funktion x-F(x)). Nach ([FG, Seite 160])
ist eine analytische Teilmenge einer zusammenhangenden komplexen Mannigfaltigkeit ge-
nau dann von Kodimension 0, wenn sie gleich der Mannigfaltigkeit ist. Somit folgt die

Aussage aus folgender Aquivalenz:

Y, =Y

& ggH =gH VYjedd
& gegHH ' '=gHg ' Vied
& ge () gHG!
gea
& g€ Hg
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[]

Satz 5.17. Sei A C G/H =Y eine analytische Teilmenge mit Kodimension > 0 von der
komplexen Mannigfaltigkeit Y. Sei 7 : G — G/H die kanonische Projektion. Dann ist

p(r=(A)) = 0.

Beweis. Nach [FG, Seite 141] lasst sich A in abzahlbar viele irreduzible analytische Men-
gen zerlegen. Es gentigt also, irreduzible analytische Mengen zu betrachten.

Sei also A eine irreduzible analytische Menge. In solchen Mengen hat jeder regulire Punkt
die selbe Kodimension. Sei x € A,, ein regulirer Punkt von A und sei d := codim,(A)
die Kodimension von A in x. Dann existiert eine offene Umgebung U von x und eine

holomorphe Funktion f : U — C? mit iiberall surjektivem Differential und
UNA={ze€ Al f(z) =0} (vgl. [FG, Seite 39]).

Die reell differenzierbare Abbildung 7 hat ebenfalls ein iiberall surjektives (reelles) Dif-
ferential (vgl. [FDM, Seite 120]), und damit auch die reell differenzierbare Abbildung
form:m Y U) — C? = R*, Daraus folgt, dass 7=1(U N A), also die Nullstellenmenge von
f om, eine reelle Untermannigfaltigkeit von Kodimension 2d > 0 ist. Fiithren wir dieses
Argument in jedem reguldren Punkt durch, erhalten wir, dass auch 7 *(A,.,) eine reel-
le Untermannigfaltigkeit von G ist. Verwenden wir nun, dass die Menge der singuléren
Punkte von A wieder eine analytische Menge ist, welche echt grofiere Kodimension hat
(vgl. [FG, Seite 147]), erhalten wir induktiv, dass 7~1(A) eine abzihlbare (nicht notwen-
digerweise disjunkte) Vereinigung von Untermannigfaltigkeiten ist, welche alle eine reelle
Kodimension von mindestens Zwei haben.

Es gentigt somit zu zeigen, dass solche Untermannigfaltigkeiten jeweils Mafl Null haben.
Das folgt aber sofort daraus, dass u(M) := [, w, fiir eine n-Form w, und ein Integral
einer n-Form tber eine n — d-dimensionale Untermannigfaltigkeit fiir d > 0 sicherlich

verschwindet. ]
Lemma 5.18. Es gilt:

e Sei V CY offen und nichi-leer. Dann existiert eine offene Menge O # U C G mit
kompaktem Abschluss K := U, sodass K C F fiir ein Fundamentalgebiet F und
m(K)CV.

o Sei L C G kompakt, dann ist L~'L ebenfalls kompakt.

Beweis. Sei g € 7~ 1(V) und sei V, eine offene Umgebung wie sie in Lemma (5.5) konstru-
iert wurde. Indem wir die offene, nicht leere Menge M := VN7 (V) zu einer abzéhlbaren
Basis fortsetzen, kénnen wir wie im Beweis von Lemma (5.6) ein Fundamentalgebiet F
mit M C F konstruieren. Da G eine reelle Mannigfaltigkeit ist, existiert eine offene Teil-

menge N C M, welche homéomorph zur Einheitskugel in einem R” ist. U := B %(O),
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interpretiert als Teilmenge von N, hat dann die gewiinschten Eigenschaften.

Sei L C G kompakt. Nach dem Satz von Tychonoff (vgl. [Top, Seite 67]) ist dann auch
L x L kompakt. L~'L ist also das Bild der kompakten Menge L x L unter der stetigen
Abbildung (g1, g2) = g1 g2, und somit kompakt. O

Bis jetzt haben wir in keinem Beweis verwendet, dass wir uns nicht mit abelschen Va-
rietdten beschéiftigen. Die Aussage, welche wir beweisen wollen, ist in dieser Situation al-
lerdings falsch (vgl. ([CAV, Seite 215])). Eine erste Abweichung zur Theorie der abelschen
Varietaten erhalten wir in folgendem, zentralem Lemma, in welchem wir verwenden, dass
Uy—ix(C) fiir 0 # k # ¢ nicht kompakt ist (vgl. Lemma (4.14)). Von nun an orientieren
wir uns an [CT, Seite 212-214].

Lemma 5.19. Sei 0 # k # g und set V C Y offen und nicht leer. Dann ezistiert eine
Bahn I'y CY, sodass 'y NV aus unendlich vielen Punkten besteht.

Beweis. Seien U C K C F die Mengen aus Lemma (5.18). Wir zeigen zunéchst, dass eine
Folge (Ap)nen € H = Uy_ix(C) existiert, sodass die Mengen KA; paarweise disjunkt
sind. Wére dies nicht der Fall, so giabe es Elemente A;,..., A, € H, sodass fir jedes
Ani1 € H ein Index 1 <1 < n existiert mit KA, N KA, #0, also A1 € K"1KA;. Da
A, 1 € H beliebig war, folgt H C [LJ KK A,.

i=1

Allerdings ist CJ K~'K A; als endliche Vereinigung kompakter Mengen (vgl. Lemma 5.18)
kompakt, und H ist abgeschlossen in G und somit auch in U K~'KA;, aber es ist nicht
kompakt. Das ist ein Widerspruch dazu, dass abgeschlossene Tellmengen kompakter Men-

gen kompakt sind.

Betrachten wir nun die Mengen:

Qr = Ejpi
ik

Q = Qr
k=1

Die Mengen @, erfiillen Q1 C Qy fiir alle £ € N. Auflerdem gilt

00 > p(F) > p(Qr) > w(Pr) > u(K) > 0.

Die Ungleichung p(Py) > p(K) folgt aus der bi-Invarianz von p zusammen mit Lemma,

(5.9). In dieser Situation besagt ein elementarer Satz aus der Mafitheorie (vgl. [WT, Seite

16]), dass u(Q) = klim (Qr). Die Endlichkeit des Mafles von F' ist hier entscheidend. Damit
—00

folgt

p(@) = lim (Qx) > p(K) > 0.
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Sei nun x € @ beliebig. Per Konstruktion ist x in unendlich vielen der P; enthalten, es

existiert also eine Teilfolge (A, )ren C (An)nen mit
v€P, =TKA, NFCTKA, VkeN.

Damit gibt es Elemente (ry)rey € I' mit rpz € KA, . Da die Mengen K A,, nach Kon-
struktion paarweise disjunkt sind, miissen die Elemente (7)) paarweise verschieden sein.

Wenn wir nun die Projektion 7 : G — G/H anwenden, erhalten wir
rim(z) € (KA, ) =7n(K). (9)

Das Lemma ist bewiesen, falls wir zeigen konnen, dass ein x € (@ existiert, sodass
I'w(xz) N7(K) unendlich viele Elemente besitzt.

Angenommen I'r(z) N 7(K) wire endlich fur alle z € Q. Da es unendlich viele Elemente
rr € I' mit rpm(z) € m(K) gibt, muss es unendlich viele Paare ¢ # j € N geben mit
rim(z) = rjm(x), also r;'rymw(z) = m(x) geben. Mit der Notation aus Lemma (5.16) be-
deutet dies 7(x) € Y;j—ln. Hg ist endlich, mindestens einer der r;lri liegt also nicht in

Hg. Da x € @) beliebig war, erhalten wir damit

ec U v
TEF\HG
und somit
5.17
O<p@=<p U Y=< > wy)=o0
TEF\HG T‘GF\HG
Ein Widerspruch. [

Lemma 5.20. Seiy € Y. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. Die Bahn 'y ist abgeschlossen in Y .
2. Die Bahn I'y hat keinen Hdufungspunkt in'Y .

Beweis. Mengen ohne Haufungspunkt sind sicherlich immer abgeschlossen.
Sei also I'y abgeschlossen. Dann ist jeder Haufungspunkt von I'y ein Element von I'y. Sei

yry ein Haufungspunkt und sei yry € gI' beliebig. Dann ist die Abbildung

p:Y — Y

r rgrl_lx

ein Homéomorphismus mit ¢(I'y) = Ty und ¢(r1y) = ry. Also ist rey auch ein Hau-
fungspunkt. Damit ist jeder Punkt von I'y ein Haufungspunkt, und nach Lemma (5.15)
ist ['y iiberabzahlbar. Ein Widerspruch. [
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6 Kompakte Untermannigfaltigkeiten von Hg

Damit konnen wir den zentralen Satz dieses Kapitels beweisen:

Satz 5.21. Sei 0 # k # g. Die Menge

N = {Ty e /T [Ty} # {Ty}} S ¥/T

der nicht abgeschlossenen Punkte liegt dicht in Y/T .
Insbesondere ist Y/I' kein Hausdorff-Raum.

Beweis. Angenommen N lage nicht dicht in Y/I'. Dann wére die offene Menge
W:=Y/T\N

nicht leer. Sei V- C 77 }(W) C Y eine offene Menge mit kompaktem Abschluss V' C
7~ 1(W). Nach Lemma (5.19) gibt es eine Bahn T'y, sodass I'y NV aus unendlich vielen
Punkten besteht. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl besitzt ['y NV, und damit auch
Iy, einen Haufungspunkt. Nach Lemma (5.20) bedeutet dies, dass I'y nicht abgeschlossen
ist. Daraus folgt, dass {I'y} C Y/I'" keine abgeschlossene Menge ist. Allerdings besitzt
I'y einen Punkt in V' C 7~ Y(W), und damit ist m(I'y) € W. Daraus folgt, dass I'y kein

Element von N ist. Das ist ein Widerspruch.

Insbesondere ist Y/T" kein Hausdorff-Raum, da in einem solchen jeder Punkt abgeschlossen
ist. ]

6 Kompakte Untermannigfaltigkeiten von 7,

Wir hatten nach dem Beweis von Lemma 4.16 erwahnt, dass Hy o C U ist. U; ist wiederum
isomorph zu einer offenen Teilmenge eines C". Wir kénnen H, o also als Untermannigfal-
tigkeit von C" betrachten. Das bedeutet unter anderem, dass jede kompakte, komplexe
Untermannigfaltigkeit von H, o die Dimension Null hat (vgl. [FG, Seite 157]).

Ziel dieses Kapitels ist es zu zeigen, dass dies im Fall 0 < £ < ¢ nicht stimmt. Dazu
konstruieren wir explizit eine kompakte, komplexe Untermannigfaltigkeit von H, ;. Wir

betrachten die orthogonale Gruppe
O24(R) := {A € Matoguay(R)| AT = A1

Diese ist offenbar abgeschlossen in Matggx2,(C) und beschrénkt, da kein Eintrag einer
orthogonalen Matrix betragsméafig grofler als Eins sein kann. Nach dem Satz von Heine-
Borel ist Og4(R) somit kompakt. K := Og(R) N Spay(R) ist also eine abgeschlossene
Untergruppe von Gly,(C), und somit ist es eine glatte Untermannigfaltigkeit von Spa,(RR)
(vgl. [FDM, Seite 97]).
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6 Kompakte Untermannigfaltigkeiten von Hg

Nach [FDM, Seite 120] existieren komplexe Strukturen auf Spy,(C)/Stab[(E,|0)] und auf
Spag(C)/Stab[(E,|il})], sodass, unter anderem, die kanonischen Projektionen jeweils ho-
lomorph sind. Wir haben in Lemma (4.24) gesehen, dass Spa,(C) transitiv auf H, wirkt,
und erhalten somit, nach [FDM, Seite 123], Isomorphismen von komplexen Mannigfal-
tigkeiten Spo,(C)/Stab[(E,|0)] = H, = Sps,(C)/Stab[(E,|il;)]. In [FDM] werden diese
beiden Satze zwar nur fir glatte Mannigfaltigkeiten bewiesen, die Beweise lassen sich

allerdings problemlos auf komplexe Mannigfaltigkeiten verallgemeinern. Sei
T Spag(C) — Spay(C)/Stab[(E,|ily)]

die kanonische Projektion. Dann haben wir in Satz (4.22) gesehen, dass H, ; = 7(Speg(R))
ist. Solche Projektionen haben unter anderem die Eigenschaft, dass Bilder von glatten
Untermannigfaltigkeiten wieder Untermannigfaltigkeiten sind (vgl. [Lee, Seiten 110 und
165]). Damit ist 7(Spag(R) N Og4(R)) eine kompakte, reelle Untermannigfaltigkeit von
Hg.r- Wir wollen nun zeigen, dass diese eine komplexe, kompakte und nicht-triviale Un-

termannigfaltigkeit von H,; ist.

Lemma 6.1. Die Einbettung Gl,(C) — Glyg(R) induziert einen Homdomorphismus

Ug(C) ~ OQQ(R) N Spgg(R)

A -B
Beweis. Die Einbettung ist gegeben durch A+iB 5 o4l Wir fassen Gl,(C) bzw.

Glyy(R) als die Menge aller C- bzw. R-linearen Automorphismen von CY auf. Wéhlen

wir fir C" die reelle Basis (eq, ..., ey, i€, ..., ie,), dann entspricht unsere Einbettung ge-

nau der Teilmengenbeziehung Autc(C?) C Autg(CY). Die Multiplikation mit ¢ ist somit
0 —-F

gegeben durch die Matrix J = 5 ?]. Eine reelle Matrix entspricht genau dann

g
einer C-linearen Abbildung, wenn sie mit J kommutiert. Setzen wir die orthogonale Be-

dingung AT = A~! in die symplektische Bedingung AT JA = J ein, erhalten wir, dass
O2,(R) N Spay(R) C GI,(C) ist. Sei s das komplexe Standardskalarprodukt auf C9. Dann
ist die unitare Gruppe gegeben durch

{A € Auto(CY)| s(A(v), A(w)) = s(v,w) Yv,w € C}.

Die R-bilinearen Abbildungen (v, w) +— Re(s(v,w)) bzw. (v,w) — Im(s(v,w)) sind ge-
geben durch die Matrizen Fy, bzw. J. Somit ist die orthogonale Gruppe gegeben durch
{A € Autg(C9)| Re(s(A(v), A(w))) = Re(s(v,w)) Yv,w € C9} und die symplektische
Gruppe ist gegeben durch {A € Autg(C9)| Im(s(A(v), A(w))) = Im(s(v,w)) Yv,w € C9}.

Aus dieser Perspektive ist die zu zeigende Aussage trivial. ]
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Die unitidre Gruppe, und damit auch K, ist zusammenhéngend (vgl. [Kn, Seite 113])
Wollen wir nun zeigen, dass 7(/K) nicht nulldimensional ist, dann geniigt es zu beweisen,

dass es aus mehreren Elementen besteht.
Lemma 6.2. Sei 0 < k < g. Dann ist dim(w(K)) > 0 als reelle Mannigfaltigkeit.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass ein Element x € K\ Stab[(E,|il;)] existiert. Wir haben
die Menge Stab[(E,|il;)] N Speg(R) bereits in Lemma (4.22) berechnet.

a _[kC[k:

Stab[(Eg|zIk)] = {( ) € Matggxgg(((:)

ate=cla
c Ipal aTIka—i—cTIkb:Ik

Sei E;; = (d;;) die Matrix, welche an der Stelle (4, j) eine Eins und sonst iiberall Nullen
hat. Wir definieren die Matrix

1 1
M = Ei+—FE1+E,)+—=(FEi,— FE;).
1;;9 \/5( 11 gg) \/§< 1g g)

Im Fall g =4 ist

1 1
» 00 -5
1
oo o o
0O 01 O
1 1
# V0 5

Die Spalten von M bilden eine Orthonormalbasis, und somit ist M orthogonal. Damit

M 0 M 0
ist X 1= = _1 | ebenfalls orthogonal, und wir haben im Beweis von
0 M 0 M7

Lemma (4.19) gesehen, dass sie symplektisch ist. Also X € K. Allerdings ist M # I M Iy,
und somit ist X ¢ Stab[(E,|ily)]. O

Somit missen wir nur noch zeigen, dass 7(K) sogar eine komplexe Untermannigfaltig-
keit von H,, ist. Dazu miissen wir elementares Wissen tiber Lie-Gruppen, Lie-Algebren
und iber die Exponentialabbildung voraussetzen, z.B. [Kn]. Weiterhin verwenden wir,
ohne Beweis, das folgende Kriterium (vgl. [RC, Seite 14]).

Satz 6.3. Sei N eine reelle Untermannigfaltigkeit einer komplexen Mannigfaltigkeit M
und seien J, die komplezen Strukturen auf den reellen Tangentialrdumen T,M von M.
Dann ist N genau dann eine kompleze Untermannigfaltigkeit von M, falls J,(T,N) = T,N
fur alle p € N erfillt ist.

Wir identifizieren den reellen Tangentialraum von G, (C) im Punkt E,, also die Lie-

Algebra, mit Mat,,(C). Die Exponentialabbildung ist dann gegeben durch die Matri-
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6 Kompakte Untermannigfaltigkeiten von Hg

zenexponentialabbildung:

exp: Mat,«,(C) — GI,(C)
o An

|
n—o -

Die komplexe Struktur auf Mat,,(C) ist gegeben durch J(A) = ¢A. Wir berechnen
zunéchst die Lie-Algebren der symplektischen Gruppen. Sie sind gegeben, fiir K € {R, C},
durch die Mengen

{X € Matyyy2,(C)| exp(tX) € Spey(K) Vt € R}.
Fiir differenzierbare, Matrizenwertige Funktionen
A, B: R — Mat,«,(C)

gilt die Produktregel

d d d
ZAMB®) = (L AB)B() + A1) (- B(t)).

Dies folgt aus der Produktregel fiir reellwertige Funktionen.

Lemma 6.4. [KIG, Seite 109] Sei K € {R, C}. Sei sp,,(K) die Lie-Algebra von Spag(K).

Dann ist

5Py, (K) = {(Z _CT) € Matggxaq(K)

a

c:cT,b:bT}.

0

_Eg

E
Beweis. Sei Z = ( 0g> und sei X € Maty,x24(K) beliebig. Wir betrachten, fiir

t € R, die Gleichung :
7 = exp(tX)! Zexp(tX)

Ableiten nach ¢ im Punkt ¢ = 0 ergibt nun:

d
0 = & ferpx)T Zeaptx))cs
d d
— a(ea:p(tXT))“:OZexp(O) + ea:p(O)Z£(ea:p(tX))|t:0
= XT'Z+7ZX

Matrizen in spy,(K) erfillen also X7Z + ZX = 0. Sei andersherum X eine Matrix,
welche X7Z + ZX = 0 erfiillt, dann ist, nach der selben Rechnung wie oben, der Term
exp(tX)T Zexp(tX) konstant in t. Fiir ¢t = 0 ist exp(tX)T Zexp(tX) = Z, und somit ist
X € spy,(K). Wir erhalten also die Aquivalenz X € sp, (K) & X7Z + ZX = 0.
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Sei X = (a b).Dann ist
c d
Ty al T 0 E, B T aT
W dt)\-E, o) \-d" ¥
7X — Eq ¢ dy
—a —b

Wir erhalten also die Bedingungen ¢ = ¢, d = —a® und b = b?, was zu zeigen war. [

a=—al,b= bT}

Beweis. Die Exponentialabbildung erfiillt exp(—A) = exp(A)~! und exp(AT) = exp(A)T
(vgl. [KIG, Seite 102]). Damit tibersetzt sich die Bedingung exp(A)™' = exp(A)T zu
—A=AT, n

und

Lemma 6.5. Sei ¢ die Lie-Algebra von K. Dann ist

£={X € spy,(R)| X7 = —X} = { ( ¢ b) € Matyn(R)

—b a

Im Folgenden sei

G = Spy(C)
Q = {(Z (C)) € Spgg(R)} = Stab[(E,|0)] (vgl. Satz (4.24))
Q. = Stab[(E,|il})]

und seien g, q und q, die jeweiligen Lie-Algebren. Uns interessieren die Tangentialraume

von G/Q..

Lemma 6.6. Seim: G — G/Q. die kanonische Projektion und sei V' der Tangentialraum
von G/Q, im Punkt E5,Q,. Dann existiert ein Isomorphismus von C-Vektorrdaumen V =
9/9. Beziiglich diesem Isomorphismus ist dng,, : g — g/q. gegeben durch X — X +q..
Die komplexe Struktur auf g/q. ist J(X +q.) = (iX) + q..

Beweis. m ist holomorph, somit ist dm(Es,) C-linear. dn(Es,) ist auBerdem surjektiv (vgl.

[Lee, Seite 165]). somit geniigt es zu zeigen, dass ker(dm(Eay)) = q..

X €q;
& erp(tX) € Q, firallet € R
< 7(exp(tX)) = 0 konstant
& X € ker(dm(Esy,))
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Die Gleichung J(X + q.) = (iX) + q. folgt sofort aus der C-Linearitdt von dm(Ey,). [

Wir benoétigen also nur noch den Tangentialraum ¢,. Diesen kénnen wir leider nicht
explizit berechnen, es stellt sich aber heraus, dass uns die Kenntnis tiber eine geniigend

grofle Teilmenge bereits ausreicht.
E, il
Lemma 6.7. Sei S := |’ YEY FEs gilt:
0 E,
o Sq.57' =q

Beweis. e Die Exponentialabbildung erfiillt exp(SXS™1) = Sexp(X)S™! (vgl. [KIG,
Seite 102]). Somit geniigt es zu zeigen, dass SQ.S™! = @ gilt. Offenbar ist S eine
symplektische Matrix mit [(E,|0)]S = [(E,|il})]. Daraus folgt:

BzBT}Qq

X e Qz
& [(Eglil )X = [(Eglidy)]
& [(E|0)]SX = [(E,[0)]S
& [(Byl0)]SXS™ = [(E,0)]
& SXSteq
o Es gilt (A 0 = <A2 0 ) Induktiv erhalten wir
B —AT x  (—AT)?

A " A"
0 = 0 fir alle n € N.
B —AT x  (=AT)m

Hieraus folgt

exp (A 0 ) _ (e:r]i(A) emp((iAT)) € Q(vgl.Lemma(4.24))

]

E, —il,

Das Inverse von S ist gegeben durch S~ = . Der Tangentialraum an 7 (K)

g

im Punkt E5,Q), ist gegeben durch dm(Ey,)(¢), also durch die Menge

E/qz = {X+qz€9/qz|X€E}‘

Damit konnen wir nachrechnen, dass zumindest dieser Tangentialraum invariant unter

der komplexen Struktur ist.
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6 Kompakte Untermannigfaltigkeiten von Hg

Satz 6.8. FEs gilt J(¢/q.) = ¢/q., wobei J die komplexe Struktur auf g/q. ist.

a

b
Beweis. Sei M = ( ) € € beliebig. Aus Lemma (6.5) ist bekannt, dass dann a = —a”

—b a

und b = b7 gilt. Wir wollen zeigen, dass J(M + q.) = iM + q. € £/q.. Das bedeutet,
d

dass ein N = Cd € ¢ existiert mit iM — N € q,. N € ¢ ist dquivalent zu —N € €.
—d ¢

Somit kénnen wir stattdessen iM + N € q, schreiben, was nach Lemma (6.7) dquivalent

zu S(iM + N)S~! € q ist. Diesen Term werden wir nun einmal ausmultiplizieren.
Eg Z]]C C —I— iCL d —|— lb Eg —l]k
0 E,] \—(d+1ib) c+ia 0 £

(e tia—ily(d + ib) d+ib+ilk(c+m)> (Eg —uk)

—(d + ib) c+ia 0 E,
c+ia — ili(d + ib) * .
= , wobei
—(d +ib) il (d+ib) + c+ia
x = [c+ia—ilg(d+ib)|(—ily) +d+ b+ ilk(c+ ia)

= a]k—fkd]k—i-d—]ka—i-i[—cfk—Ikblk—l—b—l—lkc]
= (a—[kd)fk—Ik(a—fkd)+z[fk(c+fkb)—(c—i—fkb)fk]

Damit diese Matrix in q liegt, geniigt es nach Lemma (6.7) zu zeigen, dass * = 0 gilt. Wir

betrachten zunéchst den Realteil:
(a — Ikd)Ik - Ik(a - Ikd) =0

Wir miissen also zu einer gegebenen, schiefsymmetrischen Matrix a eine symmetrische
Matrix d angeben, sodass (a — Ixd) mit I; kommutiert. Multiplikation von links mit
I, andert das Vorzeichen der letzten k Zeilen und Multiplikation von rechts dndert das

Vorzeichen der letzten k Spalten. Somit kommutiert eine Matrix genau dann mit [, wenn

s 0
sie von der Form (O t) fiir eine k x k-Matrix ¢ und eine g — k x g — k-Matrix s ist. Sei

. . Q5 fiir © < j
a = (a;;) und d = (d;;). Wir definieren d;; := :
— Qi fur ¢ Z ]
Da a schiefsymmetrisch ist, ist d symmetrisch. Schauen wir uns nun die Eintrage von
(a—1Ijd) an den relevanten Stellen an. Seii € {g—k+1,...,¢9} undj € {1,...,g—k}. Dann
ist (Ixd);; = —dij = a;;. Somit ist (a — Iyd);; = 0. Sei andererseits j € {g—k+1,...,g}
und i € {1,...,9 — k}. Dann ist ([;d);; = di; = a;j, und somit (a — Ixd);; = 0.

s
Wir haben also gezeigt, dass a — Ipd von der Form 0 4 ist, und von daher mit I

45



6 Kompakte Untermannigfaltigkeiten von Hg

kommutiert.

Der Beweis, dass man ¢ so wahlen kann, dass ¢+ I;b mit [, kommutiert, geht analog. [

Es bleibt zu zeigen, dass alle anderen Tangentialrdume auch invariant unter den jewei-

ligen komplexen Strukturen sind.
Satz 6.9. 7(K) ist eine kompleze Untermannigfaltigkeit von G/Q,.

Beweis. Sei t € K beliebig und sei V' der Tangentialraum von G/@Q, im Punkt tQ,. Wir
betrachten die Abbildung

f:G/Q. — G/Q.
Q. — txQ),

Diese ist biholomorph und erfillt f(7(K)) = n(K). Damit ist df (E2,Q.) : ¢/q. = V
ein C-linearer Isomorphismus welcher den Tangentialraum von 7(K) im Punkt E5,Q,
auf den Tangentialraum von 7(K) im Punkt ¢Q), abbildet. Damit ist letzterer ebenfalls
invariant unter der entsprechenden komplexen Struktur. Nach Satz (6.3) ist 7(K) damit

eine komplexe Untermannigfaltigkeit von G/Q.. O

Korollar 6.10. Die komplexe Mannigfaltigkeit G/Q, = Hgr =~ Cr(Spag(R)) besitzt genau
dann eine kompakte, komplexe Untermannigfaltigkeit mit von Null verschiedener Dimen-

sion, wenn 0 < k < g.

Beweis. w(K) ist in jedem Fall eine kompakte, komplexe Untermannigfaltigkeit. Im Fall
0 < k < g ist, nach Lemma (6.2), dim(w(K)) > 0. Andererseits haben wir uns bereits
iiberlegt, dass H,x im Fall £ = 0 oder £ = ¢ eine Untermannigfaltigkeit von C™ ist,
und somit keine kompakte, komplexe Untermannigfaltigkeit mit von Null verschiedener

Dimension besitzen kann. O
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