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1 Vorwort

Zielsetzung

Fiir eine Primzahl p sind die absolute Galoisgruppe Gq, = Gal (@p | @p) oder allgemeiner,
fir eine endliche Erweiterung K | Q, die Gruppe Gx = Gal (K | K ) auch heute noch ein
zentrales Objekt der modernen Zahlentheorie. Jedoch lassen sich diese Gruppen mit direkten
Methoden nicht zufriedenstellend untersuchen. Ein durchaus etabliertes Vorgehen ist hier
mit der Theorie p-adischer Galoisdarstellungen gegeben. Dabei lassen wir unsere Gruppe
stetig in Form von linearen Operatoren auf einem endlich-dimensionalen @Q,-Vektorraum
V' wirken. Dies ldsst sich als stetiger Gruppenhomomorphismus p: G — Autg, (V')
realisieren.

Als Kategorie Repg, (Gk) aufgefasst sind diese Darstellungen jedoch noch &duBerst schwer
zu uberblicken. Besserung verspricht allerdings das Studium gewisser Unterkategorien.
Dies fiihrt zum Begriff der Zulassigkeit. Dabei werden wir in dieser Arbeit speziell einer
vorgegebenen linearen Darstellung (V) p) fiir einen bestimmten Erweiterungskorper Cg
von K eine (nur noch) semilineare Darstellung W = Cx ®q, V' zuordnen. Dieser Schritt
scheint auf den ersten Blick nicht sonderlich gewinnbringend zu sein. Shankar Sen konnte
mithilfe des nach ihm benannten Sen-Operators ¢y, jedoch einen starken Zusammenhang
zwischen der linearen Darstellung V' und der daraus entstehenden semilinearen Darstellung
W herstellen [3].

Das Ziel dieser Arbeit wird die Ausarbeitung dieser von Sen entwickelten Theorie p-
adischer Galoisdarstellungen sein. Dabei halten wir uns vorwiegend an das Preprint [2]

von Jean-Marc Fontaine und Yi Ouyang.

Aufbau der Arbeit

Im ersten Kapitel beleuchten wir kurz und knapp die Theorie stetiger freier semilinearer
Darstellungen einer topologischen Gruppe G iiber einem topologischen Ring B. Dazu zahlt
die Klassifikation samtlicher solcher Darstellungen vom Rang d mittels der stetigen ersten
Kohomologiegruppe H . (G,GLy(B)). Zum Kapitelabschluss definieren wir den Begriff
der B-Zulassigkeit und geben ein niitzliches Kriterium fiir diese Eigenschaft.

Das zweite Kapitel beginnt mit der Konstruktion des Korpers Cg als Vervollstandigung




1 Vorwort

eines algebraischen Abschlusses K einer endlichen Erweiterung K von Q,. Er ist in gewis-
ser Weise als Analogon zu den komplexen Zahlen als algebraischer Abschluss der reellen
Zahlen zu verstehen. Dabei und im weiteren Verlauf werden uns Krasners Lemma sowie das
Theorem von Ax-Sen-Tate von groflem Nutzen sein. Nachdem wir im ersten Kapitel den
Zusammenhang zwischen semilinearen Darstellungen und Kohomologiegruppen studiert
haben, bemiithen wir uns nun um das Verstandnis letzterer fir G = Gx = Gal (F | K ) und
(T, GL4 (K))
zuriickziehen diirfen. Dabei wird K, eine total verzweigte Zwischenerweiterung von K | K
und I' = Gal (K | K) = (Z,, +) (algebraisch und topologisch) sein.

Im dritten und letzten Kapitel definieren wir zunéachst den bereits erwéahnten Sen-Operator

B = Cg und werden sehen, dass wir uns auf die Kohomologiegruppe H} .

einer semilinearen Darstellung W von G tiber Cx und beweisen das Hauptresultat dieser
Arbeit, um den Zusammenhang zwischen einer linearen p-adischen Darstellung V' von G g
und der dadurch induzierten semilinearen Darstellung W = Cx ®q, V' mit zugehorigem
Sen-Operator besser zu verstehen. Danach widmen wir unsere Aufmerksamkeit letztlich
den Cg-zulassigen p-adischen Darstellungen von G und geben ein Beispiel fiir eine nicht-

Cg-zulassige Darstellung von G

Danksagung

An dieser Stelle mochte ich mich vorallem bei Herrn Prof. Dr. Kohlhaase fiir seine stetige
Unterstiitzung und Betreuung bei der Anfertigung dieser Arbeit bedanken. Des Weiteren
gilt mein Dank meiner Freundin Anja Kronen und meinen Freunden Frederic Lefrangois
sowie Jennifer und Manuel Bartz fiir den steten germanistischen Beistand. Letzterer ist
hoffentlich nicht zu enttduscht, dass ich mich in dieser Arbeit nicht mit den Geheimnissen

der Zahl 8 auseinandergesetzt habe.

Notation und Vereinbarungen

Alle Tsomorphien in dieser Arbeit, welche unendliche Galoisgruppen betreffen, sind stets
als algebraisch und topologisch zu verstehen. Fiir einen nicht-archimedisch bewerteten
Korper (F,v) seien Op := {a € F | v(a) > 0} der entsprechende Bewertungsring und
mp = {a € Op | v(a) > 0} das einzige maximale Ideal darin. Mit F bezeichne dann die
Vervollstandigung von F' beziiglich v.

Operiert eine Gruppe G auf einer Menge M, so bezeichne mit M¢ stets die von allen

g € @G fixierten Elemente in M. Fiir einen Korper K und eine K-lineare Abbildung
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f € Homy (V,W) mit endlichen K-Basen By und By bezeichne mit M7 (f) die ent-

sprechende Darstellungsmatrix.




2 Semilineare Darstellungstheorie

2.1 Freie semilineare B-Darstellungen

Fiir diesen Abschnitt seien B ein topologischer Ring und G eine (multiplikative) topologi-
sche Gruppe, welche stetig auf B operiert.

Definition 2.1. Eine freie semilineare B-Darstellung von G ist ein freier B-Modul V
endlichen Ranges (versehen mit der Produkttopologie von B) ausgestattet mit einer stetigen
und semilinearen G-Operation. Dabei heifit semilinear, dass fir alle g € G, v,v;,v5 € V

sowie A € B Folgendes gilt:

Schreibe auch g - v anstelle von g (v).

Bemerkung 2.2 Ist rangg(V') = d, so versehen wir V mit der Produkttopologie von B,

indem wir eine Basis C' von V iiber B wahlen und den entsprechenden B-Isomorphismus
¢pc: V= B?

als topologischen Isomorphismus auffassen, d.h. U C V ist genau dann offen, wenn
¢c(U) C B offen ist. Ist nun C' eine weitere Basis von V, so definiert diese einen

entsprechenden B-Isomorphismus
gbclj v L Bd,

welcher V' erneut mit einer Topologie versieht. Diese beiden Topologien stimmen jedoch
iiberein. Definiere dafiir A := M (idy). Ist nun U C V, sodass ¢¢/(U) C B? offen ist,
so ist auch ¢c(U) = A - ¢/ (U) offen in B?. Das liegt daran, dass B ein topologischer
Ring ist. Damit ist also die so definierte Topologie auf V' von der Wahl der Basis von V'
unabhéngig.

Im weiteren Verlaufe der Arbeit werden wir ausschliefllich freie Darstellungen betrachten

und darauf nicht jedes Mal explizit hinweisen.
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Bemerkung 2.3 Operiert G trivial auf B, so ist V einfach eine lineare Darstellung. Ist weiter

B = Q,, versehen mit der p-adischen Topologie, so nenne V' eine p-adische Darstellung von

G.

Beispiel 2.4 Sei F ein abgeschlossener Teilkérper von B¢ (d.h. G operiert trivial auf F)
und V eine (lineare) F-Darstellung von G. Setze W := B ®p V und definiere g (A ® v) :=
g AN ®@gw) firge G, A € B, ve V. Dann ist W eine freie semilineare B-Darstellung
vom Rang dimp (V).

Definition 2.5. (a) Seien V] und V; freie semilineare B-Darstellungen von G. Nenne V;
und V5 (G-)aquivalent, falls es einen B-Isomorphismus F': V; — V5 gibt, welcher mit den
G-Operationen auf Vi und V5 vertraglich ist. Das heift fir alle g € G,v € V; gilt:

F(g-v)=g-F(v).

Schreibe dann V) =g V;. Allgemeiner ist in diesem Zusammenhang ein Homomorphismus
eine mit den G-Operationen vertrigliche B-lineare Abbildung F': V; — V5. Auf diese Weise
bilden die semilinearen B-Darstellungen von G eine Kategorie.

(b) Nenne eine semilineare B-Darstellung V' von G trivial, falls eine der beiden folgenden
aquivalenten Bedingungen gilt:

(i) V besitzt eine B-Basis in V¢,

(ii) V &g B9, wobei G auf B¢ komponentenweise operiert.

Bemerkung 2.6 Man rechnet leicht nach, dass = wirklich eine Aquivalenzrelation auf der
Menge aller freien semilinearen B-Darstellungen von G vom Rang d > 1 beschreibt. Die
Kategorie aller freien semilinearen B-Darstellungen von G besitzt in offensichtlicher Weise

die Struktur einer Tannaka-Kategorie, besitzt also Summen, Tensorprodukte, Duale etc.

2.2 Kilassifikation semilinearer freier B-Darstellungen von G

Zunéachst notieren wir ein paar fiir den weiteren Verlauf wichtige Definitionen und Resultate,

fir deren Beweise auf den Appendix A.5.2 in 2] verwiesen sei.

Definition 2.7. (a) Sei M eine topologische G-Gruppe, ergo eine (hier multiplikative)
topologische Gruppe, auf der G stetig und multiplikativ operiert. Ist M kommutativ,
so sprechen wir von einem G-Modul. Nenne eine stetige Abbildung U: G — M einen

1-Kozykel, falls fiir alle g1, go € G Folgendes gilt:

U(g '92) = U(Ql) ! (U (92)) -




2 Semilineare Darstellungstheorie

Die Menge aller solcher Abbildungen bezeichnen wir mit Z% (G, M).
(b) Nenne U, U’ € Z! (G, M) kohomolog tiber M, falls es ein Element X € M gibt, sodass
fir alle g € G

X U(g)-9(X)=U'(9g)

gilt. Dadurch wird offenbar eine Aquivalenzrelation auf Z} ., (G, M) definiert. Bezeichne
mit H}

cont

(G, M) die Menge aller Aquivalenzklassen beziiglich dieser Relation. Sie enthélt
als ausgezeichnetes Element die Klasse des trivialen Kozykels 1: G — M, g — 1,,. Wir

sagen, dass H_,,, (G, M) eine punktierte Menge ist.

cont

Proposition 2.8. Sei 1 — M' &% M By M" — 1 eine exakte Sequenz topologischer

G-Gruppen. Dann existiert eine lange exakte Sequenz punktierter Mengen

(G M) ﬂl Hl

cont

1 — MG 2o, G Po, Bo MG 9, 4 H!

cont

(G, M) 2% HY

cont (G7 MU) :

Ist G eine topologische Gruppe und H < G abgeschlossen, so wird jeder topologischer G-
Modul M auf natiirliche Weise ein topologischer H-Modul und M* zu einem topologischen
(G/H-Modul. Es gibt dann eine natiirliche Restriktionsabbildung

res: H

cont

(G, M)—>H1

cont

(H, M)
und eine natiirliche Inflationsabbildung

inf: Hb (G/H,M") — H]

cont

<G7 M) ?

fir die gilt

Proposition 2.9 (Inflation-Restriktion). Ist M ein topologischer G-Modul und H < G
abgeschlossen, so ist die folgende Sequenz exakt:

1— H!

cont

(G/H, M) 2 LNy ss)

cont

(G, M) = H}

cont

(H,M) .

Proposition 2.10 (Hilbert 90). Sei L | K eine galoische Kérpererweiterung. Dann ist
H! . (Gal(L| K),GL, (L)) =1 fiir alle n > 1. Hierbei trigt Gal (L | K) die Krulltopo-
logie und GL, (L) die diskrete Topologie.

Unser Ziel ist es nun, fiir festes d € N sdmtliche freien semilinearen B-Darstellungen von

G vom Rang d durch geeignete Kohomologiegruppen zu beschreiben.. Sei dazu V eine




2 Semilineare Darstellungstheorie

solche und M := {ey,...,eq} eine B-Basis von V. Schreibe fir g € Gund j =1,...,d

d
€ = Zaij (9) e
i=1
fir geeignete eindeutig bestimmte a;; (9) € B fir alle i = 1,. .., d und definiere

Uy := (ai; (9))?,]':1 :

Da jedes g € G einen semilinearen Isomorphismus auf V' definiert, ist U, € GL, (B) fir
alle g € G. Wir erhalten also eine wohldefinierte Abbildung

U: G — GLy(B)

g—U,.

Versieht man Matp (d, d) mit der Produkttopologie und GL4 (B) mit der dadurch indu-
zierten Teilraumtopologie, so ist U stetig, da G stetig auf V' operiert. Seien nun ¢, g2 € G.

Dann gilt zum einen per Definition fiir alle y =1,...,d

(91-92) - ¢j = Zakj(gl “g2) ek,
k=1

fir eindeutig bestimmte ay; (g1 - g2) € G fur alle k = 1,...,d. Zum anderen erhalten wir
d d
(91-92) ej=g1- (92 €5) = g1 - D_aij (92) e = Y _ 1 (i (g2)) - 91 (ei) =
i=1 1

d

d:
= Zg Qij g2 Z Qi gl Z
i k=1

(Z o ) -1 05 2) ) .

Damit sehen wir also, dass U, .4, = U, - 91 (Uy,) und somit U ein stetiger 1-Kozykel ist.
Ist N ={fi,..., fa} eine weitere B-Basis von V', so betrachte die Basiswechselmatrix

P = MY (idy) = (b;)!._, € GLy(B) .

2,7=1

Wie zuvor gesehen, induziert auch N einen stetigen 1-Koyzkel U’ € Z . (G, GL4(B)).

Dann gilt per Definition fiir alle j =1,...,d und g € G:

d

I AR S S ).ibki-ek:

i=1 w i—1

i(m (v),) o

k=1

.
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Andererseits gilt auch:

d d

d d
9/ :gzsz'ei =Zg(bij)-g(ei) =2 9(bi) > Uy, ex =

i=1 k=1

Zgi:l (i (Ug)p - 9(%‘)) ek

Durch einen Koeffizientenvergleich sieht man dann, dass fir alle g € G

U,-g(P)=P-U,
S Uyj=P Uy g(P)

gilt. Damit sind U und U’ kohomolog in G L4 (B) und beschreiben somit dieselbe Klasse
in H! , (G,GL4(B)). Sei nun W = V eine zu V dquivalente B-Darstellung von G und
F:V — W ein entsprechender B-Isomorphismus. Dann ist N := {F'(e1),..., F (eq)} eine
B-Basis von W. Seien U, U’ die durch M, N induzierten 1-Kozykel in Z. . (G, GL4(B)).

Dann folgt fir alle g € Gund 5 =1,...,d

0 F ) = Fla ) = F (S0, ) = S0, F ).

=1

Andererseits erhalten wir

g-F () =3 (Uy),. - F(e) .
i=1

Damit gilt also U = U’, insbesondere sind U und U’ kohomolog in GL4(B). Bezeichne
die durch V induzierte Klasse in H. ,(G,GL4(B)) auch mit [V]. Bezeichne ferner mit
SRepd (B) die Menge aller Aquivalenzklassen beziiglich ¢ auf der Menge aller frei-
en semilinearen B-Darstellungen von G vom Rang d. Die folgende Abbildung ist also
wohldefiniert:

® : SRepl (B) — H}

cont

(G,GLa(B))
Vi— [V].

Proposition 2.11. Die Abbildung ® ist bijektiv. Ferner ist V genau dann eine triviale
semilineare B-Darstellung von G, wenn der zu einer (und damit jeder) B-Basis von V

gehorige 1-Kozykel kohomolog zum trivialen 1-Kozykel ist.

Bewets. Injektivitat: Seien V,W zwei B-Darstellungen vom Rang d mit Basen M =
{e1,...,eqtund N = {f1,..., fa} und U, U’ die entsprechenden 1-Kozykel. Angenommen U
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und U’ sind kohomolog in G Lq (B). Das heifit es existiert eine Matrix P = (b;;),; € GLa (B)

mit

Uy=P""-Uy-g(P)
& P-U,=U,-g(P) VgeG.

Sei dann F': W — V der B-Isomorphismus mit
MY (F)=P.

Dann gilt fir allege Gund j =1,...,d:

Pl 1) =F (S 0),5) =3 (@), F () =
GRS ORCIH RS
=1 k=1 k=1 \i=1
d d d d
=3 (S0 = X003 W) 0=

Damit ist F' also vertraglich mit den Operationen von G auf V' und W und es folgt
V=g W.

Surjektivitit: Sei U € Z!  (G,GL4(B)). Definiere eine semilineare G-Operation auf
V = B4 Sei dafiir M = {ey, ..., e4} die Standardbasis von V und definiere fiir ¢ € G und
j=1,....d

Setze diese Definition semilinear auf ganz V' fort. Per Definition ist dann U der zur Basis
M zugehorige 1-Kozykel.

Den Rest der Behauptung entnimmt man den obigen Ausfithrungen. [ |

Proposition 2.12. Sei L | K galoisch und L versehen mit der diskreten Topologie. Dann
ist jede semilineare L-Darstellung von G = Gal (L | K) trivial.

Beweis. Mit Hilbert 90 ist H} , (G,GLq (L)) =1 fiir alle d € N. Damit folgt die Behaup-

tung dann aus [2.11}] [ ]

10
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2.3 B-Zulassigkeit

Von nun an sei B zusitzlich ein Korper, E := B¢ (ein Kérper) und F' < E ein abgeschlos-
sener Teilkorper. Sei zunéchst W eine beliebige d-imensionale semilineare B-Darstellung
von G. Dann ist WY wegen BY = E ein E-Unterraum von W. Wir erhalten die folgende,

mit den jeweiligen G-Operationen vertriagliche B-lineare Abbildung:

&WZB®EWG—>W

AQW — A w.

Theorem 2.13. Sei W eine semilineare B-Darstellung von G der Dimension d. Dann
ist die Abbildung ay injektiv und damit dimg (WG) < dimpg (W). Ferner gilt:

dimpg (WG) =dimp (W) & aw ist ein B-Isomorphismus < W ist trivial.

Beweis. Ist ay injektiv, so folgt bereits
dimp (W) = dimp (B ©p W) < dimp (W) . (2.1)

Fiir die Injektivitéit von ayy zeigen wir per Induktion fiir alle n € N: Ist {wy, ..., w,} € W¢
linear unabhéngig tiber F, so sind (ihre Bilder unter ay,) auch linear unabhingig tiiber B
in W.

Induktionsanfang n = 1: Die Behauptung folgt, da dann w; # 0 gilt.

Induktionsschritt: Wir nehmen also an, dass die Behauptung bereits fiir jede (n — 1)-
elementige iiber E linear unabhingige Teilmenge aus W gilt und dass {wy, ..., w,} € W¢
linear unabhéangig tiber F sind. Angenommen, sie sind linear abhéngig tiber B als Elemente

von W. Dann existieren Elemente A, ..., \, € B, die nicht alle Null sind, sodass

i=1

Nach Induktionsvoraussetzung ist A\; # 0 und damit invertierbar in B fiir alle i =1, ... n.

Wir konnen also ohne Einschrankung Folgendes annehmen:
n—1
i=1

Da w; € WE fiir alle i = 1,...,n, folgt fiir alle g € G

n—1 n—1 n—1
S M- wi = wn = g (1) :g(zxi-wi) ~ S g () w.
=1

=1 =1

11
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Die Unabhéngigkeit der Vektoren wy, ..., w,_; iiber B und die Tatsache, dass \;, g (\;) € B
fithrt nach Koeffizientenvergleich zu \; = g (\;) fir allei =1,...,n— 1. Da g € G beliebig
war, muss Ai, ..., \_1 € E = BY gelten. Dann ist aber mit w, linear abhangig
von wiy,...,w,_1 iber E. Das widerspricht jedoch unserer Annahme, dass die Menge
{wy,...,w,} iber E linear unabhéngig ist. Damit ist die Injektivitat von ay, gezeigt. Die
erste Aquivalenz in der Kette folgt mit . Die zweite folgt folgendermaflen:

W ist trivial < W besitzt eine B-Basis in W¢

& ayy ist surjektiv und damit bijektiv . |

Ist V eine (lineare) F-Darstellung von G mit dimp (V) = d > 1, so ist, wie bereits
gesehen, W := B ®p V eine d-dimensionale semilineare B-Darstellung von G. Setze
Dy (V) := WY = (B®yp V). Danmn ist Dg (V) wegen E = BS ein E-Unterraum von
W. Wir erhalten auch hier eine mit den jeweiligen G-Operationen vertriagliche B-lineare
Abbildung

aV:B®EDB<V)—>B®FV
ARV A0,

Wir definieren nun einen fiir diese Arbeit d&uflerst zentralen Begriff.

Definition 2.14. Sei V' eine F-Darstellung von GG. Nenne V' B-zuléssig, falls B®p V eine

triviale semilineare B-Darstellung von G ist.

Proposition 2.15. Dg definiert einen links-exakten Funktor von der Kategorie Repp(QG)

aller linearen F-Darstellungen von G in die Kategorie Vecg aller E-Vektorriume.

Beweis. Seien Vi, V5 zwei F-Darstellungen von G und f: Vi — V5 eine F-lineare Abbil-
dung, welche mit den jeweiligen G-Operationen vertraglich ist. Dann induziert das Tenso-
rieren mit B eine B-lineare Abbildung f: BrVi —-BprVound fir \® v, € BRrV;
sowie g € G gilt

g(fOe@m)=gef()=gN@g(f()=gN)&f(gw)=flghawn),

das heiBt f ist G-dquivalent. Insbesondere schrinkt sich f zu einer E-linearen Abbildung
f: Dg (V1) — Dg (V3) ein. Sei nun 0 — V; — Vo — V3 — 0 eine exakte Sequenz linearer
F-Darstellungen von G mit G-vertréglichen linearen Abbildungen. Da B ein Koérper ist, ist
auch 0 - B®r V] — B®p Vo — B®pr V3 — 0 eine exakte Sequenz. Bekannterweise ist
dann auch 0 — (B @r V1)7 — (B ®r V2)© — (B @ V3)“ exakt (vgl. auch Proposition

23). .

12
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Per Definition folgt nun aus Theorem das folgende sehr niitzliche Kriterium fiir
B-Zuléssigkeit

Korollar 2.16. Fir jede F-Darstellung V von G ist die Abbildung oy injektiv und
dimg (Dp (V) < dimg (V). Ferner gilt:

dimg (Dp (V) =dimp (V) < ay ist ein B-Isomorphismus <V ist B-zuldssig.

Bemerkung 2.17 Das Korollar lasst sich auch fiir den Fall beweisen, dass B nur ein

sogenannter (F,G)-regularer Ring ist. Vergleiche dazu [2] Theorem 2.13.

Proposition 2.18. (1) Ist V' eine B-zuldssige F'-Darstellung von G, so sind simtliche
Teildarstellungen (also G-invariante F-Unterrdume) und Quotienten von V wieder B-
zuldssig.

(2) Sind Vi und Vy B-zuldssige F-Darstellungen von G, so ist auch Vi @ Vo B-zuldssig
und es gilt Dp (Vi ®p V2) = Dp (V1) ®p Dp (Va).

(3) Ist V' eine B-zulissige F-Darstellung von G, so auch der Dualraum V*.

Beweis. (1) Unterrdume bzw. Quotienten lassen sich als Kerne bzw. Kokerne realisieren.
Betrachte also eine exakte Sequenz 0 — V' — V — V" — 0 von F-Darstellungen von
G mit G-vertraglichen F-linearen Abbildungen. Dann ist mit die Sequenz 0 —
Dg (V') — Dp (V) — Dg (V") exakt. Damit ist also dimg (Dg (V)) < dimg (Dg (V")) +
dimg (Dp (V")). Nach Voraussetzung und Korollar ist dimp (V) = dimg (Dp (V))

und wir erhalten ebenfalls mit diesem Korollar somit die folgende Ungleichungskette

Anfang und Ende dieser Kette sind jedoch aufgrund der Exaktheit unserer ersten Sequenz
identisch. Aus der Ungleichung in Korollar folgt dimp (Dg (V")) = dimp (V') sowie
dimp (Dp (V")) = dimp (V"), womit V' und V" erneut nach Korollar B-zuléssig
sind.

(2) Per Definition gelten B ®p V; =g B" und B ®p Vo =g B™. Damit folgt

Bep (Vi ®p Vs) Z¢ B"@p Vo =¢ B"™.

Also ist auch Vi ® p Vo B-zuléssig. Fiir die Isomorphie betrachte das folgende kommutative

Diagramm

13



2 Semilineare Darstellungstheorie

(Bop V1) ®p (B®rVa) —— Bor (Vi @r V3)

J J

Dp (Vi) ®g D (Vo) —>— D (Vi @ V2) .

Dabei ist o die Einschrankung des Isomorphismus Y. Insbesondere ist ¢ injektiv. Da V)

und V5 B-zuléssig sind, gilt zudem

dimy (Dg (Vi) @ Dy (Va)) = dimy: (V1) - dimye (Vo) = dimg (B @ (Vi @5 Vi) 2
> dimg (Dp (Vi ®p V2)) .

Die letzte Ungleichung folgt aus der Injektivitdt von ay,g,v,. Mit der bereits gezeigten
Injektivitat von o folgt aber, dass diese Ungleichungskette eine Gleichungskette und o
bereits bijektiv ist.

(3) Wir fithren eine Induktion tber dimg (V') = n.

Induktionsanfang: n = 1 d.h. V = spang (v). Damit ist wegen der B-Zulassigkeit von V
dann Dg (V) = spang (b ® v) fiir ein geeignetes b € B\ {0}. Dann gilt V* = spanp (v*)
mit v* (v) = 1. Wir wissen mit dass dimg (Dp (V*)) < dimp (V*) = 1 gilt. Finde also
ein Element in Dg (V*) \ {0}. Sei dazu g € G. Dann existiert ein eindeutiges A\, € F' mit
g-v=Ag-v. Dabei gilt \y1 = A, Dag- (b®@v) =b®w gilt, folgt (g-0- Ay —b)@v = 0.
Mit v # Oy ist dann ¢ - b- )\, = b. Betrachte nun b™' ® v* € B @p V* unter dem

B-Isomorphismus

B@FV*HHOTH/F(V,B)
b@fr—b-f,

welcher mit den jeweiligen G-Operationen vertraglich ist. Fir g € G gilt
[g- (b_l v*)] (v)=g-b ' -0 (g_l : U) =g-b A0 (v)=b1 1= (b_l : v*) (v)

woraus ¢+ (b"' @ v*) =b"'@v* € D (V*) \ {0} folgt.
Induktionsschritt: Sei nun n > 2 und die Aussage wahr fir Vektorrdume der Dimension

< n. Wir nutzen den F-Isomorphismus
n—1 n * 1
NV e (Av> S ANV =V
F F F
W fr furv— fwAv),

welcher, wie man leicht nachrechnet, mit den jeweiligen G-Operationen vertraglich ist.

Da A%V ein Quotient von V®™~1 ist, ist dieser Raum nach (2) B-zuléssig. Da ferner

14



2 Semilineare Darstellungstheorie

dimp (NEV) =1 gilt, ist auch (A% V)" (nach Induktionsanfang) B-zulédssig. Somit folgt
mit (2) die B-Zulassigkeit von V*. [

Bemerkung 2.19 Offenbar sind auch direkte Summen B-zulassiger Darstellungen wieder
zuldssig. Man sieht, dass die Klasse aller B-zulédssigen F-Darstellungen von G daher eine
Tannaka-Unterkategorie der Kategorie Repr (G) bildet. Wir bezeichnen diese mit RepZ (G)
und haben im letzten Beweis gesehen, dass Dp eingeschrankt auf diese Kategorie sogar

exakt ist.
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3 Algebraischer Abschluss und Vorarbeit

3.1 Der Korper Cg

Proposition 3.1 (Krasners Lemma). Sei (K,v) ein vollstandiger nicht-archimedischer
Korper und E ein abgeschlossener Teilkorper von K. Seien auflerdem o, € K, sodass «
tber E separabel ist. Ist nun v (f — «) > v (o — «) fir alle Konjugierten o von « tiber E
mit o # a, so ist a € E(S).

Beweis. Seien E' := E () und v := f—a. Dannist £’ (y) = E' (a). Daa = —v € E(f)
genau dann gilt, wenn v € E' = E (f3), geniigt es, zu zeigen, dass £’ (y) = E’ gilt. Das ist
aquivalent dazu, dass das Minimalpolynom von v iiber E’ den Grad 1 besitzt. Angenommen,
dem ist nicht so und sei 7' eine weitere Nullstelle oder anders gesagt, ein weiteres zu =y
iiber £ konjugiertes Element. Diese existiert aufgrund der angenommenen Separabilitét.
Dann existiert ein o', welches zu a tber E’ konjugiert ist, mit v = § — o/. Wegen
der Eindeutigkeit der Bewertungsfortsetzung auf K ist v (y) = v (7’). Damit erhalten
wir einerseits v (7 — ) > v (y) = v (8 — a). Andererseits gilt aber nach Voraussetzung

v(Y =) =v(a—d) <v(f—a)=uv(y). Das ist ein Widerspruch. |

Betrachtet man auf Q den tiblichen archimedischen Betrag, so erhalten wir nach Vervoll-
standigung den Korper R mit entsprechender Fortsetzung dieses Betrages. Die komplexen
Zahlen C als algebraischer Abschluss von R sind, wie man weif}, beziiglich der kanonischen
Fortsetzung des Betrages von R weiterhin vollstandig, weil endlich iiber R. Ein solches
Verhalten darf man im Falle nicht-archimedischer Bewertungen beziehungsweise Betrage
nicht erwarten. Wir betrachten dazu einen vollstandig diskret bewerteten Korper K mit

Absolutbetrag |-|. Sei K ein algebraischer Abschluss von K.

Beispiel 3.2 (K ist nicht vollstéindig) Sei 7 das (bis auf Assoziiertheit) eindeutige Primele-
ment des Bewertungsringes Ok von K. Dieser ist bekanntermafien faktoriell. Damit besagt
das Eisensteinkriterium (vgl. |4] Chapter IV, Paragraph 3, Theorem 3.1), dass X" — 7
fiir jedes n € N irreduzibel iiber K = Quot (Of) ist. Insbesondere muss der Grad von K
tiber K unendlich groB sein. Sei daher M = {a; € K | i € N} linear unabhéngig tiber K.
Setze ¢; = 1 und wahle fiir i > 2 sukzessiv Elemente ¢; = 7% € K, sodass |¢; - a;| — 0

und [cip1 - aiy| < |sp — sgl fir alle 1 < k < und zu s, == X% ¢;-a; € K iiber K

16



3 Algebraischer Abschluss und Vorarbeit

konjugierten Elemente s).Dann ist wegen s,, — s,—1 = ¢, - an, <3n)neN eine Cauchy-Folge
in K. Wire nun K vollstindig, so gibe es dort einen Grenzwert s dieser Folge. Dann folgt
jedoch fiir alle n € N

|S - Sn’ < sup ‘Ci : ai’ < |S/n - Sn’ :
n+1<i
Mit Krasner’s Lemma [3.1] folgt dann aber, dass s,, € K (s) fiir alle n € N gilt. Da mit M
auch die Menge {s; | i € N} linear unabhéngig iiber K ist, wire der Grad von K (s) iiber
K unendlich gro8. Das ist ein Widerspruch zu s € K. |

Also ist eine Vervollstindigung von K nétig. Die Befiirchtung ist nun, dass man vor einer
langen Kette aus algebraischen Abschliissen und Vervollstandigungen steht. Gliicklicher-

weise ist das nicht der Fall:

Korollar 3.3. Sei K ein algebraischer Abschluss von K. Dann ist die Vervollstindigung

Ck := K von K beziiglich v ein vollstindiger und algebraisch abgeschlossener Korper.

Beweis. Zunichst einmal ist Cx perfekt. Im Fall char (K) = 0 ist das klar. Im Fall
char (K) = p > 0 ist die p-Potenzierung auf K ein bijektiver Homéomorphismus und setzt
sich daher bijektiv auf Cx fort. Sei P =3¢ a;- X* € Cx[X] mit d > 2 und ag =1 ein
normiertes separables Polynom. Wir zeigen, dass P eine Nullstelle in Cy besitzt. Nach
geeigneter Multiplikation mit o € Cg \ {0} koénnen wir annehmen, dass P € Oc¢, [X] gilt.
Sei C" der Zerfallungskorper von P iiber Ck sowie r := max{v (a; — a;) | i # j}, wobei
aq,...,0q4 € C' die paarweise verschiedenen Nullstellen von P sind. Da O dicht in O,

liegt, existiert fiir jedes ¢ = 0,...,d ein b; € O mit
v(a; —b) >r-d,

wobei wir by = 1 wihlen. Setze dann P, := Y% b;- X' € O%[X]. Da O C K, existiert ein
€ K mit P, (8) = 0. Sei ohne Einschrinkung v (8 — a1) > v (8 — o) fiirallei = 1,... ,d.
Da

d

P(B)=P(B)-P(B) =) (ai—b)- 5
i=1
und v (8) > 0 (P, ist ganz und normiert), folgt einerseits

v(P(B)):v<zd:(ai—bi)-ﬁi> >7r-d.

=0
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3 Algebraischer Abschluss und Vorarbeit

Andererseits gilt

und somit

Aufgrund der Maximalitat von o gilt damit v (8 —ay) > r > v (o — ) fiir alle 7 # 1.
Mit folgt dann a; € Cg (8) = Ck. [

Bemerkung 3.4 Ist K | Q, endlich, so gilt K = @, und es ist auch die Schreibweise
Ck = C, gebrauchlich.

3.2 Das Theorem von Ax-Sen-Tate

Sei nunmehr K | Q, endlich. Von nun an rechnen wir, solange nichts anderes behauptet
wird, innerhalb von Cx = K und mit der Bewertungsfortsetzung v = v, von Q, darauf.
Sei L | K algebraisch und o € K. Definiere

Ay () == min{v (¢’ — a) | & konjugiert zu « tiber L} .
Dann gilt

Ap(a) =400 & a€L.

Proposition 3.5 (Ax-Sen’s Lemma). Sei L | K eine algebraische Korpererweiterung und
a € K algebraisch iiber L. Dann ezistiert ein a € L, sodass v (a —a) > Ap (o) — ﬁ.
Sind also alle Nullstellen des Minimalpolynoms von « iiber L nah beieinander, so lasst
sich v entsprechend gut durch ein Element a € L annédhern. Zunachst benotigen wir ein

allgemeines Resultat:

Lemma 3.6. Sei (E,v) ein nicht-archimedischer Korper und E ein algebraischer Abschluss
von E. Sei R € E[X]| normiert mit grad (R) = d > 2, sodass v (\) > r fir alle Nullstellen
A € E von R. Dann existiert fiir alle 0 < m < d eine Nullstelle u € E von R™ (die m-te
formale Ableitung von R), sodass v (1) > r — —— ((d))

d—m v m
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3 Algebraischer Abschluss und Vorarbeit

Beweis. Sei zunéchst
d d '
R=T[(X - A\) =Y b X
i=1 i=0

mit \; € F. Dann ist b; € Z[\1, .. ., Ag) homogen vom Grad d—i und damit v (b;) > r-(d — i)
fir alle = 0,...,d. Schreibe dann

L.R(m)zzd: <Z> .bi.Xz‘—m: <d>d_m(X—,ui)

|
m! i=m \IT mj; ;=

mit geeigneten /i, ..., flg—m € E. Dann folgt

by = (d> (=)™ g g -

m

Also gilt nach Anwendung der Bewertung v und Umformung

ijjvwz»):v(bm)—v((i)) ZT“‘”‘“((:%» -
=<d—m>-(f—d-1m'“<<i>>> |

Demnach muss es mindestens ein ¢ € {1,...,d — m} geben, sodass

= (1)

Beweis von Proposition[3.5. Fiir d > 1 sei [(d) := max{l € Ny | p' < d} und €(d) :=
Zl.(d) L Dann gilt

=1 pifpi—l .

[(d)=0 & d<p & €(d)=0.

Fir o € L ist die Aussage klar mit a = . Sei also « ¢ L.
Wir zeigen: Ist [L («) : L] = d > 2, so existiert ein a € L mit

v(ia—a) > A (o) —e(d) .
Damit folgt dann die Behauptung, denn es ist

e(d) <e(d+1) und (}Lrgoe(d):m.
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3 Algebraischer Abschluss und Vorarbeit

Dazu fithren wir eine Induktion iiber d.

Induktionsanfang d = 2: Dann gilt fiir das Minimalpolynom P von « iiber L
P=(X—-a) - (X-d)=X*—(a+d) - X+a-d

mit einem geeigneten o’ € Ck \ {a}. Insbesondere sind o + o/, - o’ € L. Definiere dann

a:= %‘1/ € L. Fir a gilt

a—ao

v(oz—a)-v( 5 )—v(oz—o/)—v(2).

Bemerke, dass

0(2) = €(2) = {211201 falls p =2 .
0 sonst
Da in diesem Fall Ap (o) = v (o — ) ist, folgt damit also v (o —a) > Ap (a) — €(2).
Sei die Behauptung nun bereits fiir alle & < d — 1 bewiesen und sei P € L[X] das
Minimalpolynom von « vom Grad d. Definiere R := P (X + «) € L(«)[X]. Dann ist
R™ = P™) (X + ). Setze ferner r := Ay, (a). Alle Nullstellen von R sind von der Form
o/ — «a, wobei o zu « iiber L konjugiert ist (d.h. o/ ist auch eine Nullstelle von P). Fiir
diese gilt v (a/ —a) > r. Mit existiert nun fiir alle 0 < m < d ein u € K, sodass

R™ (1) = 0 und
wege((2)

gilt. Setze dann 8 := p+ o € K. Damit gilt dann

U(ﬂ—a)zv(u)zr—d_lm-v«i)) :

Da P™ (B) = P™ (u+a) = R™ () = 0 und P™ € L[X] von Grad d — m, ist 3

algebraisch tiber L vom Grad hochstens d — m. Wir unterscheiden die zwei Falle

. s>0
d— b =

p’n 520, n>1, ggT (n,p) =1

und setzen m := p® > 1. Betrachte nun v ((i))

1. Fall: d = p® - p. Dann gilt
PPN _  _ (P _ 2

()= ()
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(vgl. [3] Theorem 1.12). Damit wird ( ) von p aber nicht von p? geteilt. Das heifit

()1 m

2. Fall: d = p® - n. Dann gilt

d\ _ (p®-n\ _ (n) _ mod

m)  \ps.1) = 1) 77 WP
(vgl. [3] Theorem 1.11). Da n teilerfremd zu p ist, ist p kein Teiler von (i) also v ((i)) =0
Ist nun 8 € L, so wiahle a = . Dann folgt ndmlich

v@—aﬁﬂﬂﬂ—MZr—djwfv<Cg>:

{rdlmrpsﬂlps falls d = p* - p

r falls d = p° - n

> —e(d) . (3.1)

Bemerke dabei, dass im ersten Fall € (d) = e (p*™!) = 254} pi_;H gilt.

Sei also ¢ L. Dann ist § algebraisch tiber L vom Grad < d — m < d und nach

Induktionsvoraussetzung gibt es ein a € L mit
v(B—a)=AL(B) —e(d—m) .

Bemerke dabei, dass die Funktion € monoton wachsend ist. Wir zeigen nun, dass v (o« — a) >
Ayp (o) — €(d) gilt. Betrachte dazu erneut die obigen Falle.
1. Fall: d = p* - p. Wir haben bereits in (3.1]) gesehen, dass

vie=p)=r—e(d)

gilt. Sei nun ' konjugiert zu 5 = pu + « iber L. Dann ist § = y/ + o' mit uber L zu p

bzw. a konjugierten Elementen p' bzw. o'. Dann folgt

1

0 (8 = B) = v — ot al = a) 2 minfo (o~ a) v ()0 (W)} 27—

Damit folgt dann
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und somit

U(B_G)ZAL(B)_E(d_m)ZT_ <ps+11_ps—|-€<ps+1—ps)> :7“—6<p8+1):

=r—e(d).
Zusammen ergibt sich dann wie gewollt
va—a)=v(a—F+pF—a)>min{v(a—pF),v(—a)}>r—ce(d).
Fall 2: d = p*® - n. Wir nutzen erneut und folgern vollig analog zum ersten Fall
v(e—a)=v(a—p+F—a)>r—ec(d) .
Damit folgt die Behauptung. [ |

Sei Gk = Gal (F | K ) Da K dicht in Cg liegt und v auf K Galoisinvariant ist, setzt
sich die Operation von G auf K stetig auf Cx fort. Wir wollen diese Operation nun

genauer verstehen.

Proposition 3.7. Sei H < G abgeschlossen. Dann gilt

—~H —

K =cil=K",
Insbesondere ist also
Cx=K=K.
Beweis. Setze € := ﬁ, L:=K" und sei a € Ci. Wihle eine Folge (a,),oy in K,

sodass v (v — av,) > n fiir alle n € N gilt. Dann folgt fir alle 0 € H = Gal (F | L)
v(o(an) —ay) =v(0(a,) —o(a)+a—a,) >min{v (o (e, —a)),v(a, —a)} >n.

Damit ist also Ay (a,,) > n fiir alle n € N. Mit existiert zu jedem n € N ein a,, € L,
sodass v (ay, — a,) > n — € und damit o = nhrgo o, = nhrgo a, € L. Wir haben also die

Inklusion C} C L gezeigt. Die andere Inklusion ist klar, da L € C¥ und CE vollstandig
ist. |
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Theorem 3.8 (Ax-Sen-Tate). Mit der bisherigen Notation sind

{H < Gg | H abgeschlossen} <= {K < L < Cg | L abgeschlossener Zwischenkdrper}

Gal (F|?QL) — L
zueinander inverse, inklusionsumkehrende Bijektionen.

Beweis. Die Wohldefiniertheit und Inklusionsumkehrung der Abbildungen sind klar. Sei
zunichst H = Gal (K | L) < G abgeschlossen. Mit ist (Cﬁ =L.DalL CKnN Z, ist
Gal (F | KN E) C Gal (F | L) = H. Sei 0 € H. Da o stetig auf K operiert und L dicht
in L liegt, fixiert o auch K N L und es folgt o € Gal (F | KN E) Damit ist also Folgendes
gezeigt:

H=Gal (K| KnC}).

Sei also nun L ein vollstindiger Zwischenkérper von K und Cg und sei L' := K N L sowie
H := Gal (Y | L’) und H' := Gal (FL | L). Wir zeigen, dass L/ = CH = L gilt. Betrachte
zunachst die folgende Abbildung:

o Gal (KL | L) — Gal (K | L')
0 0 -

Dann ist ¢ ein stetiger Gruppenisomorphismus (vgl. |[4] Chapter I, Paragraph 6, Theorem
1.12). Damit folgt

L=L=Cll'=cll=TcL.

Die erste Gleichung folgt, da L abgeschlossen ist. Die zweite, weil K C KL C Cg und
damit KL = Cg zusammen mit . Die dritte Gleichung ist die Bijektivitdt von ¢
und die vierte folgt erneut wegen [3.7. Die Inklusion am Ende folgt aus L' C L und der
Abgeschlossenheit von L. Wir haben also gezeigt, dass

I Ciaz(mfm) .
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3.3 Die Kohomologiegruppe H . (Gg,GL, (Ck))

Wir fixieren eine total verzweigte Zwischenerweiterung K., von K | K mit I := T’y :=
Gal (K« | K) = (Z,,+) (algebraisch und topologisch). Setze H := Gk, = Gal (F ] Koo).
Insbesondere ist dann I' & Gx /G, = Gg/H. Setze ferner ', := I'*" = p™7Z,, sowie
K., = KL Sei nun v € T ein topologischer Erzeuger von I, d.h. (v) liegt dicht in I und
fiir jedes o € T existiert genau ein a € Z,, sodass 0 = 7. Insbesondere ist 7, := 7" ein
topologischer Erzeuger von I',,. Wir zeigen zunéchst, das eine solche Erweiterung K., | K

stets existiert.

3.3.1 Die Existenz von K

Fiir alle n € N sei ¢, € K eine primitive p"-te Einheitswurzel und betrachte den Zwi-
schenkorper L := K ((,|n > 1) von K | K. Dann ist L | K galoisch, da L = U,cy L, mit
L, = K (¢,) | K endlich galoisch. Definiere weiter L' := Q, ({,|n > 1) und betrachte die
folgende Abbildung:

0: Gal (L | K) — Gal (L' | Q)

or—— 0.

Man zeigt leicht, dass dies ein offener und stetiger Gruppenmonomorphismus ist und kann
damit Gal (L | K) als offene Untergruppe von Gal (L' | Q,) auffassen. Wir betrachten
zunéchst die letztere Gruppe und definieren dazu L], := Q, ((,) fir n € N. Dann ist
Gal (L' | Q) = lim Gal (L;, | Qp). Ferner ist Gal (L}, | Q,) = (Z/p"Z)" und L;, | Q, total
verzweigt (vgl. [5] Kapitel I, Paragraph 7, Satz 7.13). Dadurch ist dann L' = U,>; L], | Q,

total verzweigt und
Gal (L | K) < Gal (L' | Q) = lim (Z/p"Z)" = Z;, = (Z/pZ)" X pZ,.

Damit ist dann auch L|K total verzweigt. Die Torsionsuntergruppe T’ (Z;) von Z, ist
endlich und diskret (namlich isomorph zu (Z/pZ)*). Damit gilt das Gleiche auch fiir die
Torsionsuntergruppe T von Gal (L | K). Setze nun K, := L. Dann induziert ¢ einen

Monomorphismus
p: Gal (Ko | K) = Gal (L | K) /T — Z3/T (Z) = (Zy, +) .

Dieser ist weiterhin offen und stetig. Damit ist also Gal (K., | K) als offene Untergruppe
von Z, zu verstehen und nach Skalierung dann wie gewollt Gal (K« | K) = (Z,, +). Als

Teilererweiterung ist K., weiterhin total verzweigt tiber K.
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Bewertungen von Matrizen

Im Folgenden wollen wir Matrizen iiber Ck eine Bewertung zuweisen. Dies geschieht durch
die Funktion

v=u,: Matc, (n,n) — QU {+o0}
M = (ay); ;,_y —— v (M) ==min{v (a;) [4,j=1,...,n}.
Fiir sie gelten, wie man leicht sieht,
1. v(A) =400 & A=0,,
2. v(A-B)>v(A)+v(B),
3. v(A+ B) > min{v (A4),v(B)}.

Unser Ziel ist nun ein besseres Verstandnis tiber semilineare Cg-Darstellungen von Gg
zu erlangen. Mit heift dies, die erste Kohomologiegruppe H} , (Gx,GL, (Ck)) zu
verstehen. Dazu fithren wir zwei Reduktionen durch. Das sind zum einen der sogenannte

(F, GL, (f(;)) beschranken diirfen. Im

zweiten Schritt fithren wir eine » Dekomplettierung« durch, welche es uns gestattet, uns

»fast étale Abstieg«, mit dem wir uns auf H} ,

nur noch auf die Kohomologiegruppe H.  (I',GL, (K.)) konzentrieren zu miissen.

cont

3.3.2 Fast étaler Abstieg

Wir benoétigen zunéchst:

Lemma 3.9. Sei L | K, endlich. Dann existiert fir jedes a > 0 ein x € L, sodass
v(x) > —aund Tryk, (x)=1.
Beweis. Vgl. |2] Korollar A.89 |

Lemma 3.10. Sei Hy < H = Gal (F ] Koo) offen und U: Hy — GL, (Ck) ein stetiger
1-Kozykel, sodass fir ein geeignetes a > 0 und alle o € Hy

v(U, —1,) > a
gilt. Dabei sei U, := U (o). Dann ezistiert eine Matrix M € GL,, (Ck) mit

U(M—IH)Z%undv(M‘l-Ug-a(M)—]n)Za—i—l
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fir alle o € Hy.

Beweis. Aus der Voraussetzung folgt sofort, dass v (U,) > 0, also dass U, ganz ist fir alle

o € Hy. Da U stetig ist, existiert ein offener Normalteiler H; < Hy mit

v(Ua—]n)Za—i—qu%

fir alle 0 € Hy. Mit existiert ein o € K21 sodass

v(a) > —g und > 7(a)=1. (3.2)

TGH()/Hl

Bemerke dabei, dass Hy/H; endlich ist. Sei S C Hj ein vollstédndiges Reprasentantensystem
von Hy/H, und setze Mg = Y ,cq0 (a) - U,. Dann folgt mit (3.2), dass Mg — I, =

Yoes 0 () - (U, — I,), woraus wiederum

0 (M, = 1) > min{o (0 (a) - (U — [,))} > minv (@) + 0 (U, — [,)} > —% ta=2>0

a
2

folgt. Mit der geometrischen Reihe erhalt man dann, dass Mg € GL, (C) sowie

Z (I, — Mg)’
i=0
gelten. Insbesondere ist dann v (M < 1) > 0. Fir 7 € H; gilt
Uy—Uyr =Uy—U, -0 (U;)=U, - (I, — o (U,)) .
Sei S" C Hj ein weiteres Reprisentantensystem von Hy/H;. Dann existieren fiir jedes
o' € §" eindeutige Elemente o € S und 7, € H;, sodass ¢’ = ¢ - 7,. Damit folgt nun, da

a e K

Ms—My =Y o(a)-Uy— Y o' (a) - Uy =

ogeS o’'eS’
= o(a)-U, — Z 0 (15 (@) Ugr, =
ogeS oeS
=> o(a) Uy—=> o(a) Uy,
og€eS og€eS
= o(a) - (Uy —Us.r,)
oceS
= o(a) Uy (In—0o(Uy,))
og€eS
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Damit ergibt sich dann unter Betrachtung der Bewertung

v (Ms = Ms) = min{v (0 () - Uy - (I, = o (U, )} =
> glég{v () +v(Uy)+v(oc(l,—U,))} >

Z—g+0+a+1~l—g:a+1.
2 2
Fiir jedes 7 € Hy gilt

UT'T(MS):Z(T‘U)(O‘)'UT'T(UU):Z(T'U)(a)-UT_Uz s

c€eSs c€eS

Daraus folgt weiter

Mgt U, -7 (Mg)=Mg' M;g=1,+Mg" M.s — Mg" Mg =
=1, + Mz' (M, — Mg) .

Damit erhalten wir letztlich

U(MSTI'UT'T(MS)_IR> :U<M§1'(MT-S_MS)) ZU(MSTI)—FU(MT.S—MS) Z
>04+a+1=a+1.

Wir wéhlen also M = Mg fiir ein beliebiges Reprasentantensystem S von Hy/H. |

Korollar 3.11. Unter denselben Voraussetzungen wie in Lemma [3.10] existiert eine Matriz
M € GL, (Ck), sodass

v(M—1,) > % und MY U, -0 (M) = I,, Yo € Hy.
Insbesondere ist U auf Hy (kohomologisch) trivial.

Beweis. Wir wenden Lemma induktiv an: Definiere U° := U. Dann gibt es mit
eine Matrix M; € GL, (Ck) mit v (M; — I,,) > ¢ und

2

U(Mfl-Ug-a(Ml)—In)ZcH—l

fiir alle o € Hy. Definiere nun fiir ¢ € H die Funktion U' (¢) := M ' - U2 - o (M;). Dann
ist U € Z! . (H,GL, (Cg)). Nach erneuter Anwendung von auf U existiert eine

cont

Matrix M, € GL,, (Cg) mit v (M, — I,,) > “&* und

U(M{1~U;~U(M2)—In) >a+2
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fir alle o € Hy. Es existiert also eine Folge (M), in GL, (Ck) mit v (M; — I,,) > =1

v((ﬁMl.)‘l.UU.a@Mi)_In)mm

fir alle m > 1 und o € Hy. Nach dem Beweis von sind alle M; ganz, d.h. v (M;) >0

fiir alle 7. Da Cg vollstédndig ist und

und

m+1 m m "
(T o= 1008 ) = o (T8 (o = 1)) 0 (T80 ) 40 (0= 1) >
> a+m

— 400 fiir m — 400,

konvergiert (IT;%; M;),,~, zunichst gegen eine Matrix M € Matc, (n,n). Es bleibt noch,
zu zeigen, dass v (M — .;n) > ¢ gilt. Damit ist M dann auch invertierbar. Dazu zeigen wir,
dass fiir alle m > 1 bereits v ([[{~; M; — I,) > § gilt. Die Behauptung folgt dann durch
Grenzwertbildung. Wir fithren eine Induktion iiber m:

Induktionsanfang m = 1: Dies folgt mit der Definition von M;.

Induktionsschritt: Nehme an, dass die Aussage fiir alle £ < m gilt. Dann folgt

m—1
> min{v HM1>+U(Mm—In),v<HMl In>}>
i=1 i=1
a+m—1 a a
> mi -t > -
min{0 + 5 ,2}_2

Proposition 3.12. Es gilt H}

cont

(H,GL, (Cg)) = 1.

Beweis. Wir zeigen, dass jeder stetige 1-Kozykel U: H — GL, (Cg) (kohomologisch)
trivial ist. Sei dazu a > 0. Dann existiert aus Stetigkeitsgriinden eine offene normale
Untergruppe Hy < H mit v (U, — I,,) > a fiir alle 0 € Hy. Mit ist U als Element von
H} .. (Hoy,GL, (Cg)) trivial auf Hy. Betrachte nun die Inflations-Restriktions-Sequenz:

1 — H,y (H/Ho,GL, (CI)) % 1}

cont

(H,GL, (Cg)) 2 H

cont

(Ho, GL, (Cg)) .

Da H/Hy = Gal (K™ | Ku.) = Gal (KHO —Clh | K = Cg) (vgl. [5] Kapitel I, Para-
graph 9, Satz 9.6) endlich ist, folgt mit Hilbert 90, dass H. , (H/HO, GL, (C?’)) =1
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und die Restriktionsabbildung res damit injektiv ist. Damit muss U schon auf ganz H

trivial sein. [}

Proposition 3.13. Die Inflation definiert eine Bijektion:

inf: Hypy (T, GL, (Ka)) — H,

cont

(Gk,GL, (Ck)) .
Beweis. Betrachte die Inflations-Restriktions-Sequenz:

1— H

cont (F7 GLn (I/{:O)> (Zif) Hclont

(G, GL, (Cg)) = H.

cont

(H,GL, (Cg)) .

Beachte dabei, dass Koo = CZ und I' = G /H gelten. Mit ist H' ., (H,GL, (Cg)) =1

und inf damit auch surjektiv. [ |

3.3.3 Dekomplettierung

Auch hier benétigen wir ein paar grundlegende Resultate sowie eine Definition:

Korollar 3.14. Es existiert eine von n unabhdngige Konstante c € R>g, sodass fir alle
x e K, gilt

v (p_” “Tri, |k (:L‘)) > () —c.
Beweis. Vgl. |9] Corollary 3. |

Definition 3.15 (Tate’s normalisierte Spurabbildungen). Seien x € K, und n € Ny. Ist

x € K, 1, fir ein m € Ny, so definiere

Rn (.73) = p—m . TTKn+m\Kn (.fl?) .

Bemerkung 3.16 (1) (Ky),cy, ist die Familie simtlicher endlichen Zwischenerweiterungen
von K |K. Ist ndmlich K’ := K (x) eine solche, so ist Gal (K, | K') eine offene Unter-
gruppe von Gal (K | K) = (Zy,+). Damit ist Gal (K« | K') = Gal (K | K,,) = p"Z,
fiir ein geeignetes n € Ny und somit K’ = K,. Insbesondere existiert fiir x € K, stets ein
n € Ny mit x € K,,.

(2) Mit der Transitivitat der Spurabbildung und

[(Knim : K] = |Gal (Koo | Ky) [Gal (Koo | Kppm)| = ‘anp/pm_mZp‘ = |Z/p"Z] = p™
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sieht man, dass die Definition von R,, unabhéngig von der Wahl von m € Ny mit x € K,
ist. Daher ist R, : K, — K, eine wohldefinierte K,-lineare Abbildung.

(3) Mit sieht man, dass R, stetig auf K, ist und sich somit stetig auf Ko fortsetzen
lasst. Da R, auf K, die Identitat ist und K, vollstandig ist, gilt R, ([/(:O) = K,,. Ferner

gilt mit fiir alle 7 € Koo:

v (R, (x)) >wv(x)—c.

Proposition 3.17. Sein € N. Dann gelten:
(1) Fir X,, := Kern(R,) = {z € Ko | R, (z) = 0} gilt

K.o=K,®X,.

(2) Die K, -lineare Abbildung ~,, — id— st bijektiv auf X,, und besilzt ein stetiges Inverses

mait

v <(’yn - id@)il (a:)) >v(x)—d,

fur alle x € X,, und einer von n unabhdngigen Konstante d > 0.

Beweis. Vgl. [9] Proposition 6 und 7 sowie [8] Proposition 2 oder direkt |2] Proposition
A.97. |

Lemma 3.18. Seien c,d die oben genannten Konstanten, 6 > 0, b > 2¢ + 2d 4+ § und
r > 0. Angenommen U = I,, + Uy + Uy mit

Uy € Matg, (n,n), v(Uy) >b—c—d,
Uy € Mat— (n,n), v(Uz) 20" >D.

Dann existiert eine Matriz M € GL, (I?;) mitv(M —1,)>b—c—d und
MU v (M)=1+Vi+V,
mit

‘/leMatKr(nvn)a U(‘/I)Zb_c_da
Vo € Mati— (n,n), v(Va) >/ +56.

Beweis. Sei Uy = R, (Us) + (idg — ) (V) mit V := (ide —7,) Uz — R, (U2)) €

Mat.— (n,n). Beachte dabei, dass Us — R, (Us) Eintrige in X, = Kern(R,) besitzt. Dann
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gilt mit v (R, (Usg)) > v (Uy) — ¢ sowie mit

v(V)=v <(id§;—7r)_1 (Uz—Rr(Uz))> >0 Uz — R, (Uz)) —d >
> min{v (Uy) ,v (R, (U2))} —d>v(Uz) —c—d >V —c—d>b—c—d> (3.3)
>c+d+6>0.

Damit ist I,, + V durch Betrachtung der geometrischen Reihe insbesondere invertierbar

und es folgt weiter

(A V) Uy (L V) = (L= VAV =V ) L+ Ui+ ) - (L + 7 (V) =
= I+ Ui+ (% — id=) (V) + Us + V&,

wobei V5 € Mat;— (n,n) aus allen Termen vom Grad gréer oder gleich 2 in Uy, U, V, 7, (V)
besteht. Es gilt daher

v (Va) = min{o (V*) v (VE - 0) 0 (VR Uz) 0 (U Ua) |k > 2,k ks > 1} >
>min{2- (V' —c—d), b/ +b—2c=2d, b/ +b—c—dV +b—c—d} >
>V +b—2c—2d>b +7.

Dabei wurde ausgenutzt, dass v (7, (V)) = v (V) gilt. Setze nun V; := Uy + R, (Us) €
Matg, (n,n). Dann gilt

v(V) = v (U + R, (Uz)) = min{v (V1) , 0 (R, (U2))} =
>min{b—c—d,v(Uz) —c} >min{b—c—d,b—d} >
>b—c—d.

Mit M := I, + V folgt dann die Behauptung. [ |

Korollar 3.19. Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Lemma existiert eine
Matriz M € GLy (Ko) mitv(M —1,) >b—c—dund M~*-U -~ (M) € GL, (K,).

Beweis. Sei Uy := U und U := ]\/_/1_1 U -, (My) =1, + Vi + V,, wobei My = M, Vi und
V, die Matrizen aus [3.18 sind. Mit demselben Lemma angewandt auf die Zerlegung von
U, = I, + V} + V, existieren nun Matrizen M, € GL,, ([/(:O) , V1(2) € Matg, (n,n) sowie
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Vi e Mat;— (n,n), sodass

v(My—1,) >b+d—c—d,

v(W?) >b—c—d,

v (V) > b+25,

(My - M) ™" Uy 3 (My - My) = My Uy -3y (M) = L + VP + V2

Dabei folgt die Ungleichung fiir M, aus (3.3) aus dem Beweis von [3.18] Dort ist dann
namlich v (My — 1,,) = v (V) > v (Va) —c—d > b+ — c—d. Induktiv folgt nun die Existenz
von Matrizen M,, € GL, (l/(;) R VASONC Mat;— (n, n) sowie Vi™ e Matg., (n,n), sodass

v(Mpy, —1I,)>b+(m—1)-§—c—d>0,

v(Vl(m)) >b—c—d,

v(Va™) > b+m-4, (3.4)
m -1 m

(HMJ ww%(HMQ—u+WM+w“. (3.5)
=1

i=1

Genauer definiert man wie im Beweis von 3.18 V™ := ;™Y + R, (V;mfl)» woraus
dann aus der Stetigkeit von R, und (3.4)

Vl(m) — Vl(m_l) =R, ( Q(m_1)> — 0 fir m — 400

folgt. Damit ist <V1(m))meN eine Cauchy-Folge in Matg, (n,n). Da K, vollstindig ist,
konvergiert diese Folge gegen eine Matrix V € Matg, (n,n) mit v(V) >b—c—d > 0.
Insbesondere ist I,, + V damit invertierbar. Ganz analog wie im Beweis von Korollar
sieht man, dass (M,,),,cy €ine Cauchy-Folge ist und somit gegen eine weiterhin
invertierbare Matrix M € GL, (l/(;) konvergiert. Durch Grenzwertbildung in (3.5 unter

—

Berticksichtigung, dass -, stetig auf K, operiert, siecht man dann letztlich
MY U-y (M)=1I1,+V €GL, (K,) .

Damit ist die Behauptung bewiesen. [

Lemma 3.20. Sei d > 0 die Konstante aus |3.17. Seien ferner B € GL, (l/(;) und
Vi,Va € GL, (K;), sodass fir ein r > i

v(Vi = L) v (Vo — 1)) > d sowie , (B) = Vi - B - Vs

gelten. Dann ist B € GL,, (K;).
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Beweis. Sei C':= B — R; (B) und zeige, dass C' = 0 gilt. Dann ist ndmlich B = R; (B) €
GL, (K;). Wir nehmen an, dass C' # 0 ist und fithren dies zum Widerspruch. Beachte,
dass C' Eintrige aus X; = (idg\ — Ri) ([/(;) hat und dass R; eine K;-lineare Abbildung

ist, welche mit v, kommutiert. Letzteres liegt daran, dass I' abelsch ist. Dann folgt

7 (€)= C = (B—-Ri(B)-C=7(B)-Ri(y(B) -C=
=Vi-B-Vo— R (Vi-B-V3)—C =
—Vi-B-Va—Vi-R;(B) -V, —C =
V- C-Vya—C =
=(G=1)-C -V + i Co (V= L) = (Vi = [,) - C+ (Vo — L)

Damit ist, wegen v (V1) ,v (V2) > 0, dann

v(( —idz=) (C)) = v (% (C) = C) = min{v (Vi — L) + v (C) + v (V&),
v(Vi) +v(C)+v(Va—1),0o(Vi—=1,)4+v(C)+v(Va—1,)} >v(C)+d=

=0 ((% — ida\o)il (% - de;) (C’)) +d.

In der letzten Gleichung kénnen wir [3.17| anwenden, weil (77 - id?) (C) Eintrage in X;

hat. Nach einer Umformung erhalten wir

v (('y —idi) " (h — id) (C)) < ((h —id=) (€)) —d.

Das widerspricht jedoch dem zweiten Teil von [3.17 Also muss C' = 0 gelten und die
Behauptung folgt. [ |

Bemerkung 3.21 Sei U € Z} ,(I',GL, (K)). Dann existiert ein ¢ € N mit U (y) €
GL, (K;). Da U stetig ist und I' = {y* | a € Z,} gilt, folgt mit der Stetigkeit von U, dass
das Bild von U bereits in GL,, (K;) liegt.

Proposition 3.22. Die Inklusion GL, (K.) C GL, ([/(;) induziert eine Bijektion

v H

cont

(0, GLy (Kso)) — Hippy (T, GLn (Kso)) -

Beweis. Wir beginnen mit der Injektivitéit. Seien dafir U, U’ € Z} . (T',GL, (K)), die
kohomolog sind in GL, (f(;), d.h. es existiert eine Matrix M € GL, (l/(;) mit M !

U, o (M) =U. fir alle 0 € T'. Insbesondere gilt fir alle r € N

-1
W (M)=U'-M-U. .
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Da 7, fiir grofie r gegen idg, lauft und U, U’ stetig sind, laufen U,,, U} _fiir grofie r gegen
I,,. Sei i € N derart, dass U und U’ ihr Bild in GL,, (K;) haben. Wahle dann r > i grof3

genug, sodass
v(Uy, = 1),v (U], — 1) > d

gilt. Mit ist dann M € GL, (K;) € GL, (K«) und U, U’ bereits kohomolog tiber
GL, (Ky).

Fiir die Surjektivitdat nehmen wir uns einen stetigen 1-Kozykel U von I' nach GL,, (f(;)
und zeigen, dass dieser iiber GL, (I/(;) kohomolog ist zu einem 1-Kozykel mit Werten
in GL, (K). Da U stetig ist, existiert ein r € N, sodass v (U, — I,) > 2c¢ + 2d fur alle
o € I',. Sei dann § > 0 derart, dass v (U,, —I,) > b := 2c¢+ 2d + 6. Dann folgt fur
v, =1,+0,+U, —1I, (also Uy = 0,, und U, = U, — I,,) mit die Existenz einer
Matrix M € GL, (}/(;) mit v (M —1,) >b—c—d=c+d+ 9 und

U, =M"'U, v (M)eGL,(K,) .

i

Definiere nun U} := M~' - U, - 0 (M) fiir alle o € T'. Dann ist U’ ein stetiger 1-Kozykel
mit Werten in GL,, ([/(;) Sei o € I beliebig. Dann gilt

Uy-o (U )=M" U -0(M)-o (M) -0(U,) (0 7) (M) =
=M~ Us-o(U,) (0-%) (M) =
=M™ Ups, - (0-7) (M) =U,., =
=U, . =U, 7% (U,).

Das ist dquivalent zu
Y (Uy) = U Us o (U] )

Fiir obiges r ist Uér € GL, (K,). Da ~; eine Potenz von =, fiir t > r ist, konnen wir ohne
Einschréinkung annehmen, dass v (UQT — [n> > d gilt. Dann folgt mit [3.20] fiir V} = U;:l
und Vo = o (U;T), dass U! € GL, (K,) C GL, (K). Ergo ist U (per Definition) iiber
GL, ([/(;) kohomolog zu U’ mit Werten in GL,, (K). |

Theorem 3.23. Die durch Gx — I' = Gx/H und GL, (Ky) — GL, (I/(;) induzierte
Abbildung

n: H!

cont

(I,GL, (Ky)) — H}

cont

(GKa GLn (CK))

ist bijektiv.
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Beweis. Das folgt aus und [3.22]
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4 Zulassigkeit p-adischer Darstellungen

4.1 Semilineare Cg-Darstellungen von G

Wir wenden nun das an, was wir in Abschnitt [3.3]gelernt haben. Sei dazu W eine semilineare

Cg-Darstellung von Gi der Dimension n. Definiere
We =W ={weW|ow)=wVoeH};

da H <4 Gk, ist W; invariant unter der Operation von Gg. Ferner ist I/I//; ein [/(:o—

Vektorraum wegen CI = I/(; und damit eine [/(;—Darstellung von I' = Gg/H.

Theorem 4.1. Die Cg-lineare Abbildung

QDCK®KAW;O—>W

cRuWir——c-w

ist ein Isomorphismus, welcher mit den jeweiligen G -Operationen vertrdglich ist.

Beweis. Offensichtlich ist W ebenso eine Cg-Darstellung von H und mit trivial als
solche. Die Behauptung folgt dann mit Theorem [2.13] [

Wir wissen also nun insbesondere, dass dimz— (@) = dimg, (W) gilt.

Theorem 4.2. Es existiert ein v € N und eine K,.-Darstellung W, von I' der Dimension

n, sodass die K -lineare Abbildung

o Koo @, W, — W

cRQUWrH——c-w

ein Isomorphismus ist, welcher mit den jeweiligen Operationen von I vertrdglich ist.
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Beweis. Sei B = {ey,...,e,} eine K..-Basis von Wo, und U: T — GL,, (f(;) der entspre-
chende stetige 1-Kozykel. Mit |3.22|ist U (iiber GL,, ([/(:o)) kohomolog zu einem 1-Kozykel
U’ mit Werten in GL,, (K,) fur ein geeignetes r € N. Mit folgt nun die Existenz einer

K-Basis B' = {¢},... e} von W, sodass

W, =K, e,

i=1

invariant unter der Operation von I' ist. Da ¢ die K-Basis {1®¢, | i = 1,...,n}
von I/(; ®g, W, auf die [/(;—Basis B’ von W; abbildet, ist ¢ ein Isomorphismus. Die

Vertraglichkeit mit den I'-Operationen ist offensichtlich. [
Wir fixieren die K,-Basis {€],..., el } von W, fiir das weitere Vorgehen.

Definition 4.3. Nenne einen Vektor w € W, K-endlich, falls spang{c (w) | o € '} ein
endlich-dimensionaler K-Vektorraum ist. Setze W, := {w € Wy, | w ist K-endlich}.

Bemerkung 4.4 W, ist ein K -Unterraum von I/T/; und I' operiert auf diesem. Ferner ist
W, C Wy

Wir benétigen das folgende Ergebnis lediglich fiir das dann folgende Korollar und verweisen

fiir den Beweis auf Sen:

Proposition 4.5. Sei W C K, ein endlich-dimensionaler K, -Unterraum mit T, (W) C
W. Dann ist W C K.

Beweis. Vgl. [8] Proposition 3. |
Korollar 4.6. Es gilt Ko, ®x, Wy 2 Weo und damit Ko @5, Woe Za, Woo.

Beweis. Wir betrachten die folgende Abbildung:

0: Koo @, W), — W
cCRuWr——c-w.
Da W, C W, ist ¢ eine wohldefinierte K -lineare Abbildung, welche vertréaglich mit

den gegebenen I'- bzw. dadurch induzierten Gx-Operationen ist. ¢ bildet die K.-Basis
{1®e€ |i=1,...,n} von Ky, ®, W, auf die iiber K., linear unabhingige Menge
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{e/,..., e} ab und ist damit injektiv. Da {¢},...,¢.} zumindest cine K..-Basis von W

ist, existieren fir w € W, C W; eindeutig bestimmte Koeffizienten Aq,..., A\, € l/(; mit

n

w=>y X-é.
i=1

Wir zeigen, dass die Koeffizienten bereits in K, liegen. Da w € W, ist spang{o (w) | o €
I'} endlich-dimensional. Dann muss aufgrund der Eindeutigkeit auch spang{o (X\;) | o € T'}
firallei = 1,...,n endlich-dimensional sein. Mit [£.5)ist dann spang{o (\;) |0 € T} C K
fur alle ¢ = 1,...,n. Insbesondere sind dann Ay, ..., \, € K. Damit ist {e},..., e} eine
K.-Basis von W, und ¢ bereits bijektiv. Somit erhalten wir die folgende Isomorphie von

G k-Darstellungen:

Koo @1, Woo = Ko @1, (Koo @1, W,) 2 (Koo @1, Koo) @, Wi 2

—
[

- 00®K7-WT%JWZO‘ .

4.1.1 Der Sen-Operator

Sei W eine n-dimensionale semilineare Cg-Darstellung von G und W,., W, sowie W;
wie bisher. Dann gibt es eine K,-Basis B = {ey,...,e,} von W, welche auch K -Basis
von W, [/(;—Basis von W:o sowie Cg-Basis von W ist. Im Beweis von sieht man,
dass fiir den zugehoérigen stetigen 1-Kozykel U : I' — GL,, (K,) C GL, (K)

v(U,, —1I,) >c+d>0 (4.1)

gilt. Bezeichne mit x den in Abschnitt gewéhlten stetigen Isomorphismus Gx/H =

[',o) = (Z,,+) sowie seine Komposition mit G — I
p

Definition 4.7 (Sen’s Operator). Der zu W assoziierte Sen-Operator ¢ ist der K-

Endomorphismus von W, mit der Darstellungsmatrix

_logU,,

b= My (9) X ()

Dabei sei log U, als unendliche Reihe zu verstehen, welche nach (4.1) konvergiert. Mit
der Wahl der Basis B kann man ¢ auf W, und W linear fortsetzen. Bezeichne diese

Fortsetzungen weiterhin mit ¢.

Theorem 4.8. Der Sen-Operator ¢ von W ist der eindeutig bestimmte K, -Endomorphis-
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mus auf Wy, sodass fir alle w € Wy, eine offene Untergruppe I, von ' existiert mait

o(w)=exp(¢-x(0))(w) firalleoc €T, . (4.2)

Hierbei ist exp als unendliche Reihe zu verstehen, welche in einer offenen Umgebung von
0 € Endg,, (W) bzw. 0 € Matk_ (n,n) konvergiert.

Beweis. Sei w € Wy und w = Y7 () A; - €; mit Ay, ..., A\, € K. Dann existiert ein s € N,
sodass Ai,..., A\, € K. Setze I', := I', N T',. Dann gibt es fiir jedes ¢ € I';, C I',. ein
eindeutiges a € Z,, sodass 0 = 7. Wegen U,, € GL, (K,) gilt U,z =U,, -, (U,,) = U2,
und induktiv U,n = U7 fiir alle n € Z. Da U und x stetig sind, erhalten wir

U, =U5 und x (o) =a-x (%) -

Daher folgt fiir alle o € T'y, beziiglich der Basis B

eap (@ -x (o)) = exp ( el m) _
= exp (log (Uy)) = U, . (4.3)

Um die Konvergenz der Exponentialreihe zu garantieren, schranken wir uns dabei ohne
Einschrankung gegebenenfalls weiter auf eine offene Untergruppe von I, ein. Per Definition
ist die Operation von o auf w € W, gegeben durch U,. Denn ist [w]p € K2 der

Koordinatenvektor von w beziiglich der Basis B, so gilt
[0 (w)]p =Us - [w]p.

Daher folgt

o (w) = exp (- x(0)) (w)

fir alle o € I',. Fiir die Eindeutigkeit von ¢ seien erneut o € I'y,, a € Z, mit 0 = 2. Da
die Operation von o auf w € W,., wie bereits angemerkt, gegeben ist durch U,, folgt aus
({4.2)), dass diese Operation auch gegeben ist durch M5 (exp (¢ - x (0))) = exp (@ - x (0))-
Da w € W, beliebig war, folgt

U, =Us =exp(®-x(0)) ,

woraus, nach Anwendung des Logarithmus schliefSlich

_log U,

o _a-loglU,  logU,,

x(0)  a-x(w)  x(n)

(4.4)
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4 Zulassigkeit p-adischer Darstellungen

folgt. |

Bemerkung 4.9 (1) Mit (4.4) aus dem Beweis von [4.§| sicht man, dass

_ logU,
x (o)

o

fir alle 0 € I',., d.h. der Sen-Operator ¢ ist unabhangig von der Wahl von 7.
(2) Durch die Betrachtung der Reihenentwicklung der Exponentialfunktion exp zeigt (4.2)),

dass

1 t —

o (w) = lim (w) —w
X(y)i=0 ¢

fir alle w € W, gilt. Insbesondere kommutieren I' und ¢ auf W, und damit Gk und ¢

auf W.

(3) Fiir w € Wy, gilt ¢ (w) = 0 genau dann, wenn I" (w) := {0 (w) | o € T'} endlich ist.

Beweis. Definiere A := x (o) - ¢ fiir 0 € I',. Dann ist mit

7 ) = erp(A) () = 32 - A" ).
Ist nun ¢ (w) = 0, so ist auch A" (w) = 0 fur alle n > 1. Damit ist also ¢ (w) = w fir
alle 0 € I'y,. Also gilt ', < Stabr (w) <T. Da I, in I offen ist und dort endlichen Index
besitzt, gilt dies auch fur Stabr (w) in I'. Damit ist dann |I' (w)| = |I'/Stabr (w)| endlich.
Sei umgekehrt |I' (w)| = |I'/Stabr (w)| endlich. Damit ist Stabr (w) < I' offen und wie wir
bereits wissen dann Stabr (w) = T's fiir ein geeignetes s € N. Insbesondere gilt fiir alle
k > s dann vpk (w) = w und somit

7 (w) —w

lim =0.
t—0

Mit (2) ist dann ¢ (w) = 0. |

(4) Sei W' eine weitere semilineare Cg-Darstellung von Gk und ¢’ der entsprechende
Sen-Operator. Man rechnet fiir die beiden semilinearen Cg-Darstellungen W & W’ und
W ®c, W’ nach, dass (W e W')_ =W, @ W, und (W ®c, W) =W @k, WL gilt.
Dann sind die Sen-Operatoren von W & W' und W ®¢,. W' gegeben durch ¢ & ¢ und
¢ @ idy + idy @ ¢
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Beweis. Das folgt direkt aus Theorem und bekannten Eigenschaften der Exponential-

funktion:

exp (¢ ® ¢) - x(0)) = exp (¢ - x (o)) B exp (¢’ x (),
exp ((¢ @ idw + idw @ ¢') - x (o)) = exp (¢ - x (o)) ® exp (¢ - x (0)) .

Letzteres gilt dabei, weil ¢ ® idy und idy ® ¢ kommutieren. [ |
(5) Seien f € Homg, (W, W’) und ¢ € Gk. Definiere o (f) € Homc, (W, W') durch

o ()] (w) =0 (f (o7 (w)))

fur alle w € W. Man rechnet leicht nach, dass Homc, (W, W') dadurch eine semilineare
Cg-Darstellung von G wird. Sind wieder ¢ und ¢’ die Sen-Operatoren zu W und W', so
ist der zu Homg, (W, W') gehorige Sen-Operator ¢pom gegeben durch

Grrom (f) =@ o f — foo
fiir alle f € Home,, (W, W").
Beweis. Mit fiir t groB genug und w € W, folgt
Y (w)=w+t-x(y) ¢ w)+0(£). (4.5)
Gleichermafen gilt natiirlich
7 (w)=w—t-x ()6 (w) +O(F).
Darauf f angewandt liefert
F(rtw)=fw) —t-x():(fod)(w)+0 ().
Dies ist dquivalent zu
Fw)=f (" @) +t-x() - (fod)(w)—0O(). (4.6)
Analog zu erhilt man fir f (w) € W’

(Vo f) (w) =~ (f (w)) = f(w) +t-x(7)- ¢ (f (w)) + O () . (4.7)
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Wendet man nun ~* auf an, so erhélt man
Y (F () +tx () A (Fog) (w) -0 () =
= fw)+t-x(7) (@ o f)(w)+0 ().
Umgeformt erhalten wir dann

1L () w)— f(w)
X () t

= (¢ o f =7 (fo9) (w)+0O().

Lassen wir ¢ nun p-adisch gegen 0 laufen, erhalten wir wegen v — idg_ letztlich die
Behauptung aus Bemerkung (2). [

(6) Ist W' < W eine Teildarstellung von G, d.h. W’ ist ein Cx-Unterraum von W und

invariant unter der Operation von G, so ist ¢+ der Sen-Operator von W'

Proposition 4.10. Es existiert eine K.,-Basis B’ von W, sodass die Darstellungsmatriz
von ¢ beziiglich B' Koeffizienten in K hat.

Beweis. Nach Teil (2) aus Bemerkung [4.9] gilt 0 0 ¢ = ¢ o ¢ fiir alle o € T'. Damit gilt

dann beziiglich der Basis B, da ¢ semilinear operiert,
Uy, - 0(®)=-U,.
Das ist dquivalent zu
Uy -0(®)-U' =,

womit o (®) und @ fiir alle o € I" dhnlich (iiber K ) zueinander sind und damit dieselbe
rationale Jordan-Normalform besitzen. Man sieht jedoch leicht, wenn R € Matk_ (n,n)

die Normalform von & ist, so ist o (R) die Normalform von o (®). Also gilt fir alle
oel'=Gal (K | K)

also R € Matg (n,n). |
Theorem 4.11. Es gilt Kern (¢) = WOk @k Cg.

Beweis. Sei X := Kern (¢). Wegen W% C W, zeigt Bemerkung[4.9] (2), dass W C X.
Da X ein Cg-Unterraum von W ist, gilt auch spanc, (WGK ) C X. Es bleibt also noch
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zu zeigen, dass X eine Cg-Basis in W% besitzt. Da ¢ und G kommutieren, ist X
G k-invariant und damit selbst eine semilineare Cgx-Darstellung von Gg. Es gelten also
die bisherigen Ergebnisse aus Abschnitt und wir kénnen tber X,, C X reden. Da
X = Ckg ®k,, Xoo, gentigt es, eine K -Basis von X, zu finden, welche von I' fixiert
wird. Sei w € X.. Dann ist wegen ¢|x_ = 0 nach Teil (3) aus der I'-Orbit von
w endlich. Damit ist die I'-Operation auf X, stetig, falls man X, mit der diskreten
Topologie versieht. Mit ist die Ky -Darstellung X, von I' trivial und besitzt damit
eine K -Basis in Xgo C Wk, |

Theorem 4.12. Seien W', W? zwei C-Darstellungen von G und ¢', ¢* die entspre-
chenden Sen-Operatoren. Dann sind W' und W? genau dann Gg-isomorph, wenn ¢' und

&? dhnlich zueinander sind.

Beweis. Sei W = Homc, (W', W?) und ¢gom der entsprechende Sen-Operator (vgl.
Bemerkung (5)). Dass W' und W? Gg-isomorph sind, bedeutet, dass es einen Cg-
Isomorphismus F: W! — W? gibt mit

coF =Foo
s ogoFoo t=F
< o (F)=F furalle o € Gg
& FeWwor,

Dass ¢! und ¢? dhnlich zueinander sind, bedeutet, dass es einen Cg-Isomorphismus
f: Wt — W? gibt mit

Jrodof=¢
& ¢t f—fodt =0
<:>¢Hom(f):()
& fe Kern(dgom) = Ckx Q@ WCx

Damit ist die Hinrichtung der Behauptung klar, da mit der iiblichen Identifikation W% C
Cx ®x WY gilt. Fiir die Riickrichtung sei f € Cx ®@x W% ein Isomorphismus. Gesucht
ist ein bijektives F' € WK, Wihle eine K-Basis B = {f1,..., fn} von W, Dann ist B

auch eine Cx-Basis von Cx @k WK und es existieren Elemente ¢4, ..., ¢, € Ck, sodass
m
= Z i fi
i=1
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Da f ein Isomorphismus ist, gilt also
i=1

Mit fi,..., fim € Homg, (W', W?), ist

m

P :=det (th . fz> € (CK[tl, c ,tm] .
i=1

Aus (4.8) folgt dann P # 0. Da |K| = oo, existieren Elemente Aj,..., A\, € K mit
P (M, ..., ) # 0. Damitist F:= 3" N+ f; € WEx der gesuchte Cg-Isomorphismus. W

4.1.2 Das Hauptresultat

Sei V' eine d-dimensionale p-adische Darstellung von Gx und B eine Q,-Basis von V.
Nach dem Ubergang zu Darstellungsmatrizen beziiglich B sei p: G — GLq(Q,) der zur
Darstellung V' assoziierte stetige Gruppenhomomorphismus. Sei ferner W := Cg ®q, V'

die zu V assoziierte semilineare Cg-Darstellung von G.

Lemma 4.13. Sei L | K galoisch mit L C K. Sei weiter G = Gal (L | K) eine p-adische
Lie-Gruppe und {G (n)}nen eine Lie-Filtrierung von G. Angenommen, fir ein n € N
existiert eine stetige Funktion \: G (n) — Q, und ein Element x € L sowie ein m € 7Z,

sodass
v(A(o) = (6 —1idy) (z)) > m fiir alle o € G (n) .
Dann existiert eine Konstante ¢ (unabhdngig von n) mit

v(A(o)) >m—c firalleo € G(n) .

Beweis. Fir den Begriff der Lie-Filtrierung sei auf [6] verwiesen. Fiir den Beweis vgl. [7]
Lemma 3. [

Im folgenden Theorem betrachten wir den Sen-Operator ¢ von W und die Lie-Algebra g
von p (Gg), wobei p (Gk) als abgeschlossene Untergruppe von GL4 (Q,) eine Lie-Gruppe
ist. Mit dem lokalen Homeomorphismus zwischen einer Lie-Gruppe und ihrer Lie-Algebra

(vgl. [1] Chapter I1I, Paragraph 7, Propositionen 3 und 10) sieht man dann, dass g als
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Q,-Vektorraum durch alle Bilder von Elementen in einer geniigend kleinen Umgebung von

1, erzeugt wird. Moglich ist zum Beispiel
g = spang, ({logUs | v (Uy — Ia) 2 m}) , (4.9)

fiir ein beliebiges m > 2. Wir beschranken uns im folgenden Theorem auf m = 2.

Theorem 4.14. Die Lie-Algebra g von p (Gr) < GL4q (Q,) ist der kleinste Q,-Unterraum
S < Matg, (d,d), sodass ME (¢) € Cx ®q, S.

Beweis. Schreibe U, := U (o) fiir 0 € Gk. Nach Proposition existiert eine K .-Basis
B’ von W, sodass ® := MB (¢) in Matg (d,d) liegt. Sei U' € Z} . (I',GLq(Ky)) der
zu B’ assoziierte Kozykel. Da I' = G /H, lasst sich U’ auch als Kozykel auf G auffassen
und es gilt insbesondere U’ = I, fiir alle 0 € H. Sei M := ME, (idy/). Dann gilt

MU o (M)="U,

fiir alle 0 € Gg. Sei ferner A die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich der Basis B. Dann

gilt
A=ME(@)=M"'-&-M.

Per Dualitét ist die Aussage des Theorems dquivalent zu der folgenden Aussage:
Ist f € Homg, (M atq, (d, d) ,Qp> und f die Cg-lineare Fortsetzung von f, so gilt stets

g< Kern(f) & A€ Kern (f) = Ck ®q, Kern (f) . (4.10)

Ist namlich die Aussage des Theorems wahr, so folgt aus g < Kern (f) stets A € Cx ®q,
g < Kern (f) Und ist A € Kern (f) = Cg ®q, Kern(f), so folgt aus Griinden der
Minimalitét, dass g < Kern (f).

[st umgekehrt wahr, so schreibe g = N/_; Kern (f;) mit geeigneten Funktionen
fi € Homyg, (Mat@p (d,d) ,@p). Aus (4.10) folgt dann

A€ ﬂ Kern (fl> = ﬂ (CK ®q, Kern (fz)) = Cg ®q, <ﬂ Kern (fl)> =Ck ®q, 9-

i=1 i=1 i=1

Fiir die behauptete Minimalitdtseigenschaft sei S < Matq, (d, d) ein Q,-Untervektorraum

mit A € Cx ®q, S. Wie eben schreiben wir S = N_; Kern (g;). Wegen A € Cx ®q, S =
", Kern (g;) liefert (4.10) die Inklusion g < N,_; Kern (g;) = S.
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Mit |D ist fir f € Homg, (M atg, (d,d) ,Qp) Folgendes zu zeigen:
f(A)=0 < f(loglU,) =0Vo € Gk : v(Uy, —14) > 2. (4.11)
Dazu definieren wir fur n > 2

Gni={0€Gg |v(U,—13) >nundv(x (o) ®)>n},
Goo ' = Np>2Gp ={0 € Gk | U, = I und x (0) =0} = Kern(p) N H .

Dann ist G,, < G,,, fur alle n > m. Insbesondere ist G, < G, fir alle n > 2. Definiere
daher G := G2/G o und G,y = Gm/Go fiir m > 2. Da offenbar G, < Kern (p) gilt, lasst
sich G vermoge p als abgeschlossene Untergruppe von p (G) auffassen und ist damit

selbst eine p-adische Lie-Gruppe. Dann bildet die Familie (én) - eine absteigende Familie

nz
offener Normalteiler von G' und man sieht, dass dies sogar eine Lie-Filtrierung von G
ist. Setze nun L := K. Dann ist nach Proposition L= CS%>=. Wie bereits oben

ausgenutzt, gilt fir o € G, = Kern (p) N H:
Mo (M)y=M" U, o (M)=U. =1,.

Also ist o (M) = M fiir alle 0 € G und somit M € GL, (E) Wegen A= M -®- M1
gilt dies auch fiir A. Wir konnen also von nun an innnerhalb von L arbeiten. Unser Ziel ist
es nun, Lemma {4.13| gleich auf zwei Weisen auf eine geeignete Ungleichung anzuwenden,
um die Aquivalenz in zu zeigen. Sei dazu ng > 2, sodass fiir alle n > ny Folgendes
gilt:

U’ =exp(x (o) @) firalle 0 € Gy, .

Der Ausdruck ist wohldefiniert, da Goo < H = Kern (x) und U’ (nach Inflation) trivial auf
H ist. Wir konnen M gegen p® - M austauschen und daher ohne Einschrankung annehmen,
dass M ganz ist (also Eintrage in O besitzt). Genauso konnen wir mit f verfahren und es
gegebenenfalls gegen p' - f austauschen und annehmen, dass f (X) fir jede ganze Matrix

X selbst ganz ist. Fir n > ng und o € én gilt:

U, =exp(x (o) @) =Ig+ )y ~“——F—— (4.12)

i>1 !

(x (o) - ®)'
!

und damit
v(U. —1;) >n,

da v (x (0)-®) > n gilt. Da fir ¢ € G, auch v (U, — I;) > n gilt, folgt aus M - U, =
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Ul-o(M)und v(M)=v (o (M)) > 0, dass

v (o (M) = M) = v ((Is = UL) -0 (M) + Ul -0 (M) = M-Uy = M- (I; = U,)) > n.

Definiere fiir n > 2 die Fixkorper L, := LG = K. Wir erhalten also eine Korperkette
K C Ly, C...C L C K. Mit der letzten Ungleichung folgt nun mit Proposition fir
alle n > ng die Existenz einer Matrix M,, € Maty,, (d,d), sodass

v(M—M,) >n—

(pi)? >n—2. (4.13)

Insbesondere ist M,, ganz und es gilt o (M,,) = M, fir alle o € G... Sei weiterhin n > ng

und ¢ € G,. Dann folgt aus der Reihenentwicklung des Logarithmus und der Definition

von G,
U, — I)"
v(logU, — (Uy — 1)) = v | Y (=1 o —1a)" >2n—1
k>2 k
sowie aus ({4.12))

U(Ué—[d—x(a)-q)):v(ZW) > on— 1.

k>2
Da M und o(M) ganz sind, folgt dann aus M - U, = U - o (M)
v(M+M-logU, — (6 (M) + x(o) - -0 (M))) =

v(M—M-U, +M -logU, — (60 (M) —=U. -0 (M)+x(o) - ®-0(M))) =
v(M-(I;— Uy, +loglUy,) — (Ig— U, + x(0) - ®) -0 (M)) >2n—1.

Da v (logU,) > n und v (x(o) - ) > n, folgt daraus
v(M + M, -logU,) > min{v (M + M -logU,) ,v (M — M,) -logU,)} >2n —1
sowie

v(o(M)+ x(o)-®-M,) >
> minfo (o (M) + x(0) - @ -0 (M) v (x(0) - - (o (M) — 0 (M)} > 20 — 1

und damit letztlich

v(M+ M, -logU, — (6 (M) + x(c)-®-M,)) >2n—1. (4.14)
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Seien r1, 7y € Ny (minimal) derart, dass p™~! - M~! und p™ - ® ganze Matrizen sind. Das
heifit also, dass v (M 1) > —(r;—1) und v (®) > —7y. Da lim M, = M und M invertierbar
ist, gilt lim det (M,,) = det (M) # 0. Also existiert ein 7 € N, sodass M,, invertierbar

ist fiir alle n > 7. Ferner konvergiert (M, ), .., gegen M~". Es existiert also ein 7 > 77,

sodass v (M 1) = v (M) fiir alle n > r”. Sei nun n > r := max{ng,r”,2r; + ry + 2}.
Dann folgt aus (4.14)) nach Multiplikation von links mit M

v (Cn +log U, — (a (C)+x(o) - M- - Mn>> >2n — 1 (4.15)
mit C,, := M, '- M. Fir C, folgt aus (4.13)) dann v (C,, — I;) = v (M, - M — M, ' - M,,) =
v(M;t- (M — M,)) >n—ry — 1. Definiere A, := M;!-® - M,. Dann folgt aus ® €

Matg (d,d) € Maty, (d,d) und M, € GLq(L,), dass o (4,) = A, fir alle 0 € G,,. Ferner
gilt

Ay —A=M"' - (M—-M,) - M- & M, +M"' & (M, —M).
Damit sieht man dann, dass

v(An = A) > minfv (M;' - (M = M,) - M~ ®- M,) v (M™- & (M, - M))} >

>min{n— 2r +ro+2),n—(r1+re—1)}>n—r
Nach der Multiplikation mit y (o) folgt dhnlich wie in der letzten Ungleichung
v(x(o) A, —x(o)-A) >2n—r. (4.16)
Forme nun (4.15) um zu
v((o—idp) (C) — (logU, — x(0) - Ay)) >2n—1r1 >2n — 1.
Setze jetzt die Kongruenz ein und erhalte
v((o—1idp) (Cp) — (logU, — x(0) - A)) >2n — 1.
Zuletzt wenden wir darauf noch unser f € Homg, (M atg, (d,d) ,@p) an und sehen, dass
v (0 —idy) £ (Co) — (f (08 Uy) — x(0) -  (A))) > 20— 1, (4.17)

wobei wir verwenden, dass f ganze Matrizen respektiert. Jetzt sind wir soweit, Lemma

zu nutzen. Sei also f (A) = 0. Dann folgt aus (4.17)

v((o—idp) f(Cn) = f (logUs)) = 2n —r
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fiir alle o € Gy. Mit 2 = f (C,) und A = f (log U,) folgt dann aus Lemma die Existenz

einer von n unabhangigen Konstanten ¢ mit
v(f(loglU,)) >2n—r—c

fiir alle ¢ € G,,. Ist nun o € G mit v (U, — 1) > 2, so existiert ein k € Ny (unabhéngig

von n), sodass 0" € Gy. Sei o’ das Bild von o** in G. Dann ist (a’)p%2 e G,,. Es folgt also

v (f (log Ua,pn—z)) = (p”’2+k - f (log Ua)) > —r.

Damit ergibt sich dann
f(logU,) =0 mod p" " Fet2,

Da r, k,c unabhdngig von n sind und n beliebig gro werden kann, muss f (logU,) = 0
gelten und es folgt die Hinrichtung von (4.10)).

Sei umgekehrt f (logU,) = 0 fiir alle 0 € Gx mit v (U, — I;) > 2. Insbesondere gilt die
Aussage also fiir alle ¢ € G. Angenommen, es ist f (A) # 0. Dann gilt wegen nhi& A, =A
und der Stetigkeit von f, v (f (A,)) = v (f (A)) # oo fur hinreichend grofies n. Sei also n
von nun an entsprechend so grofl. Fixiere aulerdem s € Ny (unabhingig von n), sodass
p* - f(A)"" ganz ist. Multipliziere nun mit f (A,)"". Dann gilt fir alle o € G

(ot (1S vt e

Mit z = % und A = y folgt dann wieder mit Lemma 4.13| die Existenz einer von n

unabhéngigen Konstante ¢ mit

vix(o)>2n—r—s—c

fiir alle o € G,,. Komplett analog zur Hinrichtung sieht man dann auch hier, dass x (o) =0
fur alle o € Gx mit v (U, — I;) > 2 gilt. Da aber H := {0 € Gk | v(U, — 1;) > 2} eine
offene Untergruppe von G ist, besitzt sie in G endlichen Index. Wegen H' < Kern (),
ware dann jedoch das Bild von Gk unter x endlich. Das ist ein Widerspruch zur Definition

von x. Also gilt doch f(A) = 0. [

Korollar 4.15. Mit den bisherigen Bezeichnungen ist ¢ = 0 genau dann, wenn p (Gg)
endlich ist.

Beweis. Mit Theorem {4.14] wissen wir, dass ¢ = 0 genau dann gilt, wenn g = 0 gilt. Ist

p (G) endlich, so existiert ein m mit U, = I, fur alle 0 € Gg mit v (U, — I;) > m und
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daher
g = spang,{logU, | v (U, — 15) > m} =0.

Ist umgekehrt g = 0, so ist wegen des lokalen Homeomorphismus zwischen einer Lie-
Gruppe und ihrer Lie-Algebra {I;} < p(Gk) offen. Damit ist dann auch, da p stetig ist,
Kern (p) < Gk offen und somit |p (Gk)| = |Gk /Kern(p)| endlich. |

4.2 K-zuldssige p-adische Darstellungen

Es sei weiterhin K | Q, endlich und K die maximal unverzweigte Zwischenerweiterung.

Dann gelten bekanntermaBen Ky = Quot (Ok,) = OKO[%] sowie

ranko,, (Ok) = [K : Ko] = ex = vk (p) -

Dabei sei vg die zu v, aquivalente normierte Bewertung auf K.

Sei W eine n-dimensionale semilineare K-Darstellung von G. Dann ist W9 = {w €
W o(w)=wVo € Gk} wegen K" = K ein K-Unterraum von W und die Abbildung

Oéwi?(@KWGK — W

AQW —— \-w

ein K-Monomorphismus (vgl. dazu Theorem [2.13)).

Proposition 4.16. W ist genau dann eine triviale semilineare K-Darstellung von G,

wenn die Operation von G auf W diskret ist.

Beweis. Dass G diskret auf W operiert, heifit, dass alle Punktstabilisatoren Stabg,. (w)
fiir w € W offen sind. Aquivalent dazu ist, dass die Operation von G auf W selbst dann
stetig ist, wenn man W mit der diskreten Topologie versieht.

Sei zunichst W trivial und B = {e;,...,e,} eine K-Basis von W mit B C WY und
w=Y"r N6 €W mit \j,...,\, € K. Zeige, dass Stabg,. (w) < Gk offen ist. Fiir
o € G gilt aufgrund der Semilinearitit und B C W«

n

o(w)=>Y o (N) .

=1

Wegen der Unabhéngigkeit der Menge B gilt Stabg, (w) = ﬁ Stabg,. (A\;). Nun ist
i=1
o € Stabg,. (\i) = Gal (F | K()\i)) fiir alle ¢« = 1,...,n. Da jedes \; aber algebraisch

20



4 Zulassigkeit p-adischer Darstellungen

tiber K ist, ist jede Erweiterung K ()\;) | K endlich und somit Gal (? | K ()\l)) offen in
Gk . Damit ist dann auch Stabg, (w) = N, Stabg,. (\;) offen.

Sei umgekehrt die Operation von G auf W diskret. Dann kénnen wir auf W die diskrete

Topologie betrachten und sehen mit Proposition [2.12] dass W trivial ist. [
Sei V' eine n-dimensionale p-adische Darstellung von G und {vy, ..., v,} eine Q,-Basis von

V. Sei auBlerdem p: G — Autg, (V') der entsprechende stetige Gruppenhomomorphismus.
Wir fassen die v;’s als Elemente von W := K ®q, V auf und erhalten somit eine K-Basis
von W. Mit Definition und Proposition ist V genau dann K-zulissig, wenn
Stabg,, (v;) offen in Gk ist fur alle i = 1,...,n. Das ist wiederum aquivalent dazu, dass

der Kern von p offen ist in G. Es gilt namlich

Kern (p) = ﬁ Stabg,. (v;) -

=1

Wir erhalten also

Proposition 4.17. Sei V' eine p-adische Darstellung von Gk und p: Gg — Autg, (V)
der entsprechende stetige Gruppenhomomorphismus. Dann ist V genau dann K -zuldssig,

wenn p (Gk) endlich ist.

4.3 Cg-zuldssige p-adische Darstellungen

Sei nun K" die maximal unverzweigte Zwischenerweiterung von K | K und P := K die
Vervollstandigung von K" sowie P der algebraische Abschluss von P in Cg. Dann ist P
invariant unter der Operation von Gx.

Des Weiteren ist Gal (? | P) = Gal (@ | ﬁ”) = Gal (W | KW) = Glal (F | K“’") =
I, die Tragheitsuntergruppe von Gg. Definiert man Fy := l/(om, so gilt P = Kur =
K?W\K — K{"- K = Py- K sowie [P : P)] = [K" : K] = ex < oo (vgl. [5] Kapitel II,
Paragraph 9, Satz 9.6).

Proposition 4.18. (1) Eine semilineare P-Darstellung W von Gy ist genau dann trivial,
wenn die Operation von I auf W diskret ist.

(2) Eine p-adische Darstellung V von G ist genau dann P-zulissig, wenn die Operation
von Iy auf V' diskret ist.

Beweis. Per Definition folgt (2) aus (1). Wir beweisen also nur (1). Sei zunéchst W eine
d-dimensionale triviale P-Darstellung von G. Dann ist W ¢, P? mit der natiirlichen

komponentenweisen Operation von G . Sei nun w = (wy, ..., wy) € 7’ Da Staby,. (w;) =
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Gal (? | P (wl)) fiir alle i = 1,...,n offen in I ist, ist auch Stabs, (w) = N%, Staby, (w;)
offen in Ix und damit die Operation von I auf W diskret.

Sei umgekehrt die Operation von I auf W diskret. Da P = P, folgt mit und ,
dass die Abbildung

a: PpWlk — W

AQUWrH—— A -w

ein mit den gegebenen Ix-Operationen vertriglicher P-Isomorphismus ist. Setze nun
V = Wk, Dann ist V wegen G /I = Gal (E | k) = (G}, eine P-Darstellung von Gy, Ist

nun

B: PRV —V
ARQUIH—— A-v

ein (mit den gegebenen G-Operationen vertréglicher) P-Isomorphismus, so ist wegen

VG — (W) — s aueh

B: P Wik — W

AQUWH—— A -w

ein (G g-vertriglicher) P-Isomorphismus und W damit nach trivial.

Wie im Beweis von [2], Theorem 2.33, konnen wir V' durch einen endlich erzeugten, freien,
G-stabilen Op,-Untermodul ersetzen, welcher V' erzeugt und zeigen zunéchst, dass die
Abbildung

6/2 OPO ®(9K0 VGk — 'V
AQU—— A v

ein G-vertréiglicher Op,-Isomorphismus ist. Wir nehmen zunéchst an, dass es ein n € N
gibt mit p™ - V' = 0. Fithre dazu eine Induktion nach n durch.

Induktionsanfang n = 1: Da K" | Ko | Q, unverzweigt ist, ist p ein Erzeuger von mycur
und Mps = mp,. Damit ist V' eine Op,/mp, = k-Darstellung von Gy. Da die Topologie
auf k diskret ist, folgt mit und Hilbert 90, dass V trivial als k-Darstellung und somit
f" ein Op,-Isomorphismus ist.

Induktionsschritt: Sei die Aussage bereits fir alle [ < n — 1 bewiesen. Betrachte die
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Op,-lineare Abbildung von G;-Darstellungen

FiV—V

VD U.

Sei weiter V' := Kern (f) sowie V" := V/V'. Damit erhalten wir die folgende kurze exakte

Sequenz Gj-invarianter Op,-Moduln
0—-V -V -V"-0.
Aus dieser erhalten wir mit [2.§] die lange exakte Sequenz

0 — ‘/'/C;]€ s VGk N V//Gk s Hl

cont

(Gk, V') .

Per Definition gelten p-V’ = 0 sowie p"~!- V" = 0. Wie im Induktionsanfang gesehen, wird

V" dadurch eine k-Darstellung von G, und ist somit trivial als solche. Also ist V'’ =a, kd

mit der komponentenweisen Operation durch Gj. Dann erfolgt erneut mit Hilbert 90
\d
Hclont (Gku V/) = Hl (Gk7 V/> = Hl (Gkk) =1.

Damit erhalten wir nach der Induktionsvoraussetzung das folgende kommutative Diagramm

0—— OPO ®(9KO (V,)Gk B— OPO ®(9K0 (V)Gk B— OPO ®(9K0 (V”)Gk —0

J | J

0 Vv’ V v 0.

Der obere linke Pfeil hat seinen Ursprung darin, dass Op, ein freier Ok, ,-Modul und damit
flach ist. Die vertikalen Pfeile links und rechts sind Isomorphismen nach Induktionsvor-
aussetzung. Damit ist auch der mittlere vertikale Pfeil ein Isomorphismus. Existiert nun
kein n € Nmit p"-V = 0, so folgt die Behauptung dennoch durch Op, = lim Ogur [p"+ O
und V' = lim V/p"™ - V' (vgl. dazu [2], Proposition 2.30).

Wir wissen also nun, dass es eine O,-Basis von V¢ gibt, die auch Op,-Basis von V ist.
Damit gibt es natiirlich auch eine Ky-Basis von V% welche gleichzeitig eine Py-Basis von
Vist. Da P = Py - K und [P : By] = ek gelten, kann jede d-dimensionale P-Darstellung
V von G}, auch als Fy-Darstellung von G, der Dimension e - d aufgefasst werden. Wir

erhalten in unserem Fall somit wegen [K : Ky| = ek
Py Vo =g, Py @k, Ve SV,

d.h. die P-Darstellung V = W' von G, ist trivial und damit, wie oben bemerkt, auch
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die P-Darstellung W von G. |

Proposition 4.19. Sei V' eine p-adische Darstellung von G und p: Gg — Autg, (V)
der entsprechende stetige Gruppenhomomorphismus. Dann sind dquivalent:

(1) V ist Cg-zuldssig.

(2) Die Operation von I auf V ist diskret.

(3) p(Ik) ist endlich.

Beweis. (2) < (3) ist klar.

(1) = (2): Sei dimg, (V) = d > 0. Nach Voraussetzung existiert eine Cx-Basis B von
W = Ckg ®q, V mit B C WY Sei ¢ der Sen-Operator von W. Nach ist dann
Kern (¢) = spanc, (WGK> = W. Damit ist also ¢ = 0 und nach 4.15/dann p (Gg) und
somit auch p (/) endlich.

(2) = (1): Mit ist V' zunéchst P-zulissig. Da P C Ck folgt nun die Gg-vertrigliche

Isomorphie

Cx ®Qp V= (CK ®ﬁ?) ®Qp V=Cgk ®ﬁ (F@Qp V) = Cx ®pﬁd = (C‘Ii(

Damit ist Cx ®q, V' trivial als semilineare Cg-Darstellung von G und V' somit Cg-

zuléssig. [ |

Bemerkung 4.20 Mit der Notation aus gilt:
p (Ix) ist genau dann endlich, wenn es eine endliche Erweiterung L von K gibt mit
I, C Kern(p).

Beweis. Sei L | K endlich mit I, = Ix N Gal (F ] L) C Kern(p) (vgl. [5] Kapitel II,
Paragraph 9, Satz 9.4). Da Gal (F | L) offen in G ist, ist I, offen in Ix. Wegen

I =IxNGal (K | L) C Kern(p) NIk € I,

ist auch Kern (p) N Ix offen in I und damit p (/) endlich.

Ist umgekehrt p (Ix) endlich. Dann ist Ix N Kern (p) C Ik offen. Mit der Definition der
Teilraumtopologie auf I und der Krull-Topologie auf G folgt die Existenz einer endlichen
Erweiterung L | K, sodass I, = Ix N Gal (F | L) C Ix N Kern(p). Insbesondere gilt
I, C Kern(p). |

Nenne eine p-adische Darstellung V' von Gk gegeben durch p: Gx — Autg, (V) un-
verzweigt, falls Iy C Kern(p) gilt. Gilt diese Aussage statt fiir K, wie zu Beginn der
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Bemerkung, fiir eine endliche Erweiterung L von K, so nenne p potentiell unverzweigt.

Damit erhalten wir die folgende Umformulierung von [4.19;

(V,p) ist Cx-zulassig < p ist potentiell unverzweigt.

Beispiel 4.21 Wir kehren noch einmal zurtick zu der Notation aus Abschnitt und
betrachten den zyklotomischen Charakter p: G — Z; C Q. Dieser ist wie folgt definiert.
Sei 0 € Gg. Fiir n € N sei (, € K eine primitive p"-te Einheitswurzel. Dann ist
o ((,) ebenfalls eine primitive p"-te Einheitswurzel. Also existiert ein eindeutiges a, (o) €
(Z/p"Z)*, sodass o (¢,) = ¢¢(?). Fiir m < n sieht man leicht, dass a,,(0) = a,(c) mod p™

gilt. Wir definieren also

Dann ist p ein stetiger Gruppenhomomorphismus, welcher offensichtlich tiber den ste-
tigen Einschrankungshomomorphismus Gx — Gal (K ((») | K) faktorisiert. Dabei sei
K ((so) = Upen K (). Wir betrachten also

p: G = Gal (K (() | K) — Zy. (4.18)

Wie bereits in Abschnitt bemerkt, ist die rechte Abbildung ein stetiger und offener
Gruppenmonomorphismus. Nehme nun an, dass p (/) endlich ist. Dann wéire IxNKern (p)
offen in Iy = Gal (F | K “7") und es gabe per Definition der Krull-Topologie auf Ik eine
endliche Erweiterung L von K", sodass Gal (? | L) C Kern(p). Nach (4.18)) ist dann
aber Gal (? | L) C Kern(res) = Gal (F | K ((oo)). Aus der Galoistheorie wissen wir

aber, dass dann K ((,) C L gilt. Das kann aber nicht sein, da einerseits K" als (maximal)

unverzweigte Erweiterung des diskret bewerteten Korpers K ebenfalls diskret bewertet ist.
Als endliche Erweiterung von K" gilt dies dann auch fiir L. Andererseits ist K (() eine
unendliche und total verzweigte Erweiterung von K und kann daher nicht mehr diskret
bewertet sein. Also ist p (Ix) nicht endlich und p damit nicht potentiell unverzweigt bzw.

(Qp, p) nicht Cg-zuléssig.
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