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Vorwort

Im Wintersemester 2023/24 habe ich im Anschluss an die Grundvor-
lesungen einmal wieder die Vorlesung , Algebra” gehalten. Dabei
habe ich die Reihenfolge der Vorlesungsinhalte im Vergleich zu den
iiblichen Quellen etwas verdndert. Da das einerseits sowohl die
Anzahl der Teilnehmenden als auch die Ergebnisse in der Abschluss-
klausur sehr positiv beeinflusst hat, aber andererseits auf den ersten
Blick weniger strukturiert als die Standardbticher zur Vorlesung
erscheinen mag, mochte ich den Grund fiir diese Umordnung hier
kurz erkldren.

Fiir mich ist Algebra eine besonders schone Vorlesung, weil hier
einige ganz naheliegende Grundfragen zu Zahlen und der Losbarkeit
von Gleichungen, die auf den ersten Blick schwer zu fassen sind,
in moderner Sprache plotzlich sehr klare Antworten finden und
dariiber hinaus die Techniken, die dafiir entwickelt wurden, fiir
erstaunlich viele andere Fragestellungen niitzlich geworden sind.
Auflerdem ist in der Algebra der Schritt zu offenen Problemen an
vielen Stellen klein.

In Gesprachen mit Studierenden und Kolleg:innen aus anderen
Bereichen wurde mir leider der fast gegenteilige Eindruck vermittelt,
dass Algebra eine besonders schwer zugéngliche, abstrakte Vorle-
sung sei, bei der zudem nicht so klar ware, wozu die ganze Theorie
tiberhaupt gut ist.

Dass die Theoriebildung in der Wahrnehmung der Vorlesung
oft einen so starken Schwerpunkt einnimmt, hat mich tiberrascht.
Ein Blick in die deutschsprachigen Standardbiicher zum Thema
erklart das Problem allerdings recht gut, denn hier steht in der Tat
die Theoriebildung manchmal sehr im Vordergrund, was an die
,, Kunstaufraumen” Biicher von Ursus Wehrli erinnern konnte.

Ich habe mir daher fiir die Vorlesung vorgenommen, das Prinzip
mathematische Konzepte erst dann einzufiihren, nachdem wir inter-
essanten Beispielen begegnet sind, fiir diese Vorlesung beizubehalten.
In dieser Reihenfolge fdllte es mir leichter zu erkldren, dass sich viele
tiberraschende Resultate der Algebra schon mit sehr wenig Aufwand
erkldren lassen.

Meine Hoffnung ist, dass diese Herangehensweise nicht nur
frither im Semester zu interessanten Ergebnissen fiihrt, sondern
gleichzeitig auch der Art, wie ich selbst iiber Mathematik nachdenke
ndher kommt. In meiner eigenen Arbeit sind immer offenen Fragen
der Ausgangspunkt, neue Definitionen entstehen dabei nur selten
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und wenn, dann immer langsam. Das Phdanomen, dass eine Defini-
tion zu erst da ist und ich danach nach Beispielen suchen muss, ist
mir selbst nur in mathematischen Texten, nie bei der eigenen Arbeit
begegnet.

An einigen Stellen hatten die Studierenden in der Vorlesung
dann noch den dringenden Wunsch, zunéchst weitere Beispiele oder
Anwendungen zu sehen. Darauf bin ich meist eingegangen, was
dieses Skript allerdings etwas mehr durcheinander gebracht hat, als
urspriinglich geplant war.

Um das etwas auszugleichen, habe ich am Ende der Kapitel kurz
die entstandene Theorie zusammen gestellt. Eigentlich wiirde ich
mir dabei wiinschen, dass den Studierenden am Ende der Vorlesung
die sortierte Darstellung in den Lehrbiichern zum Nachschlagen
leichter zugénglich erscheint.

Die Biicher ,Galois theory”“* von D. Cox und , A field guide
to algebra”? von A. Chambert-Loir verfolgen eine sehr dhnliche
Herangehensweise wie diese Notizen und waren mir darum bei der
Vorbereitung besonders niitzlich.

Wie bei allen Skripten mochte ich mich bei all denjenigen be-
danken, die mir mit Anregungen, Korrekturen und Gespréachen
geholfen haben. Die Gesprache beim gemeinsamen Kaffee und die
Riickmeldung der Studierenden waren mir eine grofie Hilfe. Viele
der Korrekturen erreichten mich anonym {iiber die Moodle-Seite,
stellvertretend fiir alle diese Riickmeldunegn hier ein Dank an Herrn
Lensing fiir die vielen Hinweise.

*David A. Cox. Galois theory. Pure
and Applied Mathematics (Hoboken).
John Wiley & Sons, Inc., Hoboken,
NJ, second edition, 2012. ISBN
978-1-118-07205-9. URL https:
//doi.org/10.1002/9781118218457

2 Antoine Chambert-Loir. A field guide
to algebra. Undergraduate Texts in
Mathematics. Springer-Verlag, New
York, 2005. URL https://doi.org/10.
1016/s50012-365x(05)00124- x


https://doi.org/10.1002/9781118218457
https://doi.org/10.1002/9781118218457
https://doi.org/10.1016/s0012-365x(05)00124-x
https://doi.org/10.1016/s0012-365x(05)00124-x

Einleitung

Diese Notizen sind nicht als Skript gedacht, sondern eher als Hilfestellung
zur Erinnerung an die Vorlesung. Wiihrend des Semesters ist es schwierig,
zusitzlich zur Vorlesung ein Buch zu schreiben — Sie kinnen gerne einmal
versuchen selbst eine Vorlesung am Computer aufzuschreiben, dann sehen
Sie vielleicht, was ich meine — daher werden Sie hier auch mehr Tippfehler
finden als mir lieb ist.

Hinweise zu Fehlern und Tippfehlern nehme ich gerne entgegen, zum
Beispiel per email oder iiber das Moodle-Forum.

Als Literaturquellen finden Sie in der Bibliothek viele Biicher mit dem
Titel ,Algebra”, viele davon sind auch online verfiigbar. Als Beispiele von
Biichern zu Vorlesung seien hier die Biicher von Bosch 3, Chambert-Loir
und Cox 5> genannt, in die ich bei der Vorbereitung gerne hineinschaue.

Zudem gibt es eine Vielzahl von Skripten, zum Beispiel von den Autoren,
die Sie in der Linearen Algebra schon kennen gelernt haben, Ulrich Gortz
6, Wolfgang Soergel 7, vielleicht gefillt Ihnen auch das Skript von Lukas
Pottmeyer 8. Ich habe bei der Vorbereitung auch in den Skripten von Gerard
van der Geer gelesen, die ich vor lingerer Zeit als Grundlage fiir eine
dhnliche Vorlesung verwendet hatte.

Sie werden sehen, dass alle diese Quellen fast die gleichen Inhalte
behandeln, diese aber unterschiedlich erkliren. Welche Darstellung Ihnen
personlich am leichtesten zuginglich ist, wird von Ihren Vorlieben und
Vorkenntnissen abhingen.

WoruM GEHT Es? Nachdem der Ausgangspunkt der linearen Alge-
bra die Losung linearer Gleichungssysteme war, ist der Ausgangs-
punkt fiir die Algebra die Suche nach Lésungen von nicht-linearen
Gleichungen. Es ist dabei noch niitzlicher als in der linearen Algebra,
das Rechnen mit Buchstaben ernst zu nehmen; in dem Sinne, dass
wir dem Rechnen mit Symbolen einen eigenstindigen Sinn geben,
ohne bei Variablen nur an Platzhalter fiir ,,Zahlen” zu denken.

Bei den komplexen Zahlen haben Sie das bei der Zahl i schon
gesehen. Dieser Gesichtspunkt hat sich nach und nach immer stiarker
als niitzlich erwiesen, weil uns die damit einhergehende etwas
abstraktere Sprache ermoglicht, einige kompliziert aussehende
Probleme in den Griff zu bekommen.

Ich habe in der Vorlesung zweierlei Ziele. Einerseits mochte ich
Ihnen erkldren, wie Algebra einige klassische Probleme recht einfach
16sen kann. Beispielsweise kennen Sie sicher die Redewendungen
von der , Quadratur des Kreises”, vielleicht wissen Sie auch, dass

3 Siegfried Bosch. Algebra. Springer
Spektrum, Berlin, 2020. URL https://
doi.org/10.1007/978-3-662-61649-9
4 Antoine Chambert-Loir. A field guide
to algebra. Undergraduate Texts in
Mathematics. Springer-Verlag, New
York, 2005. URL https://doi.org/10.
1016/s50012-365x(05)00124-x

5David A. Cox. Galois theory. Pure
and Applied Mathematics (Hoboken).
John Wiley & Sons, Inc., Hoboken,

NJ, second edition, 2012. ISBN
978-1-118-07205-9. URL https:
//doi.org/10.1002/9781118218457

¢ Ulrich Gortz. Algebra. Vor-
lesungsskript, 2022. URL
https://math.ug/lecture-notes.html
7 Wolfgang Soergel. Algebra und
zahlentheorie. Vorlesungsskript,
2022. URL http://home.mathematik.
uni-freiburg.de/soergel/Skripten/
XXAL . pdf

8 Lukas Pottmeyer. Algebra.
Vorlesungsskript, 2015. URL
https://www.esaga.uni-due.de/f/
lukas.pottmeyer/Algebra_Skript.pdf


https://doi.org/10.1007/978-3-662-61649-9
https://doi.org/10.1007/978-3-662-61649-9
https://doi.org/10.1016/s0012-365x(05)00124-x
https://doi.org/10.1016/s0012-365x(05)00124-x
https://doi.org/10.1002/9781118218457
https://doi.org/10.1002/9781118218457
https://math.ug/lecture-notes.html
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/XXAL.pdf
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/XXAL.pdf
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/XXAL.pdf
https://www.esaga.uni-due.de/f/lukas.pottmeyer/Algebra_Skript.pdf
https://www.esaga.uni-due.de/f/lukas.pottmeyer/Algebra_Skript.pdf
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es irgendein Problem bei der , Dreiteilung eines Winkels” gibt, oder
Sie haben schon einmal gehort, dass es angeblich im Gegensatz

zu quadratischen Gleichungen fiir Polynome sten Grades keine
allgemeine Losungsformel gibt.

Ein erstes Ziel der Vorlesung ist, zu verstehen, was es mit diesen
Fragen auf sich hat. Fiir einige davon brauchen wir wenig mehr als
lineare Algebra, fiir andere dann wirklich neue Werkzeuge.

Die neuen Werkzeuge sind dabei das zweite Ziel und der ei-
gentliche Grund, wieso die Algebra fiir die Mathematik so wichtig
geworden ist. Das Hauptresultat der Vorlesung — die sogenannte
Galoiskorrepondenz — erklért auf sehr elegante Weise einerseits, wie
sich eine Frage, die in der Sprache von Losungen von Gleichungen
schwer erklédrbar aussieht, in eine dquivalente Frage in Termen der
Struktur der Menge aller Symmetrien des Problems — der Galoisgrup-
pe — libersetzen ldsst. Das sieht zunéchst abstrakter aus, ldsst sich
aber viel leichter angreifen.

Dieses Resultat erklart die Struktur der oben erwahnten klassi-
schen Probleme recht schén und hat darum in vielen Bereichen der
Mathematik Anwendungen gefunden: Dass einer der ersten Reflexe
in der Mathematik mittlerweile ist, zundchst nach den Symmetrien
von Problemen zu suchen und diese zu verstehen, habe ich schon
erwdhnt. Es gibt sowohl in der Geometrie als auch beim Studium
von Differentialgleichungen Versionen der Galoiskorrespondenz,
die umgekehrt auch erkldren, dass wir {iber Kérper geometrisch
nachdenken kénnen, was Sie woméglich tiberrascht.

Schliefilich lassen sich viele der offenen Fragen der Zahlentheorie
in Termen von Galoisgruppen formulieren. Wenn Sie in die Liste
der verschiedenen Jahrgidnge von Fields-Medallien schauen, werden
Ihnen sehr hidufig Gruppen und Galoisgruppen begegnen, spatestens
wenn Sie die Mathematik hinter den Auszeichnungen anschauen.
Am Ende der Vorlesung ist hoffentlich Zeit fiir einen Ausblick in eine
dieser Richtungen.

Diese Beobachtung hat es ins Kino
geschafft: Im Film , A beautiful mind”
erklart jemand I believe I can show that
Galois extensions are covering spaces”.
Die deutsche Synchronisation hat den
Satz leider vollig entstellt.



Von Konstruktionen mit Zirkel und Lineal zu Korperer-
weiterungen

Zum Einstieg mochte ich erklaren wieso die Frage welche Zah-
len (bzw. welche Langen und Winkel) sich mit Zirkel und Lineal
konstruieren lassen ein Anlass ist, um Zahlbereichserweiterungen

anzuschauen. Diese sind insbesondere Vektorraume und lineare Keine Sorge, wir werden zwar einige
grundlegende Konstruktionen explizit

Algebra erkldrt uns dann mittels einer Dimensionsformel recht i
sehen, aber nur wenige Knobelaufgaben

schnell ein Hindernis dafiir zum Beispiel V/2 zu konstruieren. Ein mit komplizierten Konstruktionen
Trick wird dabei sein, v/2 einmal wie die komplexe Zahl i einfach als losen.

Symbol sagen wir a mit einer Rechenregel — in diesem Fall 4> = 2
— zu betrachten, statt an eine Stelle irgendwo zwischen 1,2 und 1,3
auf der Zahlengeraden zu denken.

Konstruierbare Zahlen

Wie formalisieren wir, was Konstruktionen mit Zirkel und Lineal
sind? Wir betrachten die Ebene IR?> = C als komplexe Zahlenebene
und schreiben Punkte entsprechend entweder als z = a + ib oder als
Punkt mit Koordinaten P = (a,b).

Gegeben eine Menge von Punkten M C C = RR?, die {0,1} enthalt,
zum Beispiel M = {0, 1}, so erlauben uns Zirkel und Lineal aus M
wie folgt neue Punkte zu konstruieren:

1. (Geraden schneiden) Gegeben 4 Punkte A, B,C,D € M, so
konnen wir den Schnittpunkt P der Geraden AB und CD mit dem
Lineal konstruieren.

2. (Gerade und Kreis schneiden) Gegeben 5 Punkte A, B,C, D, E €
M so konnen wir die Schnittpunkte der Geraden AB mit dem
Kreis mit Mittelpunkt C und Radius DE konstruieren.

3. (Kreise schneiden) Gegeben 6 Punkte A, B,C,D,E,F € M, so
kénnen wir die Schnittpunkte der Kreise mit Mittelpunkten A
und B und Radien CD, EF konstruieren.

Bemerkung. Es gibt relativ viele Varianten der erlaubten Kon-
struktionen, manche Quellen sind etwas strikter bei den erlaubten
Konstruktionen, das fiihrt aber zu den gleichen Ergebnissen, nur mit
langeren Bastelanleitungen.

Definition 1 (Konstruierbare Zahlen). Wir sagen, dass sich eine
komplexe Zahl z mit Zirkel und Lineal aus der Menge M konstruieren
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lisst, wenn z durch eine Folge der oben angegebenen Konstruktionen
konstruiert werden kann. Die Menge der aus M konstruierbaren Zahlen
bezeichnen wir mit C(M), fiir M = {0,1} nennen wir C({0.1}) =C
auch die Menge der konstruierbaren Zahlen.

Algebra in Geometrie iibersetzen

Damit wir in der Algebra ankommen, sollten wir uns zunéchst
davon zu tiberzeugen, dass wir mit Zirkel und Lineal die Grundre-
chenarten und Wurzeln konstruieren kdnnen.

Behauptung 2 (Rechen mit Zirkel und Lineal). Sei M C C eine
Teilmenge, die {0,1} enthiilt.

1. (Addition von reellen Zahlen) Sind reelle Zahlen a,b € R in C(M), so
auch a +bund a —b.

2. (Multiplikation von reellen Zahlen) Sind reelle Zahlen a,b € R in
C(M), so auch a - b.

3. (Division) Ist eine reelle Zahl a # 0 in C(M) so auch 1.
4. (Wurzeln) Ist eine reelle Zahl a # 0 in C(M) so auch \/a.

5. (Real und Imagindrteil) Eine komplexe Zahl z = a + ib ist genau dann
konstruierbar wenn a, b konstruierbar sind.

Die konstruierbaren Zahlen C(M) C C sind also insbesondere ein Korper,
der Q und Q(i) :={a+ib € C|a,b € Q} enthilt.

Aufgabe. Zeigen Sie, dass in der Behauptung auch gilt:

1". (Addition von komplexen Zahlen) Sind komplexe Zahlen a,b €
Cin C(M), so auch a + b und a — b.

2’. (Multiplikation von komplexen Zahlen) Sind komplexe Zahlen
a,b e CinC(M),soaucha-b.

VERSUCHEN SIE BITTE EINMAL SELBST herauszufinden, wie sich
einige der oben genannten Zahlen konstruieren lassen bevor Sie
umblattern!

Ich gebe zunéchst eine Liste von
Behauptungen an, um Sie dazu zu
ermuntern, selbst nachzudenken,
wie Sie die entsprechende Operation
vielleicht konstruieren kénnten. Das
macht mehr Spaf3, als gleich die
Antwort zu sehen.



Skizzen fiir die Konstruktionen.

1. (Addition)

2. (Multiplikation)

=

3. (Division — 1/x)

1/x

ALGEBRA 11

In dieser Konstruktion verwenden
wir, dass wir mit Zirkel und Lineal
die Parallele einer Gerade, durch
einen beliebigen gegebenen Punkt
konstruieren konnen. Kénnen Sie sich
iiberlegen, Sie wie das geht?
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4. (Wurzel) Vielleicht kennen Sie aus der Schule noch den Hohen-
satz, der die Lange der eingetragenen Hohe des rechtwinkligen
Dreiecks in der Skizze berechnet.

Falls nicht, sollten Sie diese Hohe einmal selbst ausrechnen, das
geht auf viele Arten: Wenn Sie am liebsten Rechnen, kénnen Sie
den Satz des Pythagoras auf alle rechtwinkligen Dreiecke in der
Skizze anwenden, wenn Sie lieber geometrisch argumentieren,
konnen Sie die Seitenverhéltnisse dhnlicher Dreiecke vergleichen.
O

Geometrie in Algebra iibersetzen

UMGEKEHRT konnen wir fiir alle mit Zirkel und Lineal moglichen
Konstruktionen jeweils Formeln fiir die Koordinaten der Schnitt-
punkte aufstellen, in denen nur die Grundrechenarten und Wurzeln
vorkommen, denn Geraden sind durch lineare Gleichungen und
Kreise durch quadratische Gleichungen gegeben:

1. Fiir den Schnittpunkt zweier Geraden

ax+by=c

mx+ by =c
haben wir in der linearen Algebra eine Formel gefunden.

2. Ist

L ={(x,y) € R? | ax + by = c} eine Gerade und
Ky (P) = {(x,y) € R*| (x — x0)*+ (y — y0)> = °}

ein Kreis mit Radius r um P = (x, ), so sind die Koordinaten
der Schnittpunkte als Nullstellen eines quadratischen Polynoms
bestimmt. Diese lassen sich mit einer Wurzel ausrechnen.

3. Das Gleiche gilt fiir zwei Kreise, denn fiir zwei Kreisgleichungen
(x = x0)* + (y —90)* =713

(x—x)?+(y—y) =ri
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ist die Differenz der Gleichungen linear, weil die quadratischen
Terme fiir beide Kreise x> und y? sind. Das fiihrt die Berechnung
des Schnitts auf die Rechnung unter 2. zurtick.

Aufgabe. Wenn Sie geometrisch zwei Kreise schneiden, sehen Sie,
dass die Verbindungsgerade der Schnittpunkte senkrecht auf der
Verbindungsgeraden der Mittelpunkte liegt. Uberlegen Sie sich mit
Hilfe der linearen Algebra einmal, dass die Geradengleichung, die
wir in 3. gefunden haben tatsdchlich eine Gerade beschreibt, die

senkrecht auf o )_ (M steht.
Yo n

WIR HABEN ALSO GESEHEN, dass wir den Korper der konstruierba-
ren Zahlen aus den rationalen Zahlen erhalten kénnen, indem wir zu
den rationalen Zahlen induktiv Wurzeln hinzufiigen. Wie bei den
komplexen Zahlen ist aber fiir einen Korper K C C und x € K mit

Vvx € C,\/x ¢ K die Menge
K(vx):={a+byx|abe K} CC

wieder ein Korper, denn die Menge ist sicher ein 2-dimensionaler
K-Vektorraum und es gilt

(a+0bvx) - (c+dyx) = (ac+ bdx) + (ad + bc)/x € K(y/x)
und

1 B a—byx
a+byx  (a+byx)(a—byx)
_a—byx

(a2 — b2x)

a

S o) (@ —bex) Vx € K(v/x) falls (a,b) # (0,0).

Hier ist auRerdem a® — b?x # 0 denn

sonst wire x = ()2 ein Quadrat.

Definition 3 (Korpererweiterungen). Eine Korpererweiterung eines
Korpers K ist ein Korper L, der K enthélt, d.h. K C L und die Ver-
kntipfungen +, - von L stimmen auf K mit den Rechenoperationen
auf K iiberein.

Beispiel 4.
1. Sie kennen die Korpererweiterungen Q C R C C und gerade
haben wir auch Q C Q(Z) und Q C Q(ﬁ) kemengelernt' In der Vorlesung haben Sie gefragt, wie-
so wir hier plétzlich Briiche benétigen,
2. Ist M C C eine Teilmenge, so bezeichnen wir mit Q(M) C C den obwohl das bei K(1/x) nicht notig war.

Die erste Antwort ist, dass wir fiir
das Teilen in diesem Fall einen Trick
verwendet haben, fiir den ich fiir

) ) , allgemeine Zahlen zunédchst keinen
schreiben lassen, wobei m1;, m; € Mund p € Q[xl/ ceey xr]/ q € Ersatz sehe. Um sicher zu sein, dass

kleinsten Teilkorper von C der Q und M enthalt.

Das sind alle komplexen Zahlen z, die sich als Quotienten
p(my,...,my)
q(mi,...,mé)

Q[x1, ..., xy] Polynome mit Koeffizienten in Q sind. wir wirklich einen Kérper bekommen,

nehmen wir daher die Quotienten
Fiir jedes M ist Q C Q(M) eine Korpererweiterung. einfach hinzu. )

Wir werden darauf aber noch zuriick
kommen und sehen dass wir die Brii-
che genau dann wirklich brauchen,
wenn eines der Elemente von M , tran-
szendent” ist, d.h. nicht als Nullstelle
von Polynomen mit Koeffizienten in Q
vorkommt.
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Charakterisierung konstruierbarer Zahlen

Da wir gesehen haben, dass wir konstruierbare Zahlen alle induktiv
durch die Grundrechenarten und Wurzelziehen beschreiben kénnen,
ergibt sich die folgende Charakterisierung konstruierbarer Zahlen
in Termen von Korpererweiterungen.

Satz 5 (Charakterisierung konstruierbarer Zahlen). Eine Zahl z € C
ist genau dann mit Zirkel und Lineal aus M C C konstruierbar (d.h.
z € C(M)), wenn es eine Kette von Korpererweiterungen

Q(M)=KyCKy CKyC--- CK,y

mit z € Ky, gibt, so dass fiir allei = 1,...,n der Korper K; = Ki,l(\/xT)
fiir ein x; € K;_q ist.

Diese Aussage sieht zundchst nicht so aus, als ob das hilfreich
waére, um von einer Zahl zu entscheiden, ob diese konstruierbar ist.
Lineare Algebra hilft uns hier aber noch einmal weiter, indem wir
uns liberlegen, dass die Aussage, dass die Erweiterungen K;_; C K;
jeweils 2-dimensionale K;_;-Vektorrdume sind, die Dimension von
K, als Kj-Vektorraum bestimmt. Fiir quadratische Erweiterungen
ist das plausibel, denn

K(va)={a+bya|abeK}
K (VB) = {e+dV/B | e.d € K(Va)}
={(a+bya)+ (a +VVa)\/B|ab,a,b €K}
={a+bVa+a\/B+V(Va/B)|a,ba,b €K}

Damit ist 1, /&, /B, (v//B) zumindest ein Erzeugendensystem
dieses K-Vektorraums.

Behauptung 6 (Multiplikativitat der Dimension). Sind K1 C Ky C K3
Korpererweiterungen, so gilt

dimKl K3 = dimKl K2 . disz K3.

Beweis. Wir beweisen die Aussage fiir den Fall, dass die Dimensionen auf
der rechten Seite der Gleichung jeweils endlich sind.

Sei x1,...,x, € K, eine Basis des K;-Vektorraums K; und
Y1i,---,Ym € K3 eine Basis des Kp-Vektorraums Ks.

Dann behaupte ich, dass die Menge {x;y;} i eine Basis des

Kq-Vektorraums Kj ist.

1. Die Menge ist ein Erzeugendensystem, denn jedes Element v € K3
lasst sich nach Voraussetzung als Kj-Linearkombination

m
v=)_ by
=1

mit b]- € Kj; schreiben und jedes b]- € Kj lasst sich als K-
Linearkombination

n
b] = Z ai]'xl-
i=1



schreiben. Also ist

v=17_ by
=1
m n
= Z ajjXiYj.
j=1i=1

i i a;j(x;y;) =0,

-
Il

—_
I

—_

so ist

]

m n
i) vy =0
=1_i=1
| S —
::bj€K2
eine Ky-Linearkombination. Da die y; aber eine Basis des Kj-
Vektorraums K3 sind, muss also

n
() aix;) = b; = O fiir alle j
i=1

gelten und da die x; eine Basis des K;-Vektorraums Kj sind, ist
dann auch g;; = 0 fir alle 7, j.

Damit haben wir die Aussage fiir Fall, dass dimg, K> und dimg, K3
endlich sind gezeigt. Ist dimg, K> unendlich, so enthélt K; eine
unendliche Menge Kj-linear unabhingiger Vektoren, also gilt das
erst recht fiir K3 2 Kj. Ist dimg, K3 unendlich, so enthélt K3 eine
unendliche Menge Kj-linear unabhéngiger Vektoren, die sind

dann aber erst recht fiir Ki-linear unabhéingig. Also ist fiir den Fall,
dass die rechte Seite der Gleichung unendlich ist, auch die linke
unendlich. O

Die Formel wird etwas tibersichtlicher wird wenn wir
[L:K]:=dimgL
abkiirzen, denn dann gilt also
[K3: Ki] = [K3: Kp] - [Kp : Kq].

Die Dimension der Korpererweiterung heifit auch Grad, wir werden
noch sehen woher der Name kommt.

Definition (Grad einer Korpererweiterung). Ist K C L eine Korperer-
weiterung, so heifst
dimg L =: [L: K]

der Grad der Korpererweiterung.

AusBLICK: Wir konnen und jetzt leicht tiberlegen, dass /2 nicht mit
Zirkel und Lineal konstruierbar ist:

ALGEBRA
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1. Fiir den Korperturm Q = Ko C Ky C .-+ C K, aus der

Charakterisiserung konstruierbarer Zahlen gilt dimg K;, = 2" und
darum gilt auch fiir alle Teilkorper Q C L C K}, dass dimg L ein

Teiler von 2" ist, also dimg L = 2™ fiir ein m < n.
2. Wenn wir jetzt zeigen konnen, dass

dimg Q(v2) =3

gilt. So wire [Q(v/2) : Q] kein Teiler von 2" und darum v/2 ¢ C

nicht konstruierbar.

Hinzufiigen von Nullstellen

Wir sollten uns also iiberlegen, dass 1, V2, \3@2 Zahlen sind, die tiber

Q-linear unabhéngig sind. Das mochte ich mir gerne auf eine Art
tiberlegen, die uns spiter noch weiter hilft, Sie konnen aber gerne
versuchen, sich das einmal selbst direkt zu tiberlegen.

Ich finde es hierfiir in jedem Fall hilfreich, mich zunéchst — wie
bei den komplexen Zahlen — auf den Standpunkt zu stellen, dass
wira = +/2 zunichst als Symbol betrachten kénnten, fiir das
wir nur die Rechenregel a® = 2 festgelegt haben. Wir wissen
schon, wie wir das mit Hilfe einer Aquivalenzrelation, bzw. mit
Quotientenvektorraumen formalisieren konnen: Wir fiihren auf
dem Polynomring Q|x] die Aquivalenzrelation

a(x) ~ 375 b(x) = b(x) = a(x) + m(x) - (x®—2)
fiir ein m(x) € Qx|

ein und betrachten
K:= Q[x] / N% .

Das ist gleichbedeutend damit, dass wir in Q[x| den Untervektor-
raum der Vielfachen von x> — 2

(x* =2) == {p(x) - (x* = 2) | p(x) € Q[x]}
betrachten und dazu den Quotientenraum
Q[x]/(x* = 2)Q[x] = Q[x]/ ~ 35

bilden. Dafiir mochte ich mir jetzt gerne die folgenden Dinge
tiberlegen:

1. Q[x]/(x® —2)QJx] ist ein 3-dimensionaler Q-Vektorraum mit
Basis [1], [x], [*?].

2. Das Argument das wir verwendet hatten, um uns zu {iiberlegen,

dass Z/pZ ein Korper ist, liefert und auch, dass
K =Q[x]/(x* - 2)Q[x]

ein Korper ist.

IN DER VORLESUNG hatten Sie noch ge-
fragt, warum 2 ¢ Q nicht rational ist.
Das funktionert wie das Argument fiir
/2 durch Widerspruch: Angenommen

3 a

Yy 1

V2 b
wire ein gekiirzter Bruch, d.h. a4, b sind
teilerfremde ganze Zahlen, dann wiére

also

20° =4°
und damit a3 durch 2 teilbar und also
a = 2a’. Dann ist aber

a® =2%" =21?,

d.h.
b3 — 22 11/3
und damit wie zuvor auch b durch 2
teilbar. Das ist ein Widerspruch zur
Annahme, das a, b teilerfremd sind.
Das Argument funktioniert genauso
fiir alle n—ten Wurzeln aus Primzahlen.



3. Der Korper K = Q[x]/ (x> — 2)Q[x] ist eine andere Beschreibung
von Q(+/2), genauer ist die Abbildung

A: Q[x]/(x* = 2) - Q(V2)
[a(x)] = a(V2)

ein Isomorphismus.

Erinnerung: Euklidischer Algorithmus fiir Polynome

In der linearen Algebra hatten wir uns mittels Polynomdivision
tiberlegt, dass wir Polynome mit Rest teilen konnen.

Satz 7 (Teilen mit Rest fiir Polynome). Sind a(x),b(x) € K]x]
Polynome mit Koeffizienten in einem Korper K, so existieren eindeutige
Polynome g(x),r(x) € K[x] mit Grad(r(x)) < Grad(a(x)) so dass

b(x) = g(x) - a(x) +r(x).
BerspieL: Fiir b(x) = 3x* 4+ 2x + 1 und a(x) = x* — 2, ist

(Bt +2x +1) —3x% - (2% —2)
=3x* +2x +1— (3x* — 6x?)
=6x2 +2x+1
Das Ergebnis hat Grad = 2 > Grad(a(x) also weiter:
(6x*> +2x+1) —6- (x> —2)
=6x% +2x+1— 62+ 12
=2x+13.
Also ist
b(x) = (3x + 6)a(x) + 2x + 13.

Das kénnen wir als Polynomdivision auch so schreiben:

3t +2x —|—1:<x2—2> (3x2+6) 4 2x 113
—3x* + 6x2
6x2+2x +1
—6x2 +12
2x +13

Satz 8 (Euklidischer Algorithmus fiir Polynome). Sind p(x),q(x) €
K[x] Polynome so existiert ein eindeutig bestimmter grifSter gemeinsamer
Teiler ggT(p(x),q(x)) € K[x], d.h. ein normiertes Polynom ggT(p,q), das

1. p(x) und q(x) teilt und

2. sich in der Form ggT(p,q) = n(x) - p(x) + m(x) - q(x) schreiben
ldsst.

Ist insbesondere d(x) ein anderes Polynom, das p, q teilt, so teilt es auch
88T(p.4).

ALGEBRA
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18 JOCHEN HEINLOTH

Beweis. Das folgt genau wie der euklidische Algorithmus fiir ganze
Zahlen aus der Division mit Rest. O

Folgerung 9. Ist p(x) € K|[x]| ein nicht-konstantes, irreduzibles Polynom
vom Grad d, so ist der Quotientenvektorraum
K[x]/(p(x)) = K[x)/f ~ g & g = f +m - p fiir ein m € K[x]
mit den Verkniipfungen
[a()] +[b(x)] = [a(x) +b(x)]  und
[a(x)] - [b(x)] := [a(x) - b(x)] fiir alle a(x),b(x) € K[x]
eine Korpererweiterung von K, in der die Restklasse o := [x] eine Nullstelle

des Polynoms p ist.
Der Grad dieser Korpererweiterung ist gleich dem Grad des Polynoms p:

dimy (K[x]/(p(x))) = [(K[x]/(p(x))) : K] = grad(p).

Diese Aussage macht nur formal genau, was wir mit ,wir fithren
fiir das Symbol x die Rechenregel p(x) = 0 ein” meinen. Das
Argument ist darum eigentlich nicht schwer.

Beweis. Zunéchst haben wir die Konstruktion so gemacht, dass
a« = [x] € K[x]/(p(x)) tatsdchlich eine Nullstelle von p(t) =
tfay 171 4o gt 4 ag ist, denn:

p([x]) = [x)9 +ag_1[x]" 1 +--- +ay[x] + a0  Einsetzen
= [xd +ay x4+ ao) Def. von -+, -
= [p(x)] = [0]. Def. von | |

Die Aussage dimg (K[x]/(p(x))) = grad(p) = d gilt, weil wir jedes
Polynom a(x) € K][x] eindeutig in der Form

a(x) = q(x) - p(x) +r(x)

mit grad(r(x)) < d schreiben kénnen. Darum ist [a(x)] = [r(x)] fur
ein eideutiges Polynome vom Grad < d. Da der Raum der Polynome
vom grad < d die Basis 1, x,..., x?-1 besitzt, sind die Restklassen
dieser Elemente auch eine Basis von K[x]/(p(x)).

Die Verkniipfungen sind jeweils wohldefiniert: Das Argument
hierfiir ist genau das gleiche wie fiir die Operationen fiir Z/NZ
und ich mochte Sie daher bitten, sich das noch einmal selbst klar zu
machen.

Bis auf die Existenz von multiplikativ inversen Elementen ergeben
sich die Korperaxiome damit direkt aus den entsprechenden Eigen-
schaften der Addition und Multiplikation auf dem Polynomring
K[x].

Sei nun [a(x)] € K[x]/(p(x)) eine Restklasse mit [a(x)] # 0, d.h.
a(x) ist nicht durch p(x) teilbar. Fiir die Existenz eines inversen
Elementes, konnen wir entweder wie zuvor argumentieren:

Da p(x) irreduzibel ist, muss weil p(x) das Polynom a(x) nicht
teilt:

ggT(a(x), p(x)) =1

In der Vorlesung hatten Sie um das
Argument gebeten, daher hier noch
einmal:

Nach Definition bedeutet

[a(x)] = [a(x)],

dass 4(x) = a(x) +n(x) - p(x) fur
ein n(x) € K[x] und [b(x)] = [b(x)]
bedeutet, dass b(x) = b(x) +m(x) - p(x)
fiir ein m(x) € K[x]. Dann ist aber
[a(x)] - [b(x)] = [a(x) - b(x)]
= [(a(x) +n(x)p(x)) + (b(x) + m(x)p(x))]
= [a(x) - b(x)

+ (a(x)m(x) + n(x)b(x) + n(x)m(x)p(x))p(x)]

=[0]

= [a(x) - b(x)).

Also hingt das Resultat der Defini-
tion von - nicht von der Wahl der
Rprésentanten a(x), b(x) ab.
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gelten. Wir konnen also mit dem euklidischen Algorithmus
n(x),m(x) € K[x] finden, fiir die

1 = ggT(a(x), p(x)) = n(x)a(x) +m(x)p(x)

gilt. Damit ist

[1] = [n(x)][a(x)] + [m(x)p(x)] = [n(x)][a(x)] € K[x]/(p(x))

und also [n(x)] das gesuchte inverse Element.
Alternativ konnten wir mit linearer Algebra argumentieren. Die
Abbildung

a(x)-: K[x]/(p(x)) = K[x]/(p(x))
[b(x)] = [a(x) - b(x)]

ist K-linear und ker(a(x)-) = {0} denn [a(x) - b(x)] = [0] bedeu-
tet, dass das Produkt a(x) - b(x) durch p(x) teilbar ist. Da p(x)
irreduzibel ist und a(x) nicht teilt, muss p(x) daher b(x) teilen,
also [b(x)] = 0 gelten. Also ist die Abbildung injektiv und da
dimg K[x]/(p(x)) = d endlich ist darum auch surjektiv, d.h. es gibt
ein [b(x)] mit [a(x) - b(x)] = [1]. O

Bemerkung. Wir haben gerade fiir jeden Korper K eine Moglichkeit
gefunden fiir ein beliebiges Polynom f € K[x], das in K keine
Nullstelle hat, eine Koérpererweiterung K C L = K[x]/(p(x)) zu
konstruieren, in dem f eine Nullstelle hat: Wir kénnen einfach fiir
p(x) einen irreduziblen Teiler von f wihlen.

Um Nullstellen von Polynomen zu einem Koérper hinzuzuftigen,
brauchen wir also nicht wie fiir Q das Gliick, zuféllig eine Kor-
pererweiterung K C C zu kennen, in der alle Polynome Nullstellen
haben.

Bemerkung. In unserem Beispiel ist das Polynom p(x) = x° —

2 € QJx] irreduzibel, denn wenn wir p(x) = a(x) - b(x) in nicht
konstante Polynome a(x),b(x) € Q[x] faktorisieren kénnten, miisste
Grad(a) + Grad(b) = Grad(p) = 3 gelten und also eines der beiden
Polynome linear sein. Lineare Polynome haben aber Nullstellen
und wir hatten und tiberlegt, dass p(x) in Q keine Nullstelle besitzt.

Folgerung 10. Ist p(x) € K[x] ein Polynom vom Grad 2 oder 3, so ist
p(x) in K[x] irreduzibel, wenn p in K keine Nullstelle besitzt.

ZURUCK zu unserer Frage, wieso [Q(v/2) : Q] = 3 ist. Auf den ersten
Blick haben wir nicht viel gewonnen, weil wir jetzt noch zeigen
miissen, dass unsere neue Methode eine Nullstelle von x° — 2 zu Q
hinzu zu fiigen wirklich Q(+v/2) liefert.

Das ist aber mit einem kleinen Trick gar nicht schwer, denn wir
konnen eine Abbildung zwischen den beiden Korpern

F:Q[x]/(x®*—2) - Q(V2) CC
[x] = F([x]) :
[a(x)] = F([a(x)]) :

V2 und allgemein
=a(V2)

19



20 JOCHEN HEINLOTH

definieren. Das ist wieder wohldefiniert da

F(la(x) +n(x) (> ~2)]) = a(¥2) + n(3/2) (V2 -2)
=0

= a(V2) = F([a(x)))

und die Abildung ist auch nach Konstruktion surjektiv und Q-linear.

Besser noch: Die Abbildung ist mit 4 und - vertraglich, d.h. Die Abbildungsvorschrift ist durch
Einsetzen von v/2 definiert, also fiir
F([a] + [b]) = F([a]) + F([b]) a,b € Q[x] als
F([a] - [b]) = F([a]) - F([b]) F([a] + [b]) "&£ (a+b)(V2)
F([0]) =0 T a(V2) +0(V2)
F(1]) =1 PLE P ((a]) + F([b)-
Daraus folgt, dass ker(F) = {0} (in der Vorlesung haben Sie selbst
ein Argument dafiir gefunden), da wenn F([a]) = O und [a] # 0
wire, dann auch
F([1)) = F([a] - [a] ") = F([a]) -F([a] ")
=0
=0-F(a]H)y=0
gelten miisste, aber es ist F([1]) = 1.
Darum ist F bijektiv und also ist
dimg Q(v/2) = dimg Q[x]/(x* —2) = 3.
Damit ist v/2 nicht konstruierbar!
Das ARGUMENT dafiir, dass F injektiv ist hat nur verwendet, dass F
mit den Korpereigenschaften vertraglich war. Da das noch niitzlich
sein wird, mochte ich das kurz festhalten.
Definition. Ein Korperhomomorphismus ist eine Abbildung
F:K—L
von Korpern K, L so dass fiir alle a,b € K gilt, dass
1. F(a+b) = F(a)+ F(D)
2. F(a-b) =F(a)-F(b)
3. und F(l) =1. Die Eigenschaft F(0) = 0 folgt

automatisch aus 1.
Folgerung 11. Korperhomomorphismen F: K — L sind injektiv.

Beweis. Das haben wir gerade gesehen: Wenn F(a) = 0 fiir eina # 0
waire, dann wire auch

aber esist F(1) = 1. O
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Bemerkung. 1. Die Aussage, dass die Abbildung
F: Q[x]/(x* —2) — Q(V2),

die [x] auf v/2 abbildet bijektiv ist, erklart, warum wir mit v2
tatsdchlich einfach wie mit einem Symbol rechnen kénnen, dass
nur die Gleichung \3/53 = 2 erfiillt. Das ist am Ende so, wie wir
tatsdchlich mit diesem Symbol in Formeln umgehen.

2. Bei genauerem Hinschauen, féllt Ihnen vielleicht auch auf, dass
es in C drei verschiedene Zahlen gibt, die die Gleichung a®> = 2
erfiillen, namlich

V2,0392,0392

wobei /3
2mi 1 3.
Gp=e? =5t 5
eine primitive 3-te Einheitswuzel ist, d.h. eine Zahl # 1, fiir die
3 =1gilt
3 glit.

Der Korper L = Q[x]/(x® — 2) ldsst sich also auf 3 verschiedene
Arten in C einbetten, denn die Abbildungen

Fy: Q[x]/(x* —2) = Q(33V2)C
[a(x)] = F([a(x)]) := a({3V/2)
bzw.
F: Q)/(x¥* —2) = Q(§3V2)C
[a(x)] = F([a(x)]) := a(Z3V/2)

sind ebenfalls Isomorphismen von Korpern.

Das ist vielleicht gar nicht so merkwiirdig, denn wenn wir quadra-
tische Gleichungen 16sen, kommt in den Formeln auch immer £,/
vor, d.h. algebraisch sind beide Wurzeln nicht recht zu unterscheiden.
Das passiert erst, wenn wir die Ergebnisse in IR interpretieren.

GeNAaUso konnen wir uns iiberlegen, dass sich ein allgemeiner
Winkel nicht mit Zirkel und Lineal dreiteilen ldsst. Einen Winkel «
in der Ebene kénnen wir genau dann konstruieren, wenn wir die
komplexe Zahl ¢®* = cos(a) + isin(a) konstruieren kénnen, denn
das ist die eindeutig bestimmte Zahl vom Betrag 1, deren Winkel mit
der x-Achse « ist.

Einen Winkel zu dritteln bedeutet also aus z = ¢* die Zahl
el = cos(§) +isin(§) zu konstruieren und das ist wiederum eine
Zahl w, die w® = z erfiillt, d.h., auch hierfiir miissen wir eine 3.
Wurzel konstruieren.

Da wir UNs vielleicht nicht so gerne tiberlegen mochten, ob das
Polynom x® — z eine Nullstelle in Q(z) besitzt, nehmen wir uns
einen Winkel « fiir den der Realteil cos(a) von e® rational ist. Zum
Beispiel ist das fiir 7 = 60° der Fall, denn

1, V3

R A
e R
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ist nach dem Satz des Pythagoras die Spitze des gleichseitigen
Dreiecks mit Kantenldnge 1 iiber dem Intervall [0, 1].

Auf dem Ubungsblatt iiberlegen Sie sich, dass der Realteil cos(§)
von ¢'5 die Gleichung

cos(a) = 4(:05(%)3 — 3COS(%)

erfiillt. Die Gleichung

p(x):4x3—3x—%=0

hat aber keine Nullstelle in QQ, weil

Zp(g) =x¥-3x—1

keine Nullstelle besitzt. (Fiir normierte, ganzzahlige Polynome
kommen als Nullstellen nur Teiler des konstanten Koeffizienten in
Betracht und +1 sind keine Nullstellen).

FaziT: Wir haben uns nun eigentlich eine allgemeinere Aussage zu
nicht-konstruierbaren Zahlen tiberlegt.

Behauptung 12. Ist eine Zahl z € C eine Nullstelle eines irreduziblen
Polynoms p(x) € Q[x] \ {0} dessen Grad # 2™ keine Potenz von 2 ist,
dann ist z nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

Beweis. Ist z konstruierbar, so existiert nach der Charakterisierung
konstruierbarer Zahlen ein Korperturm

Q=KyCK;C---CKj,

mitz € K, und [K; : K;_1] = 2 furallei = 1,...,n. Dann ist aber
einerseits [K, : Q] = 2" (Multiplikativitdt der Dimension) und
andererseits

Q CQ(z) €Ky

und darum auch
2" =[Ky: Q] = [Ky : Q(2)] - [Q(2) : Q].

Darum muss dann [Q(z) : Q] ein Teiler von 2" sein.
Andererseits ist z aber Nullstelle des irreduziblen Polynoms p(x)
und darum ist

Q[x]/(p(x)) *5 Q(2)

ein Isomorphismus von Kérpern und es gilt

[Q[x]/(p(x)) : Q] = Grad(p).

Da Grad(p) # 2™ nach Voraussetzung aber keine Potenz von 2 ist,
ist das ein Widerspruch zu Annahme, dass z konstruierbar ist. O

Den Trick, dass Nullstellen von irrreduziblen Polynomen p(x) €
Q[x] genau den Einbettungen von Q[x]/p(x) — C entsprechen
sollten wir auch noch allgemein festhalten.

Wenn Sie das nicht wissen, finden
Sie dafiir eine Anleitung auf dem
Ubungsblatt.
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Folgerung 13. Ist K C L eine Korpererweiterung und p(x) € K|x] ein
irreduzibles Polynom, dann definiert jede Nullstelle « € L von p in L einen
Isomorphismus:

K[x]/(p(x)) = K(a) € L
—a(a).

Beweis. Wir kénnen unseren Beweis fiir den Spezialfall p(x) =
x3 — 2 € QJx] abschreiben:

Die Abbildung ist wohldefiniert, weil [a(x)] = [d(x)] bedeutet,
dass d(x) = a(x) 4+ n(x) - p(x) fir ein n(x) € K[x] und also

i(a) =ala)+ n(a)p\(icl =a(a).
=0

Die Abbildung ist mit den Verkniipfungen +, - vertraglich, weil
das fiir die Abbildung a(x) — a(«) gilt und also ist die Abbildung
ein Kérperhomomorphismus.

Nach Folgerung 11 sind Kérperhomomorphismen injektiv, das
Bild ist also ein Unterkorper von L, enthdlt « und ist nach Konstruk-
tion in K(a) enthalten. Da K(«) der kleinste Unterkorper von L ist,
der K und « enthélt ist die Abbildung also ein Isomorphismus. [

Transzendente Zahlen und die Quadratur des Kreises

Wenn Sie in der Analysis gut aufgepasst haben, konnen Sie sich
vielleicht selbst tiberlegen, dass nicht alle reelle Zahlen Nullstellen
von Polynomen mit rationalen Koeffizienten sind. Das folgt daraus,
dass es liberabzihlbar viele reelle Zahlen gibt.

Hingegen ist die Menge Q[x]| der Polynome mit rationalen Koeffi-
zienten abzdhlbar und jedes dieser Polynome hat nur endlich viele
Nullstellen in R. Es gibt also nur abzdhlbar viele Zahlen in R (oder
C), die Nullstellen eines irreduziblen Polynoms in Q|x] sind, aber
tiberabzdhlbar viele Elemente von R.

Die , meisten” reellen Zahlen sind also keine Nullstellen von
Polynomen mit rationalen Koeffizienten.

IN DER VORLESUNG haben Sie an dieser Stelle sofort die wichtige
Frage gestellt, wie Sie herausfinden konnen, ob eine Zahl nun als
Nullstelle eines Polynoms vorkommt oder nicht. Darauf kommen
wir gleich noch zurtick, die Antwort ist aber dass das ein Beispiel fiir
eine Aussage ist, bei der wir ganz leicht zeigen kénnen, das etwas
fiir fast alle” reellen Zahlen gilt, es aber schwer ist, auch nur ein
konkretes Beispiel anzugeben. Bevor ich Ihnen Beispiele angebe,
mochte ich kurz die Begriffe einfithren, die wir verwenden, um
,Jkommt als Nullstelle vor” und , kommt nicht als Nullstelle vor” zu
unterscheiden.

Definition (algebraisch/transzendent). Ist K C L eine Korpererweite-
rung so heifit ein Element & € L

23
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algebraisch (tiber K), wenn « Nullstelle eines Polynoms p(x) €
K[x] ~ {0} ist, bzw.

transzendent (iiber K) wenn a keine Gleichung der Form p(x) = 0
fiir ein p(x) € K[x] \ {0} erfiillt.

Beispiel 14 (Bekannte transzendente Zahlen). 1. Eine transzenden-
te Zahl, die gebastelt wurde, um ein explizites Besipiel zu haben,
ist die Liouville Zahl

DL A SO S SO S
~10" 10 102 106 10 10120

= 0,11000100000000000000000100000. . .

Das ist eine Zahl in der die Abstinde zwischen den Nachkommas-
tellen die nicht 0 sind sehr schnell wachsen. Dadurch lasst sich
diese Zahl sehr gut durch rationale Zahlen approximieren. Fiir al-
gebraische Zahlen geht das nicht, Sie konnen sich tiberlegen, dass
wenn « eine Nullstelle eines irreduziblen Polynoms p(x) € Q[x]
vom Grad d > 1 ist eine Konstante ¢ > 0 existiert, so dass fiir alle
Briiche [ gilt
n c

. — a| 2 ok
Die Liouville Zahl ist gerade so konstruiert, dass diese Bedingung
nicht erfiillt ist.

2. Die Zahl e = Y3 1 ist ebenfalls transzendent. Das ist schwerer
zu zeigen. Wenn am Ende des Semesters noch Zeit ist und Sie das
lernen mochten, konnen wir darauf noch einmal zurtick kommen.
Der Grund ist am Ende auch hier, dass sich diese Zahl zu gut
durch Briiche approximieren ldsst, weil die Exponentialreihe so
gut konvergiert.

3. Die Zahl 7 ist transzendent. Das wurde von Lindemann mit
einem wunderbaren Argument gezeigt: Statt etwas tiber 7 zu
beweisen, ldsst sich dhnlich wie im Punkt davor ein Argument
dafiir finden, dass fiir algebraische Zahlen « # 0 die Zahl e*
immer transzendent ist. Dann kann 7t aber nicht algebraisch sein,
weil ¢/ = —1 nicht transzendent ist.

Da dieses Argument so indirekt ist, wissen wir nicht, ob 7 tiber
Q(e) transzendent ist oder nicht, d.h. ob es ein Polynom mit Ko-
effizienten in denen e vorkommen darf gibt, das 7 als Nullstelle
hat. Viele Mathematiker:innen wiirden wetten, dass das nicht so
ist und numerische Experimente bestétigen das, aber es ist noch
niemandem eine Methode eingefallen, die das beweisen konnte.

4. Es gibt sehr sehr viele Vermutungen tiber die Transzendenz
von nattirlich vorkommenden Zahlen. Zum Beispiel kennen Sie
vielleicht die tiberraschende Formel

© 1 72
L~
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Fiir die dhnlichen Summen

Ck) =) —

n=1

fiir ungerade k > 1 wird vermutet, dass diese Zahlen transzendent
sind (fiir die geraden kennen wir Formeln in denen nur 7t vor-
kommt). Andererseits, was schon der Beweis dafiir, dass {(3) ¢ Q
nicht rational ist eine grofie Uberraschung.

Der Abstand zwischen den Vermutungen und dem was wir
wissen ist also noch sehr grofs.

Folgerung 15 (Quadratur des Kreises). Transzendente Zahlen sind nicht
konstruierbar, insbesondere ist die Zahl 7t nicht konstruierbar. Darum ist
es nicht moglich ein Quadrat zu konstruieren, dass den Flicheninhalt des
Einheitskreises besitzt.

Beweis. Da alle konstruierbaren Zahlen algebraisch sind (Satz 5),
sind transzendente Zahlen nicht konstruierbar. Da 7t transzendent
ist, ist insbesondere 7t nicht konstruierbar.

Der Flacheninhalt des Einheitskreises ist 71, daher hitte ein
Quadrat mit Fldcheninhalt 7t die Kantenldnge /7t. Da 7 nicht
konstruierbar ist, ist auch /7t nicht konstruierbar. O

Charakterisierung algebraischer Zahlen

Lassen Sie uns kurz einige alternative Charakterisierungen alge-
braischer Zahlen angeben, die manchmal statt unserer Definition
verwendet werden.

Lemma 16. Ist K C L eine Korpererweiterung so sind fiir « € L die
folgenden Aussagen dquivalent:

1. w ist algebraisch.
2. a ist Nullstelle eines irreduziblen Polynoms p(x) € K[x] ~ {0}.

3. [K(a): K] =d < oo, d.h. die von « erzeugte Korpererweiterung ist ein
endlich dimensionaler K-Vektorraum.

Beweis. Wir zeigen 1. = 2. = 3. = 1., Sie konnen gerne versuchen,
erst zu schauen, ob Sie einige dieser Implikationen selbst einsehen
konnen, bevor Sie weiter lesen.

Zunéchst gilt 1. = 2.: Ist « algebraisch, so existiert ein Polynom
p(x) € K[x] ~ {0} mit p(a) = 0. Ist p irreduzibel, so gilt 2. Falls
nicht, existieren nicht-konstante Polynome a(x), b(x) € K[x], fiir die

p(x) = a(x) -b(x)

gilt. Dann ist aber 0 = p(a) = a(a) - b(a) und also a(a) = 0
oder b(«) = 0. Der Grad der Polynome 4, b ist aber kleiner als der
Grad von p. Wiéhlen wir also ein Polynom p(x) € K[x] ~\. {0} von
minimalem Grad, fiir das p(«) = 0 ist, so ist p(x) irreduzibel.

Insbesondere existiert also auch ein irreduzibles Polynom p(x)
mit p(a) = 0.

25
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Die Folgerung 2. = 3. haben wir auch schon gesehen, denn ist
p(x) € K[x] \ {0} irreduzibel und « eine Nullstelle von p, so ist
K[x]/(p(x)) = K(«) (Folgerung 13) und es gilt also

dimg K(a) = dimg K[x]/(p(x)) = Grad(p) < oco.

Fiir die Folgerung 3. = 1. konnen wir eine Beobachtung wie-
derverwenden, die Sie bei v/2 gemacht hatten, das namlich eine
nichttriviale Linearkombination a + bv/2 + C\ﬁz = 0 bedeuten wiir-
de, dass /2 eine Nullstelle des quadratischen Polynoms a + bx + cx?
wadre:

Angenommen es gilt [K(«) : K] = d < oo. Dann miissen die
d + 1 Elemente 1,«, . ..,a% des d-dimensionalen K-Vektorraums
K(a) linear abhingig sein, d.h., es gibt eine nichttriviale Losung der
Gleichung

a0+a1a+azzx2+ ~--+11d1xd = 0.

Das bedeutet aber, dass « eine Nullstelle des Polynoms p(x) =
ag+ajx + - - - 4+ azx® ist. Das zeigt 1. O

Lemma/Definition 17 (Minimalpolynom). Ist K C L eine Korperer-

weiterung und o € L algebraisch, so existiert ein eindeutiges normiertes

irreduzibles Polynom minpol (x) € K[x] fiir das minpol ,(«) = 0 gilt.
Dieses Polynom heif$t Minimalpolynom von « (iiber K).

Beweis. Wir haben gerade gesehen, dass es ein irreduzibles Polynom
p(x) € K[x] gibt, fiir das p(«) = 0 gilt und nachdem wir dieses mit

Fihren derlKoefﬁZient multiplizieren ist dieses Polynom auch normiert.
Wir miissen also nur die Eindeutigkeit zeigen.
Sind a(x), b(x) zwei irreduzible Polynome mit a(a) = b(a) = 0, so

ist nach dem Euklidischen Algorithmus

ggT(a(x),b(x)) = n(x)a(x) +m(x)b(x)

ein normiertes Polynom, das ebenfalls die Nullstelle a besitzt. Da
a(x),b(x) aber irreduzibel sind, ist a(x) der einzige nichttriviale
Teiler von a(x), also gilt

a(x) = ggT(a(x),b(x)) = b(x).
O

Bemerkung. Sie haben in der linearen Algebra schon eine Mog-
lichkeit kennengelernt, das Minimalpolynom einer Zahl zu finden:
Ist [L : K] endlich und & € L, so ist die Multiplikation mit « eine
K-lineare Abbildung

a: L —L
B a-p.

Nach dem Satz von Cayley-Hamilton erfiillt jede lineare Abbildung
ihr charakteristisches Polynom, d.h. « ist eine Nullstelle von

charpol, (t) = det(a - —tidp).

Normiert bedeutet, dass der fiih-
rende Term des Polynoms x? ist,
d.h. das Polynom ist von der Form
x4 a_ x4 .
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Damit ist das Minimalpolynom ein Teiler dieses charakteristischen
Polynoms.

Wenn L = K(«) ist, dann ist dieses Polynom vom Grad [K(«) : K]
und weil dieser Grad der Gerad des Minimalpolynoms ist, muss in
diesem Fall das Minimalpolynom bis auf ein Vorzeichen gleich dem
charakteristischen Polynom sein.

Beispiel 18. Fiir das Beispiel R C C und das Element « =i € C ist
die Matrix der Multiplikation i- beztiglich der Basis 1,7 von C gleich

I = ( 0 -1 ) und
1 0
—t -1 )
charpol, (t) = det( 1 )=t"+1
ist das Minimalpolynnom von i.

Struktur von K(w) fiir transzendente

Fiir algebrische Elemente « haben wir die Struktur von K(«) in
Termen von Polynomen als Quotienten K[x]/(p(x)) verstehen
konnen. Ist & € L transzendent, so ist die analoge Abbildung:

K[x] = L
p(x) = p(a)

nach Definition injektiv, denn p(x) = 0 gilt dann nur fiir das
Nullpolynom.

Die Abbildung ist weiter mit +, - vertraglich und darum kann das
Bild kein Korper sein, da es im Polynomring keine multiplikativen
Inversen fiir Polynome vom Grad > 1 gibt.

Genauso, wie wir die Konstruktion von Z/pZ abschreiben
konnten, um K[x]/(p(x)) zu konstruieren, kénnen wir aber auch
die Konstruktion des Korpers der rationalen Zahlen Q aus Z

abschreiben um aus K[x] einen Kérper zu konstruieren.
Die Bezeichnung ,rationale Funktio-
Definition. Die Menge nen” ist etwas irrefiihrend, da wir hier
die formalen Terme meinen. Ein Aus-
p( x) druck der Form % definiert nur auf
K(x) = {7 | p(x), Q(x) € K[x]/ q(x) 7 0} /o~ K\ Nullstellen von g eine Abbildung.
Die Bezeichnung klart immerhin
die sehr merkwiirdige Bezeichnung
,ganzrationale Funktionen” die
a ( x) c ( x) in Schuébﬁchel(‘in statt ,Polynome”
— L~ — = verwendet wird.
bx) " d(x) < a(x)d(x) —b(x)e(x) =0

wobei ~ die Aquivalenzrelation

bezeichnet ist mit den Verkniipfungen +, - die durch die Rechenre-
geln fiir Bruchrechnung

a(x)
b(x)

c(x) _ a(x)d(x) + b(x)c(x)
d(x) b(x)d(x)
a(x) c(x)  _ a(x)c(x)

b(x) d(x)  b(x)d(x)

+

gegeben sind ein Korper, genannt der Korper der rationalen Funktionen.
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FUR DEN NACHWETS, dass die Verkniipfungen wohldefiniert sind
und die Kérperaxiome erfiillen, konnen wir einfach den Beweis,
den wir fiir die rationalen Zahlen verwendet haben abschreiben
und dabei iiberall die auftretenden ganzen Zahlen a, b, c,d durch
Polynome a(x),b(x),c(x),d(x) ersetzen. Bitte tiberzeugen Sie sich
selbst davon, dass das tatsidchlich funktioniert.

DAMIT KONNEN wir nun fiir jedes transzendente Element « € L
einer Korpererweiterung K C L die Abbildung K[x] — K(«) C L die
durch p(x) — p(a) gegeben ist auf K(x) fortsetzen:
f:K(x) - K(a) CL
p(x) ., pla)
q(x)  q(a)

ist wohldefiniert, weil einerseits fiir alle g(x) € K[x] \ {0} gilt,

dass g(«) # 0 - das war genau die Bedingung transzendent zu
sein — und andererseits in jedem Korper die Rechenregeln fiir die
Bruchrechnung gelten (das hatten wir in der linearen Algebra
nachgeprift). Gilt also % ~ %, d.h. a(x)d(x) — b(x)c(x) =0
dann ist

a(e) c(a) a(a)d(a) —b(a)c(a) 0

b(a) d(ax) b(a)d(a) = wd@)

Die Abbildung ist ein Korperhomomorphismus, also injektiv.
Das Bild liegt in K(«) und enthilt &« und K, da K(«) der kleinste
Unterkorper von L mit diesen Eigenschaften ist, muss die Abbildung
also auch surjektiv und damit ein Isomorphismus sein.

Damit haben wir auch fiir transzendente Elemente « die Struktur
des Korpers K(«) bestimmt: Dieser Korper ist immer eine Kopie des
Korpers der rationalen Funktionen.

Folgerung 19. Ist K C L eine Korpererweiterung und « € L ein Element,
dann sind dquivalent:

1. « ist transzendent

2. Die Abbildung K[x] — L die durch x — o und p(x) — p(«a) gegeben
ist, ist injektiv.

3. Die Vorschrift % — % definiert einen Isomorphismus

K(x) = K(w).

4. K(w) ist ein unendlich dimensionaler K-Vektorraum.

Beweis. Wir haben uns gerade 1. = 2. = 3. {iberlegt. Die Im-
plikation 3. = 4. ist klar, da K(x) ein unendlichdimensionaler
K-Vektorraum ist, denn K(x) enthilt den Polynomring. Und 4. — 1.
folgt weil fiir algebraische Elemente K(«) endlichdimensional ist. [

D1 KoNsSTRUKTION die aus Z den Korper Q und aus dem Poly-
nomring K[x| den Korper K(x) macht, ist noch allgemeiner niitzlich.
Das mochte ich kurz vorstellen.
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Sie erinnern sich (hoffentlich?) aus der linearen Algebra, dass
ein kommutativer Ring mit 1, ein Zahlbereich (also eine Menge mit
Rechenoperationen +, - )ist, in dem alle Kérperaxiom bis auf die
Existenz von multiplikativen inversen Elementen gelten. Also zum
Beispiel Z, K[x] oder auch Polynomringe in mehreren Variablen
K[x1,...,x4].

KoNVENTION: In dieser Vorlesung meine ich mit ,Ring” immer
einen kommutativen Ring mit 1. Wenn einmal nicht-kommutative
Ringe vorkommen sollten, werde ich , nicht-kommutativer Ring”
oder ,nicht notwendig kommutativer Ring” schreiben.

WIR KONNTEN fiir einen beliebigen Ring R versuchen die Definition
von oben abzuschreiben:

a
QR) = {5 |abeRb#0}/ ~
wobei ~ die Aquivalenzrelation

%N Sad—bc=0

Ul o

ist.

FrAGE: Wird das mit den Rechenregeln +, - fiir Briiche immer ein

29

Korper? Vergleiche auch mit Aufgabe 1 Blatt 4!

DENKEN SIE dariiber einmal nach, bevor Sie weiter lesen.
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IN DER VORLESUNG hatten Sie bemerkt, dass schon in der Definition
fur die Multiplikation
a c _ac
b d bd
benotigt wird, dass in R der Satz vom Nullprodukt gilt, d.h. aus
bd = 0 sollte b = 0 oder d = 0 folgen.
Das stimmt aber beispielsweise in Z/4Z nicht, da dort [2] - [2] =
[4] = [0] gilt. Genauso wissen Sie das fiir Z/10Z. Fiir Quotienten
von Polynomringen haben wir das gleiche Problem, wenn wir
K[x]/(x(x —1)),K[x,y]/ (xy) oder K[x]/(x?) betrachten. DER RING K[x]/(x2) ist tatséchlich

niitzlich, wenn wir hier tiber x als

Ri in d d t Nullprodukt gilt, heif3 llteiler-
inge in denen der Satz vom Nullprodukt gilt, heifsen nullteiler Symbol nachdenken, das nicht 0 ist,

frei. aber x? = 0 gilt, das gibt der Idee dass
] ] x dann ein ,,sehr kleines” Element
Definition. Ein Ring R heifst nullteilerfrei, wenn fiir alle a,b € R gilt ist eine algebraische Bedeutung und

diese ist tatsachlich nititzlich, um in der
Algebra analytische Argumente ganz
(a-b=0)= (a=0oderb=0). ohne Abschitzungen zu ermoglichen.

dass

In nullteilerfreien Ringen lasst sich der Beweis, dass Q ein Korper
ist nun aber wirklich abschreiben:

Lemma/Definition 20. Ist R ein nullteilerfreier Ring, so ist die Menge
a
Q(R) := {E la,b € R, b # o}/ ~

wobei ~ die Aquivalenzrelation

a C
E“’g@ﬂﬂl_bc—o

ist, zusammen mit den Verkniipfungen:

c ad + bc
d’ bd
<
d

ac
bd
ein Korper.

Q(R) heifit Quotientenkorper von R.

Di1E AUFGABE nachzuschauen, dass sich der Beweis fiir die rationa-
len Zahlen abschreiben ldsst und damit einen Beweis dieses Lemmas
liefert, tiberlasse ich Thnen.

Nachdem die Mehrheit von Thnen in der Vorlesung zunéchst der
Meinung war, dass die Konstruktion fiir beliebige Ringe funktioniert,
sind Sie jetzt hoffentlich misstrauisch genug, um das ernsthaft
nachpriifen zu wollen.

Bemerkung. Wir erhalten mit dieser Konstruktion also auch Quoti-
entenkorper

K(x1,...,x0) := Q(K[x1,...,xx])

von Polynomringen in mehreren Variablen.
Das wird fiir uns noch niitzlich sein, weil wir die Frage nach einer
Losungsformel fiir allgemeine Gleichungen der Form

XP+a?+bx+c=0



als Frage fiir den Korper K(a,b,c) in dem a,b, c formale Symbole
verstehen konnen.

Diese Erkenntnis, die vielleicht ganz naheliegend erscheint, wenn
Sie das einmal gelesen haben, war lange Zeit ein echtes Hindernis
fur die Beantwortung der Frage, ob es solche Formeln geben kann.

Jeder Korper enthiilt einen der Korper Q oder IF),

Die Struktur, dass fiir Kérpererweiterungen der Form K(«) der
Homomorphismus K[x] — K(a) der x — « abbildet entweder

1. injektiv ist und dann gilt K(x) = K(«), oder

2. einen Kern hat und dann gilt dass K[x]/(p(x)) = K(«) fiir ein
irreduzibles Polynom p(x) € K[x]

konnen wir noch einmal fiir Z statt K[x| wiederfinden. Um das zu
formulieren mochte ich eine abkiirzende Notation einfiihren.

Notation 21. Ist p eine Primzahl so bezeichnen wir mit F, := Z/pZ
den Restklassenkorper mit p Elementen.

Behauptung 22. Fiir jeden Korper K (und jeden kommutativen Ring R
mit 1) definiert die induktive Vorschrift

f:Z—K
1— f(1):=1g und induktiv
n+le— f(n+1):=f(n)+1 alson—1+14---+1
n—mal
—n— f(—n):=—f(n) und f(0) = 0.

einen Ringhomomorphismus.
Ist K ein Korper so gilt entweder

1. f ist injektiv und dann setzt sich f zu einem Korperhomomorphismus
f:Q—=K
fort, oder

2. Ker(f) = {n| f(n) =0} = p - Z fiir eine Primzahl p und in diesem
Fall induziert f einen Korperhomomorphismus

f: ¥, =Z/pZ — K
[a] = f([a]) == f(a).

Bevor wir das erkldren kurz ein Begriff und ein paar Beispiele.

Definition. Die Charakteristik eines Korpers K ist die Zahl p € Ny fiir
die gilt, dass
ker(f: Z - K)=p-Z.

Wir schreiben kurz char(K) = p.
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Der Buchstabe [F wurde wegen der
englishen Bezeichnung ,field” fiir

,Korper” gewahlt.

Wir werden gleich sehen, dass es (bis
auf nattirliche Isomorphie) nur einen
Korper mit p Elementen gibt.
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Die Charakteristik eines Korpers ist also genau dann > 0 wenn
es eine Zahl n > 0 gibt, so dass

nl=1+1+--41=0
N — -4

n—mal

ist und genau dann 0, wenn K die ganzen Zahlen Z und damit auch
die rationalen Zahlen Q enthélt.

Beispiel 23. 1. Die Korper Q,R,C,Q(i),Q(+/2), Q(x) haben Cha-
rakteristik 0.

2. Die Korper FF), Fj(x) haben Charakteristik p.

3. Auf dem Ubungsblatt haben Sie einen Korper mit 27 Elementen
konstruiert, ndmlich

K =Ts[x]/(x® —x +1).

Dieser Korper enthilt IF3, insbesondere gilt in K, dass 1 +1+4+1 =
[3] = 0. Also hat dieser Korper auch die Charakteristik 3.

Beweis der Behauptung. Wenn Sie in der Analysis einmal mit Induk-
tion bewiesen haben, dass in den ganzen Zahlen tatsdchlich das
Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz gelten, empfinden
Sie die Behauptung, dass f ein Ringhomomorphismus ist, das also

flntm) = f(n)+f(m) und f(n-m) = f(m+m+...m) = f(n)-f(m)

gilt, wahrscheinlich etwas, das Sie einerseits mit einem langweiligen
Induktionsbeweis aufschreiben konnten und andererseits intuitiv
(hoffentlich?) einsichtig ist, da die Definition liefert, das f(n) =
f(1)+---+ f(1) und der Vergleich dieser Formeln fiir n + m und

n—mal
n - m damit liefert was zu zeigen ist.

Ich mochte Sie darum bitten, sich selbst davon zu {iberzeugen,
dass f diese Eigenschaften erfiillt. Fragen Sie nach, wenn Sie damit
Schwierigkeiten haben sollten, oder Sie nach Abkiirzungen fiir das
formale Argument suchen mochten.

Ist nun f injektiv, so ist ker(f) = {0} und damit die Abbildung

@) g

|_>7

a
b f(b)
wohldefiniert. Das liefert die gewiinschte Einbettung Q — K.
Ist f nicht injektiv, d.h. es gibta # b € Z mit f(a) = f(b), also
f(a—0b) =0= f(0). Dann ist also ker(f) # {0}. Wir wollen zeigen,
dass ker(f) dann aus den Vielfachen einer Primzahl besteht, also

ker(f) =p-Z

Der Kern erfiillt aber die Eigenschaften:

1. a,b € ker(f) = a+Db € ker(f),denn dannist f(a +b) =
f(a)+ f(b)=0+0=0,

2. a € ker(f),n € Z = na € ker(f),denn f(na) = f(n)- f(a) =
f(n)-0=0.



Damit ist aber fiir a,b € ker(f) nach dem euklidischen Algorithmus
auch
ggT(a,b) = na+ mb € ker(f).
Ist also 4 > 0 die kleinste natiirliche Zahl mit a € ker(f) so muss
ker(f) = a-Z sein.
Damit ist die Abbildung

F:Z/aZ — K
[b] — f([0]) == £(b)

ein wohldefinierter Ringhomomorphismus und gerade so gemacht,
dass f injektiv ist, denn

f(b) =0« b € ker(f) = aZ.

Da K nullteilerfrei ist, muss dann aber auch Z /aZ nullteilerfrei
sein und das gilt genau dann wenn a eine Primzahl ist. Das war zu
zeigen. O

Folgerung 24. Ist K ein endlicher Korper9 so ist die Anzahl der Elemente
von K eine Potenz einer Primzahl:

#K = p"
wobei p = char(K) und n € N.

Beweis. Ist K endlich, so ist char(k) = p > 0, da es keine injektive
Abbildung von Z in eine endliche Menge gibt.
Wir haben gerade gezeigt, dass K dann

Z/pZ =F, — K

den Korper F, enthilt. Insbesondere erhilt K damit die Struktur
eines IF,-Vektorraums, der endlich und daher insbesondere end-
lichdimensional ist. Das bedeutet, dass die Wahl einer Basis einen
Isomorphismus

K = ]FZ
von [F,, Vektorraumen definiert und es gilt

a1
#]FZ:#{ : |a; € Fp} = p".

O

Bemerkung. 1. Die Folgerung besagt insbesondere, dass es keinen
Korper mit 10 Elementen gibt.

2. Wir werden spater noch sehen, dass es fiir jede Primzahlpotenz
p" tatsichlich einen Korper IFyn mit p" Elementen gibt und dieser
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist.

Fiir p" = 28 = 256 wird dieser Korper in allen QR-Codes
verwendet. Wenn Sie einen QR-Code scannen, Thr Mobiltelefon
den zugehorigen Link anzeigt, hat dafiir in [Fys¢ gerechnet. Wir
kommen darauf noch zurtick.

ALGEBRA 33

9 ,endlicher Kérper”“=Koérper mit
endlich vielen Elementen
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Kreisteilung

Zum Abschluss des Kapitels zu Konstruktionen mit Zirkel und Li-
neal, mochte ich noch kurz zur Frage kommen, welche regelméifiigen
N-Ecke konstruierbar sind. Ich finde es bemerkenswert, dass diese
mittlerweile vielleicht etwas altmodisch erscheinenden Frage, uns
zuféllig auf sehr interessante mathematische Objekte gefiihrt hat.

In einem regelméfiigen N-Eck ist der Winkel zwischen zwei
Eckpunkten, gemessen am Mittelpunk des N-Ecks gerade

360° _ 27
N N’
Ein regelmifliges N-Eck ist also genau dann konstruierbar, wenn

wir die komplexen Zahl mit Betrag 1 und Winkel ZW” zur x-Achse
konstruieren konnen, also

Die Zahlen
also

sind dann die Eckpunkte eines regelméfSiigen N-Echs, da der Winkel
zwischen zwei aufeinanderfolgenden gerade ZW" ist.

Fazit: Es ist genau dann moglich ein regelméfiiges N-Eck zu
konstruieren, wenn die N-te Einheitswurzel {n = ¢! ¥ konstruierbar
ist.

Wir sollten also zunichst priifen, ob [Q({n) : Q] L 27 cine Potenz
von 2 ist.

Fiir N = 3,4,5,6 hatten Sie schon Konstruktionen gefunden,
hierfiir muss das also stimmen.

SEHEN SIE EIN PoLYNOM in Q[x] das { als Nullstelle besitzt?

Hat IHR PorLyNOM eine Nullstelle in Q?
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Es cIrt {§ = 1 also ist {y ein Nullstelle von p(x) = XN — 1.
Das Polynom erfiillt aber auch p(1) = 0, also kénnen wir (x — 1)
ausklammern:

N1 =x 1N TN 24 x4 1),

Aufgabe 1. Wenn N keine Primzahl ist, konnen Sie weitere Teiler
von xN — 1 finden.

Behauptung 25. Ist p eine Primzahl, so ist das Polynom @ ist der griechische Buchstabe Phi.
Wieso sich dieser fiir Kreisteilungspoly-
xP —1 1 2 nome eingebiirgert hat, weif$ ich nicht
CDP(X) = x—1 U e genau, aber das Symbol ist ein geteilter
Kreis.
irreduzibel und daher das Minimalpolynom von Cp.

Insbesondere gilt dann [Q((p) : Q] = p — 1.

Folgerung 26. Ist p eine Primzahl die nicht von der Form p = 2" +1
ist, so ist es nicht moglich ein regelmifiiges p-Eck mit Zirkel und Lineal zu
konstruieren.

Bemerkung. 1. Wir wissen schon, dass regelméfiige p-Eck fiir die
ersten Primzahlen 2, 3,5 konstruierbar ist, die Folgerung besagt,
dass das fiir 7,11,13, 7,19, 23,29, 31, . .. nicht moglich ist. Fiir
p = 17 = 16 + 1 schliefit die Folgerung nicht aus, dass {17
konstruierbar ist.

2. Die Frage, ob es tatsdchlich moglich ist ein regelméfiiges 17
Eck zu konstruieren, war sehr lange offen. Dazu miissten wir
eV = cos(2Z) + isin(2Z) konstruieren, wofiir es geniigen wiirde
cos(zl—g) durch iteriertes Wurzelziehen zu beschreiben. Es war
eine Uberraschung, als Gauf eine Losung fiir das Problem fand:

2 1
cos(§) == ( 14+ V174 4/2(17 + V17) +2\/17+ VA7 —1/2(17 = V17) —21/2(17 + \/17)).
Ich denke, diese Formel ldsst sich nicht ohne zuséatzliche Einsicht

finden.

Vielleicht fillt Thnen auch auf, dass in der Formel /17 eine

tragende Rolle spielt, genau wie bei Threr Formel fiir cos(%”) vom

1. Ubungsblatt die Zahl v/5 wesentlich war. Das ist kein Zufall.

3. Mit der Galois-Korrespondenz werden wir genau bestimmen
konnen, fiir welche N das regelméfiige N-Eck konstruierbar
ist. Insbesondere geht das fiir alle Primzahlen der Form 2" + 1
und wir bekommen damit auch eine Anleitung, wie wir eine
Konstruktion fiir gegebenes p = 2" 4-1 finden konnten.

Lassen Sie uns das allgemeine Resultat zunédchst an einem Beispiel

ausprobieren, das Sie schon kennen. Wieso ist
>—1
3;71 P x+1

in Q[x] irreduzibel? Und konnen wir dazu ein Argument finden, das
eine Chance hat, fiir alle p zu funktionieren?
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Ein Trick ist, auf der linken Seite zu sagen: Ich teile eigentlich
lieber durch x als x — 1 und p(x). Setzen wir x = y+ 1, alsoy =
x — 1, dann wird

(y+1° -1 _ > +5y* +10y° +10y* + 5y +1 -1

y y
= y* +5y° + 10y + 10y + 5.

P(y) =

Von diesem komplizierteren Polynom ist es leicht zu sehen, dass es
irreduzibel ist, wenn Sie sich an das Ubungsblatt erinnern, auf dem
Sie gezeigt haben:

Lemma 27. (Lemma von Gaufi) Ist f(x) € Z[x] ein primitives Polynom
so ist f(x) genau dann irreduzibel in Q[x]| wenn es in Z|x] irreduzibel ist.

WARUM HILFT DAS WEITER? Nun, angenommen
=y* + 547 + 104> + 10y +5 = a(y) - b(y)

wobei a(x) = Ya;x',b(x) = Lbx/ € Z[x]. Rechnen wir dann
modulo 5, dann ist

[a(y)] - [b(y)] = y* € Fs[x]

Das bedeutet aber, dass

[a(y)] = %, [b(y)] =y € Fs[y.

Also ist [ag] = [bg] = 0 € Fs, d.h. ag, by sind beide durch 5 teilbar.
Das kann nicht sein, denn agby = 5.

Lemma 28 (Eisensteinkriterium). Ist f(x) = ayx™ +a, 1x" 1 +--- +
ag € Z[x] ein primitives Polynom und p eine Primzahl so dass

1. Ay_1,...,40 durch p teilbar sind, aber
2. ag nicht durch p? teilbar ist.
Dann ist p(x) in Q[x] irreduzibel.

Beweis. Das Argument des Beispiels funktioniert allgemein: Wegen
des Lemmas von Gaufs gentigt es zu zeigen, dass es keine nicht-
konstanten Polynome b(x) = by x™ + - - - 4 byx + by, c(x) = cox’ +
-4 c1x +¢o € Z[x] gibt mit f(x) = b(x)c(x).

Angenommen wir hétten eine solche Faktorisierung, dann wiirde
fiir die Restklassen b(x),c(x), f(x) € F,[x] der Polynome modulo p
gelten, dass

b(x)e(x) = f(x) = [an]x"

mit a, # 0 weil f primitiv war. Da die einzigen Teiler des Po-
lynoms x" die Polynome der Form x™ sind'°, folgt dass b(x) =
[b]x™,¢(x) = [c/]x’ mit £ 4+ m = n. Insbesondere ist [by] = [co] =
0 € FFp. Dann ist aber bocg = ag durch pz teilbar, was im Wider-
spruch zur Annahme steht. O

primitiv=ggT(Koeffizienten)=1.

° Ist IThnen das klar?
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Damit kénnen wir den Beweis fiir die Irreduzibilitit von ®5(x) =
|
x—1

fur jede Primzahl wiederverwenden.

Beweis der Behauptung zum Minimalpolynom von {,. Es gentigt zu
zeigen, dass

k

irreduzibel ist. Fiir die Binomialkoeffizienten kennen wir aber die

(k) = =

in denen der Nenner durch p teilbar ist, aber der Zahler fiir 1 <k <

Formel

p nicht. Also erfiillt f die Voraussetzung des Eisensteinkriteriums
und ist darum irreduzibel. O

Bemerkung (Forbenius-Homomorphismus). Die Beobachtung, dass

die Binomialkoeffizienten (}) = ﬁlk)' furl <k < p-—1durchp

teilbar sind, bedeutet, dass diese in jedem Korper der Charakteristik
p gleich 0 sind, denn dann gilt [p] = 0. Die allgemeine binomische
Formel

p

et =1 ()
=0 \k

=x¥ + pxP 1y + (P i 2) R e (Z) XPyP =2+ pxyP T yP

vereinfacht sich also in Kérpern der Charakteristik p > 0 zur
skandaltsen Formel

(x +y)? = xP +yP € K[x] wenn char(K) = p.
Das bedeutet, dass die Abbildung

Frob,: K — K
a — Froby(a) := a”

ein Korperhomomorphismus ist, denn
1P =1,(a+b)P =a? +-bP,(a-b)P =aP - bP.
Insbesondere gilt in IF,, dass
al =a

ftr alle a, denn fiir Z/ pZ ist jeder Kérperhomomorphismus
F:Z/pZ — Z/pZ eindeutig durch F(1) = 1 bestimmt.
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Nachtrag: Eindeutigkeit der Primfaktorzerlequng (Z,K|x],...)

Wir haben gerade verwendet, dass die einzigen Teiler von x" im
Polynomring K[x] die Polynome der Form ¢ - x™ mitm < n,c €
K~ {0} sind. Wahrscheinlich konnten Sie sich das selbst tiberlegen.
Das ist aber auch eine Gelegenheit, um uns zu tiberlegen, warum
es sowohl in den ganzen Zahlen Z als auch dem Polynomring K]x]
eine eindeutige Zerlegung in Primfaktoren gibt.

Lassen Sie uns zunichst versuchen, zu formulieren, was wir damit
meinen. In Z sind Primzahlen p durch £1, +p teilbar, die Zahl —p
ist also genauso wenig faktorisierbar wie p = (—1) - (—p) und
Polynomen konnen wir immer durch Elemente in K \ 0 teilen. Kurz,
Faktorisierungen f = a - b werden immer nur bis auf Elemente
eindeutig sein, durch die wir teilen konnen. Darum fithren wir die
folgenden Sprechweisen ein.

Definition. 1. Die Einheiten R* in einem Ring R ist die Teilmenge
der Elemente, die ein multiplikatives inverses besitzen:

R*:={reR|FIrteRsdr-rl=1}.

2. Ein Element r € R\ {0} eines nullteilerfreien Rings R heifit
irreduzibel wenn r keine Einheit ist und aus r = a - b in R folgt,
dass entweder a oder b eine Einheit ist.

Beispiel 29. 1. Die Einheiten in Z sind Z* = {+£1}, in einem
Korper K ist K* = K\ {0} und die Einheiten in K[x] sind K*, d.h.
die konstanten Polynome # 0.

2. Esist nicht immer ganz offensichtlich, welche Elemente eines
Rings multiplikative Inverse besitzen und welche nicht. Zum
Beispiel ist™"

Z[i]" = {%1, £i},

aber in Z[ﬁ] ist v/2 keine Einheit, dafiir gilt aber
(1+vV2)1-V2)=1-2=-1

also (1+ \@)’1 =—(1- \@) Darum ist (14 \/E) in Z[\/E] eine
Einheit und damit auch alle Potenzen (1 + /2)". Die sind alle
verschieden, weil |1+ /2| > 1.

Was soLL ,jedes Element besitzt eine eindeutige Primfaktorzerle-
gung” bedeuten? In Z konnen wir jedes Element schreiben als

n = (j:]_) . pl ..... pm

Definition. Ein nullteilerfreier Ring R besitzt eindeutige Primfaktor-
zerlegungen wenn fiir jedes Element r € R\ {0} gilt:

1. r lasst sich als Produkt

schreiben, wobei p1, ..., pm € R irreduzible Elemente und ¢ € R*
sind und

" Das ist eine Knobelaufgabe fiir Sie.
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2. diese Schreibweise eindeutig bis auf Permutation der p; und
Multiplikation mit Einheiten ist.
Solche Ringe heiflen faktoriell. Auf englisch ist die Bezeichung UFD

fiir ,,unique factoization domain”

Behauptung 30 (Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung). Die Ringe tiblich.
der ganzen Zahlen Z und Polynomringe K[x| mit Koeffizienten in einem
Korper sind faktoriell.
Auflerdem gilt: Ist R faktoriell, so auch der Polynomring R|[x] mit
Koeffizienten in R.

Bemerkung. Die Implikation (R faktoriell)=- (R[x] faktoriell)
zeigt, dass auch in Z[x], in Polynomringen in mehreren Variablen
K[x1,...,x4] und auch in Z]xy, ..., x,] eindeutige Primfaktorzerle-
gungen gibt.

Fiir mehrere Variablen ist das nicht so offensichtlich, zum Beispiel
sehen Sie vielleicht schon iir (a + b)(c +d) = ac + bd + ad + bc
nicht gleich, dass Sie nicht auch andere lineare Terme ausklammern
konnen.

Beweis fiir ganze Zahlen und Polynomringe. Ist R einer der Ringe Z
oder K[x], so kdnnen wir die Existenz von Faktorisierungen mit
Induktion (entweder tiber |r| fiir R = Z oder Grad(r) fiir R = K[x])
zeigen:

Ist a € R* eine Einheit, so ist nichts zu zeigen. (Das zeigt auch den
Induktionsanfang |r| = 1, bzw. Grad(r) = 0.)

Ist ¥ € R\ {0}, so ist entweder r irreduzibel, oder wir kénnen r
schreiben als r = a- b mit a,b € R ~ R*.

Dann giltim Fall R = Z dass 1 < |a| < |rjund 1 < |b] < |r|
und im Fall R = K[x] gilt Grad(a) < Grad(r),Grad(b) < Grad(r).
Also besitzen a, b nach Induktionsvoraussetzung Faktorisierungen
in irreduzible Elemente.

Die Eindeutigkeit folgt ebenso mit Induktion (diesmal tiber die
Lange m einer Faktorisierung r =¢e-py----- pm) aus der Aussage:

Fiir die Ringe Z, K[x] gilt: Ist p € R irreduzibel und teilt p ein
Produkt a - b in R, so teilt p einen der Faktoren.

Das gilt, da aus der Voraussetzung p|a - b im Quotienten R/ (p)
die Gleichung 0 = [a] - [b] wird. Da wir sowohl fiir Primzahlen
als auch fiir irreduzible Polynome gesehen haben, dass R/ (p) ein
Korper ist, folgt daraus [a] = 0 oder [b] = 0. Also ist a2 oder b durch
p teilbar.

Haben wir also zwei Faktorisierungen

e-pr---- pm=¢ -q - 0
so teilt p,; die rechte Seite, also auch einen der Faktoren g;, d.h.
qi = €"pn.

Dann kénnen wir aber beide Seiten durch pj, teilen und erhalten
zwei kiirzere, gleiche Zerlegungen, die nach Induktion bis auf
Reihenfolge und Einheiten iibereinstimmen. O

UM zu ZEIGEN, dass fiir jeden faktoriellen Ring R auch der Poly-
nomring R|x] faktoriell ist, konnen wir das Argument, dass Sie auf
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dem Ubungsblatt genutzt haben, um zu zeigen, dass fiir primitive
Polynome p(x) € Z|x] alle Teiler Q[x] schon Teiler in Z x| definieren
wiederverwenden. Dort war die Strategie:

1. Das Produkt primitiver Polynome ist wieder primitiv. (Argument:
sonst hitte Z/pZ[x] Nullteiler).

2. Ist p(x) = a(x)b(x) eine Zerlegung in Q, dann konnen wir beide
Seiten mit dem Hauptnenner der rechten Seite multiplizieren,
um eine Zerlegung von Np(x) in Z in primitive Polynome zu
erhalten, wegen 1. muss dann N = 1 gelten.

Das Argument funktioniert in faktoriellen Ringen genauso, weil
wir dort auf Grund der eindeutigen Primfaktorzerlegung wieder
von primitiven Polynomen sprechen kénnen und jedes Polynom
p(x) € Q(R)[x] mit einer bis auf Einheiten eindeutigen Zahl ¢ € Q
multiplizieren konnen, so dass ¢ - p(x) € R[x] primitiv ist.

Lassen Sie uns einmal tiben, diese informelle Beobachtung zu
formalisieren:

Definition. Sei R ein faktorieller Ring. Ein Polynom p(x) = a,x" +
-+ +mx +ap € Rlx] heilt primitiv wenn es kein irreduzibles
Element p € R gibt, das alle a; teilt.

Notation 31. In einem Ring R schreiben wir p|a fiir p teilt a, d.h.
p,a € Rund es gibt ein Element c € Rmita=p-c.

Damit konnen wir den ersten Schritt unseres Arguments fiir
faktorielle Ringe formulieren:

Lemma 32. Ist R ein faktorieller Ring und sind a(x),b(x) € Rlx]
primitive Polynome, so ist auch das Produkt a(x) - b(x) primitiv.

Beweis. Angenommen a(x) - b(x) ist nicht primitiv, dann gibt es ein
irreduzibles Element p € R, das alle Koeffizienten des Polynoms teilt,
d.h. die Restklasse des Polynoms in R/pR|[x| verschwindet:

Der Ring R/pR ist aber nach dem Ubungsblatt 4 nullteilerfrei, denn
in faktoriellen Ringen gilt wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung in
irreduzible Elemente, dass

(p|c-d) = (ple oder pld).

Also ist auch R/pR[x] nullteilerfrei (denn der fithrende Koeffizient
eines Produktes von Polynomen ist das Produkt der fithrenden
Koeffizienten der Polynome). Dann muss aber [a(x)] = 0 oder
[b(x)] = 0 gelten, was im Widerspruch zur Annahme, dass a(x), b(x)
primitiv waren steht. O

UM pAs ARGUMENT, dass wir aus Zerlegungen in Q|x] auch
Zerlegungen in Z[x| bekommen zu tibertragen, miissen wir nur
,Hauptnenner” tibersetzen:



Lemma 33. Ist R ein faktorieller Ring, so lisst sich jedes Element a €
Q(R) in der Form

:
a=e]]p"
i=1

schreiben, wobei € € R*, py,. .., pr paarweise teilerfremde irreduzible
Elemente von R und n; € Z ~ {0} sind.

Diese Zerlegung ist bis auf Reihenfolge und Multiplikation mit Skalaren
eindeutig.

Beweis. Da wir nach Konstruktion jedes Elementa € Q(R) im
Quotientenkorper in der Form g mitb,d € R,d # 0 schreiben
konnen und b, d eine Zerlegung in irreduzible Elemente besitzen,
folgt die Existenz einer Zerlegung von a.

Die Eindeutigkeit folgt auch aus der Eindeutigkeit in R, da wir fiir
zwei Zerlegungen

r k
e[lr=€11q/"
i=1 j=1

die Gleichung mit den Termen mit negativen Exponenten multipli-
zieren konnen und damit zwei Zerlegungen in R erhalten. O

Damit kénnen wir nun zeigen, dass fiir einen faktoriellen Ring R
der Polynomring R[x] wieder faktoriell ist.

Beweis (Polynomring wieder faktoriell). Ist R faktoriell und a(x) €
R[x] € Q(R)[x] ein Polynom. Da Polynomringe tiber Kérpern
faktoriell sind, kénnen wir a(x) in Q(R)[x] in irreduzible Polynome
faktorisieren.

a(x) = cﬁqxx) € Q(R)[x].

Fiir jedes der Polynome ¢;(x) existiert ein ¢; € Q(R), so dass
ciqi(x) € R[x] primitiv ist.*® Ersetzen wir g; durch ¢;q;(x) und ¢
durch ¢/ []¢;, so erhalten wir also

a(x) = cﬁqi<x> € QR)[x]

mit primitiven Polynomen g;(x), die sogar in Q(R)[x] irreduzibel
sind, also erst recht in R[x].

Schreiben wir nun ¢ = e[]/_ j p;j als Produkt von irreduziblen
Elementen in R und multiplizieren die Gleichung mit dem Nenner
N von ¢ erhalten wir

n

Na(x) = (eN)] [ 4:(x):

i=1

Da N keinen der Faktoren von cN teilt, muss N alle Koeffizienten
von [T ; g;(x) teilen, aber dieses Produkt ist nach unserem Lemma
wieder primitiv. Also ist N = 1 und wir haben

a(x) = e Tp TTai®)
=1 " =1
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> In der Vorlesung haben wir diese
Behauptung auf Ihren Wunsch hin noch
einmal genauer ausgearbeitet.
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als Produkt von irreduziblen Elementen geschrieben.

Die Eindeutigkeitsaussage folgt, da die Zerlegung in irreduzible
Elemente in Q(R)[x] und R jeweils eindeutig bis auf Reihenfolge
und Multiplikation mit Einheiten ist. O

Beispiel 34. Die Aussage, dass K|[x] fiir jeden Korper faktoriell ist,
konnen wir auf interessante Weise verwenden, um zu zeigen, dass
ein Polynom in Z[x] und damit wegen des Lemmas zu primiti-
ven Polynomen auch in Q[x] irreduzibel ist. Zum Beispiel ist das
(primitive) Polynom

p(x) = x° +x* — x +4,
in Z[x] und damit auch in Q[x] irreduzibel, denn:

1. modulo 2, also in Fp[x] ist
O —xt4=x"+x>—x=(+x-1)x

und die Faktoren (x* + x — 1) und x sind irreduzibel, denn

(x* + x — 1) ist nicht durch ein lineares Polynom teilbar, da es in
IF, keine Nullstelle hat und das einzige irreduzible Polynom vom
Grad 2 in Fp[x] ist x2 + x + 1, aber (x> + x + 1) = x* + 22 + 1 #
(x* + x — 1) € FF,[x], also ist der Ausdruck auch nicht durch
Polynome vom Grad 2 teilbar.

2. modulo 3, also in F3[x] ist
Ot —x+1= 2+ —x41).

Von beiden Faktoren haben Sie sich schon tiberlegt, dass diese
in IF3[x] irreduzibel sind, da die Elemente von FF3, also 0,1, —1
jeweils keine Nullstellen sind.

Wire p(x) = a(x)b(x) eine Faktorisierung in Z[x] so miissten die
Faktoren modulo 2 also Grad 1 und 4 haben, modulo 3 die Grade
2,3 und auBerdem muss Grad(a) + Grad(b) = 5 gelten. Das ist nicht
moglich.

Damit mochte ich den Abschnitt tiber konstruierbare Zahlen
zundchst beenden, auf einige der Fragen kommen wir spater noch
einmal zurtick.

Riickblick: Welche allgemeinen Konzepte haben wir kennen gelernt?

Anlésslich der klassischen Fragen haben wir in diesem Kapitel eine
Reihe von Begriffen und allgemeinen Resultaten kennengelernt:

1. Korpererweiterungen

¢ Grad einer Erweiterung: [L : K] = dimg L.
e Multiplikativitit der Dimension [K; : K1][Kj : Kp] = [K : Ko].

¢ Charakteristik eines Korpers.
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¢ Endliche Korper haben p" Elemente.
¢ Elemente hinzufiigen (=adjungieren) K(«).

e Formales Hinzuftigen von Nullstellen als Quotienten:
K[x]/(p(x))

¢ Algebraische und transzendente Elemente.

¢ Minimalpolynome.
. Koérperhomomorphismen:

¢ sind automatisch injektiv.

e Korperhomomorphismen K[x]/p(x) — L entsprechen Null-
stellen von pin L D K.

* Frobenius-Homomorphismus falls char(K) = p > 0.

. Nullteilerfreie Ringe, Korper der rationalen Funktionen K(x) und
Quotientenkdrper Q(R) von nullteilerfreien Ringen R.

. Irreduzibilitdt von Polynomen:

e GauB-Lemma: Irreduzibilitdt in Q[x] und Z]x].
* Eisensteinkriterium.
* Beispiel: Einheitswurzeln und Kreisteilungskorper Q({n).

* Faktorielle Ringe/Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in
Z,K|x].

R faktoriell = R[x] faktoriell. (Argument: Schreibe Beweis des
Gauf-Lemmas fiir R statt Z und Q(R) statt Q ab.)






Von kubischen Gleichungen zur Galoiskorrespondenz

Unser ndchstes Ziel ist, zu verstehen, wie wir Losungsformeln fiir die
Nullstellen von Polynomen p(x) = x" +a,_1x" 1 +--- +a;x +ag
finden konnen und warum die Symmetrien der Nullstellen einerseits
fiir Polynome vom Grad < 4 eine systematische Methode liefern,
wie wir Formeln finden kdnnen und andererseits fiir Grad > 5 ein
Hindernis dafiir erklaren.

Beispiele: Grad 2 und 3

Quadratische Gleichungen

Lassen Sie uns einfach anfangen. Sie kennen vielleicht mehrere
Methoden eine quadratische Gleichung

fx)=x*+px+qg=0

zu losen. In der Vorlesung haben wir die folgenden Moglichkeiten
gesammelt:

p,q-FORMEL = QUADRATISCHE ERGANZUNG: Die binomische
Formel
(x +a)* = x® + 2ax 4 a®

erklart uns, dass wir Gleichungen der Form x2 + 2ax + a? = b durch

Wurzelziehen als x = ﬂ:\@ — a 18sen konnen. Also ist Bei den Umformungen verwenden
’ wir, dass 2 # 0 € K, d.h. die Rechung
X+ px+qg= 0 = funktioniert nur in Kérpern der
Charakteristik # 2
2 P P\2 P\2
X H+2-x+(5) =(5) —
Per =y
2
P P
X =44/ —qg—-=.
1/2 1 172

DER SATZ vON VIETA Sind umgekehrt xq, xp die Nullstellen von
p(x) = x> + px +¢q, so ist p(x) = (x — x1)(x — x2) weil wir Nullstel-
len ausklammern konnen. Die Gleichung
f(x) = (x —x1)(x — x2) = x* — (x1 4+ x2)x + x1%2
=x>+ px—+gq

besagt also

Xy +Xx2=—p

X1Xx2 = q.

Wir kénnen also auch versuchen, dieses Gleichungssystem zu l6sen.
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2 _ ¢ = 0 Statt das Problem auf die binomi-

sche Formel zuriickzufiihren, konnten wir auch den linearen Term

der Gleichung entfernen, indem wir x =y — & einsetzen:

ZURUCKFUHREN AUF X

_Py_ 2 Py _P
fy=5)=y —py+(3)"+py—p5+q
2

—2_F
=Yy 4+q.

Davon sind die Losungen yq /o = £/ %2 — g, das liefert wieder die
p,q-Formel fir xq /.

DER TERM IN DER WURZEL p? — 44 hat im in Termen der Nullstellen
eine einfache Bedeutung: Schreiben wir p = —(x1 + x2),4 = x1x2 0O
ist
p? —4q = (x1 + x2)* — 4x1x2

= x% + 2x1x2 + x% —4xyx;

= (v —x2)%.
Der Ausdruck (x1 — x)? heiflt Diskriminante und entscheidet tiber
jedem Korper, ob f(x) eine doppelte Nullstelle hat, in den reellen

Zahlen entscheidet das Vorzeichen des Ausdrucks zudem, ob die
Nullstellen reell oder komplex sind.

Kubische Gleichungen
Fiir kubische Gleichungen
fx)=x+ax’ +bx+c

haben die Ansétze, die wir fiir quadratische Gleichungen verwendet
haben nur teilweise Erfolg.

KuBiscHE ERGANZUNG ist nicht immer moglich, denn
(x +d)® = x® +3dx? 4 3d%x + d°

und wir konnen zwar mit d = § den ersten Term in die gewiinschte
Form bringen, aber das fiithrt dann nur zum Ziel, wenn zufillig
b=3d2 =% gilt.

DER SaTz vON VIETA fiir Gleichungen 3. Grades ergibt

(x —x1)(x — x2) (x — x3) = &> — (x1 4+ x2 4 x3)x% + (x1%2 + ¥1X3 4+ Xpx3)x — (X%2X3)

=x+ax’ +bx+c
also das Gleichungssystem

X1+ X2+ X3 =—a
X1Xp + X1X3 + xox3 = b

X1X2X3 = —C.



MIT EINER SUBSTITUTION konnen wir immerhin der quadratischen
Term entfernen: Setzen wir x = y — 5 so erhalten wir

2_o4, " _p?
+a(y 23y+9)+by b3+c
2 3
_ 3.1 20> ab

=y +py+q.

Vergleichen wir das mit dem Satz von Vieta, gilt fiir diese Gleichung,
dass die Summe der Nullstellen = 0 ist, wir hatten x = y — § gerade
um den Schwerpunkt der Nullstellen verschoben.

Was NuN? Wenn wir eine Losungsformel suchen, wollen wir die
Nullstellen x1, x2, x3 in Termen der Koeffizienten des Polynoms und
v ausdriicken. Die Koeffizienten sind bis auf Vorzeichen
gerade

S1 =Xx1+x2+ X3
Sp = X1Xp + X1X3 + XpX3

S3 = X1X2X3.

Bei Bedarf konnten wir annehmen, das s; = 0 ist.
Das Problem konnte ich also als Erweiterungsproblem fiir die
Ringe

Cl[s1, 52, 53] = C[xy, x2, x3]
51— X1+ X2+ X3
Sp > X1X2 + X1X3 + X2X3

S3 — X1X2X3

auffassen, d.h., wie bei Korpererweiterungen wiirde ich gerne zu
C[sl, Sp, 53] Wurzeln und 3-te Wurzeln hinzufiigen, so dass ich am
Ende eine Beschreibung von C|xq, x2, x3] erhalte.

Sie Ausdrticke fiir 51, s, 53 sind hierbei symmetrisch in den x;, d.h.
die Ausdriicke dndern sich nicht, wenn wir die Indizes vertauschen:

si(xg(l),xo(z),x(,@)) = sl-(xl, X2, X3> fir alle o € Ss.

D1E ERSTE FRAGE welche Wurzeln wir hinzuftigen konnen ist dann:
Sehe ich einen Ausdruck p(x1, ¥, x3) in den x;, so dass p(x1, x2, x3)2
als Polynom in den s; geschrieben werden kann, aber p(x1, x2, x3)
nicht? Kandidaten daftir wéren Ausdriicke p, die nicht symmetrisch
sind, fiir die aber das Quadrat p?> symmetrisch ist.

Fiir quadratische Polynome mussten wir nur die Wurzel aus der
Diskriminante

(x1—x2) = \/(xl—xz)zz \/P2—4‘1

hinzuftigen.
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Wobei wir noch nachpriifen sollten,
dass die Abbildung injektiv ist. Dar-
iiber denken wir spéter nach.
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Das Analogon der Diskriminante fiir kubische Polynome wire
vielleicht

(%1 — xz)z(xl - x3)2(x2 - x3)2
denn dieser Ausdruck entscheidet sicher wieder, ob ein Polynom
eine doppelte Nullstelle hat. Aulerdem gilt fiir die Wurzel

d = (x1 —x2)(x1 — x3) (%2 — x3),

dass sich der Ausdruck beim Vertauschen zweier Variablen gerade . .
Probieren Sie das aus: Welche Terme

um ein Vorzeichen andert. Es gilt also fiir alle Permutationen ¢ € Sa: andern das Vorzeichen wenn Sie 1 < 2
vertauschen, bzw 1 <+ 3,2¢+ 3?

(Xo(1) = Xo(2)) (Yo (1) = Xo(3)) (X0 (2) — Xo(3)) = sign(o) (x1 — x2) (x1 — x3) (X2 — x3).

Insbesondere ist das Quadrat dieses Ausdrucks invariant.

Um zu sehen, ob wir D = (x1 — x2)%(x; — x3)%(x2 — x3)? in den
51, 52,53 ausdriicken konnen, haben wir den Computer, genauer Sage
zur Hilfe genommen, damit wir das nicht per Hand ausmultiplizie-
ren miissen.

Das lieferte:

expand (D) = xx3 —2x3x3 +x3x5 + - - .
Um einen Ausdruck in den s; zu finden, in dem x%x% vorkommt,

haben Sie mir s3s2 vorgeschlagen (s3 kann nicht dabei sein, denn

das enthilt x3 und in Potenzen von s, kommt nur (x;x;)" also nur

- 4.2 _ 2 25 22
gleiche Exponenten vor, da x{x5 = x7(x1x2)* liegt es nahe, sis5

auszuprobieren).
Damit hatten wir ausprobiert:

expand (D — s7s3) = —4xjxpx3 —4x3x3 + - - - .

Sie schlugen als néchsten Versuch vor 45%’53 zu subtrahieren, da
dieser Ausdruck den Term 4x7x,x3 = 4x3(x1x2x3) enthalt.
Nach einigen Schritten fanden Sie so:

D = s3s3 — 4s3s3 — 4s5 + 18515283 — 2753
Ist s; = 0 vereinfacht sich das zum freundlicheren Term
D = —4s3 — 2753
Fiir f(x) = x3 + px + q ist die Diskriminante also
—(4p® +274%).
DAMIT HABEN WIR eine erste Erweiterung

=

C[Sl/SZIS:’)} - C[51152/ 53](d) g C[xll X2, x3]
——— —_— -

~—
Elemente invariant unter Elemente noch invariant unter
Vertauschung der x; zyklischer Vertauschung
gefunden.

Der Ausdruck d = (x1 — x2)(x1 — x3)(x2 — x3) ist noch unter der
zyklischen Vertauschung 1 — 2 — 3 — 1, also ¢ = (337) invariant, da
sign(c) = 1 ist.
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Wir suchen noch eine 3. Wurzel also einen Term F, fiir den
F3 € C[s1,52,53)(d) liegt. Dann muss insbesondere F* wieder unter
o invariant sein. Praktisch wére dazu ein Term fiir den

F(xp,x3,%1) = {5 F(x1, %2, %3)

i
gilt, wobei {3 = e eine 3-te Einheitswurzel und damit gg =1 ist.

So EIN TERM lédsst sich leicht raten:
s1(x1,x2,%3) == x1 + {322 + {373
erfiillt zum Beispiel

sh(x2,x3,x1) = X2 + {3%3 + {31
=31 (x1 + {ax2 + C3x3)

= {5 18] (x1, %2, x3).

Und &dhnlich erfullt
s (x1,x2,x3) 1= x1 + {3%2 + {33,

dass
Slll(le X3, xl) = §3slll(xl/ X2, X3).

Bemerkung. Wenn Sie sich daran erinnern, dass 1+ {3 + {3 = 0 gilt,
dann kénnen wir aus den Werten

s1(x1,Xx2,X3) = X1 + X2 + X3

2
s1(x1, %2, x3) = x1 + (3% + {5%3
st (x1,x2,x3) = x1 + €§x2 + (3x3

die Nullstellen x1, x, x3 sofort ausrechnen, zum Beispiel ist die
Summe dieser Zahlen dann 3x7, bzw.

1
X1 = g(sl + 81 +s7)
_ 1 2./ "
Xy = 5(51 + ¢381 + (387)
1
X3 = 5(51 +7s) + 3s1).

Haben wir unser Polynom zuvor in die vereinfachte Form f(x) =
x3 + px + q gebracht, fallen auferdem die Terme mit s; = 0 weg.

SIE SOLLTEN SELBST einmal, zum Beispiel mit Sage versuchen, fiir
R o 2 3
(x1,x2,x3) := (x1 + {3x2 + {3%3)

einen Ausdruck in s,$,53,d = (x1 — x2)(x1 — x3)(x2 — x3) Zu
finden. Damit haben Sie dann

s1(x1,x2,x3) = {/R(x1, x2, x3)

ALGEBRA 49
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geschrieben und da s aus s} dadurch entsteht, dass wir x, und x3
vertauschen, erhalten wir damit sofort auch einen Ausdruck fiir s’l/
indem wir in der Formel d durch —d ersetzen.

Wenn Sie das geschafft haben und s; = 0 einsetzen, finden
Sie Cardanos Formeln fiir die Losungen von f(x) = x>+ px + ¢,
namlich:

31 4p3 31 4p3

Y Y e S S—gr]a2 4 2P
_€2\3/1(_ + 2+4ps)+€§/1(_ 2+4L3)
2=\ AT\ T g ) T\ ST T g
51 L, AP a1 L 4p
x3 =103 5(“1"‘ q +ﬁ)+§3 5(—‘1— q +f)-

Hierbei miissen Sie aufpassen, dass die beiden dritten Wurzeln - also

die Ausdriicke fiir s}, s5 — nicht unabhéingig voneinander gewéhlt
werden konnen, denn s} - s{ ist invariant unter Permutationen,
genauer ist

st s = (x1 + Caxa + 03x3) (x1 + G322 + {3x3)
=X+ 55+ 25+ ((+ ) (Y xix))
~—

~— i<j

= 57 — 3sy.

Weil wir sy = 0 angenommen hatten, ergibt sich fiir die dritten
Wurzeln, dass das Produkt —% sein.

Aufgabe. Bitte machen Sie einmal die Probe und rechnen nach, dass
die Ausdriicke dann tatsichlich die Gleichung x? + px; +¢q = 0
erfiillen. Diese Rechnung ist {iberraschend kurz moglich, versuchen
Sie es!

Damit haben wir auf recht systematische Weise eine Losungs-
formel fiir kubische Gleichungen gefunden. Es gibt dafiir kiirzere
Herleitungen, die dann aber Tricks verwenden. Die systematische
Herangehensweise gefillt mir besser, weil ich mir das Prinzip einer-
seits gut merken kann und damit weif3, dass ich mir die Formeln
notfalls herleiten kann und andererseits haben wir damit auch ein
Grundprinzip gefunden, dass wir auch fiir Gleichungen héheren
Grades ausprobieren konnen. Im néchsten Abschnitt werden wir
sehen, was davon allgemein funktioniert und wieso die Struktur der
Permutationsgruppe S, fiir n > 4 ein Hindernis dafiir liefert, eine
allgemeine Losungsformel in Termen von Wurzeln zu finden.

Die allgemeine Gleichung und symmetrische Polynome

Fiir Polynome

f(x) =x"+ax" P+ fa, qx+ay
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vom Grad n kénnen wir die Vieta-Berechnung genau wie fiir n = 2,3
durchfiihren: Multiplizieren wir

(x —x1)(x —x2) - -+ (x — xp)

aus, so ist der Koeffizient von x"~/ genau die Summe aus allen
Moglichkeiten in n — j-Faktoren den Summanden x und in allen

anderen den Summanden x; auszuwdihlen, d.h.: Wenn Sie noch iiben méchten, Formeln

zu lesen und Induktionsbeweise
n

; s aufzuschreiben, konnen Sie diese
(x - X1)(X - x2) o (x - xﬂ) - Z ((_1)] Z sz’) X" Formel noch einmal mit Induktion
j=0 Ie{t..ny iel beweisen.

#l=j

:];) ((—1)f Y xilxiz...xi].)x”_f.

l§i1<i2<---<i]-§n

Notation 35 (Elementarsymmetrische Polynome). Die Koeffizienten

sj(x1,..., ) == ' ) Xiy Xiy - - - Xi,
1<iy<ip<--+<ij<n

= ) I~

1€{1,..n} i€l
#I=j

fir 1 < j < nin der obigen Formel heifSen elementarsymmetrische
Polynome.

Beispiel 36. Fiir j = 1 finden wir wieder
S1(X1,..., Xn) = X1+ + Xp,

furj=mn
Su(X1, ..., %) = X1+ Xp.

Fiir j = 2 sind wir

$2(X1, ..o, Xn) = 2 XiXj
1<i<j<n

im Fall n = 3 schon begegnet.

Definition. Ist R ein Ring, so heif$t ein Polynom f(x1,...,x,) €

R[x1,...,xn] symmetrisch wenn fiir alle Permutationen o € S, gilt, Erinnerung;

dass Sp={o: {1,...,n} — {1,...,n} | o bijektiv}
Fxoyse oo s Xomy) = f(x1,- ., Xn).

Wir bezeichnen die Menge der symmetrischen Polynome mit
R[x1,...,xq)°" := {f € R[x1,..., %] | f symmetrisch}.
Bemerkung. 1. Rxq,...,x,]% C R[xy,...,x,] ist ein Unterring.

2. Die elmentarsymmetrischen Polynome sind symmetrisch, da
as Polynom (x — x1)(x — x2) -+ - (x — x,) € R[x][x1,...,xn]
symmetrisch ist.

3. Fiir jedes k € N ist die Summe der k-ten Potenzen
Pk(x1,...,xn) = x71‘+x§+ - +xﬁ

symmetrisch.
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FUR DIE DISKRIMINANTE hatten wir einen Ausdruck in Termen
der symmetrischen Polynome gefunden, indem wir systematisch
die , hochste x1-Potenz” entfernt haben. Lassen Sie uns das zur
Erinnerung an einem einfachen Beispiel ausprobieren. Das Polynom

P2(x1,...,xn):x%+x%+...+x%

ist symmetrisch, Terme mit x% konnen wir nur mit S% =(x+---+
x7)? erhalten und es ist

(14 +x)? =xp+- x5 +2) X
i<j

Also ist
x%+x§+o~+x%:s%—252.

Das funktioniert allgemein:

Satz 37 (Satz tiber symmetrische Polynome). Ist R ein Korper oder

R = Z so lisst sich jedes symmetrische Polynom Wenn Sie den Beweis ganz genau
anschauen, werden Sie sehen, dass das
P(xlr .., xn) c R[xl/ e, xn]sn Resultat fiir jeden kommutativen Ring

mit 1 stimmt.

eindeutig als Polynom in den sj(x1,...,xy) schreiben, d.h. die Abbildung

R[s1,...,5n] — R[xl,...,xn}s"
q(s1,---,5n) — q(s1(x1, .., xn), .., sn(X1, ..., X))

ist ein Isomorphismus.

UM UNSERE VERFAHREN aus den Beispielen allgemein zu formu-
lieren, sollten wir zundchst erkldaren, was wir mit ,grofstem Term”
genau meinen.

ZUR VEREINFACHUNG kiirzen wir die Schreibweise fiir die Terme
von Polynomen ab indem wir fir d = (dy,...,d,) € INjj

n
lﬂ = x?l s xﬁn — Hx;ii
i=1

definieren. o ) )
Nennen wir die Variablen a, b, ¢ so ist

Definition (Lexikographische Ordnung). Sind d, e € INjj so schreiben das die (gr‘zinung' die im Lexikon ftir
. Worter a’b“c = aaabbc verwendet wird.
wir

ld >lex X6
wenn dq > e oder (d; = ey aber d, > ep) oder (d1 = eq,dp = ey aber
ds > e3) oder ..., d.h. wenn es ein j > 1 gibt so dass
dj > ¢ und
d; =¢; fur alle i < j.

Bemerkung. 1. Die obige Bedingung kénnen wir dquivalent so
formulieren: Es gibt ein j > 1, so dass

d1+"'+dj>el+"'+ej und
di+-+di=e +--+¢ fur alle i < j.
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2. Wir schreiben manchmal auch

d >lex e

statt

li >lex x¢

, da die Bedingung nur vom Exponenten abhangt.

DIE LEXIKOGRAPHISCHE ORDNUNG hat die Eigenschaften:

1. >y, ist eine Ordnungsrelation, d.h. je zwei Elemente x? # x¢ €
INg sind vergleichbar, es gilt dann entweder x4 >, x¢oder
x¢ >, x4 und die Relation ist transitiv.

2. >,y ist mit Multiplikation von Monomen (also Ausdriicken der
Form x%) vertrédglich, d.h. sind 4, d,ec ING so gilt

! !
(xi >lex xg) = x4+4 >lex xé+d ’

daraus ergibt sich auch

!/ / ! /
(x% >0 x¢und x% >p, x8) = 23 5yt
Beispiel 38. Fiir die Terme des Polynoms f(xq,x2,x3) = x%x% +
5x3xpx3 + 3x7x3 + x3%2x3 + x5 xp gilt

lex 3

x%xg > x:i}x% > lex X]X2X3 Shex y) Slex x%zxg, >lex yo

Damit kénnen wir jetzt prazise fassen, was wir mit dem ,groSten”
Term in einem Monom x% meinen:

Definition (Fithrender Term und Multigrad). 1. Wir nennen die
Abbildung

%l”: K[x1,...,x4] = IN§

px):= Y agad s deg™ (p) = max{d | a # 0}
deNZ T

wobei das Maximum hier beztiglich der lexikographischen
Ordnung gebildet wird, den (Multi)grad.

2. Ist— @l‘”‘ (p) = d so heif}t azx? fiihrender Term des Polynoms
und FKoeff(p) := a, fiithrender Koeffizient.

Beispiel 39. 1. Fiir das Polynom f(x1,x2,x3) = x3x3 + 5x3x0x3 +
3x}x3 + x3%x3 + x5 x1 war der fithrende Term

4
3x71x3

also

deg'™*(f) = (4,0,1) und FKoeff(f) = 3.
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2. Der fithrende Term des j-ten elementarsymmetrischen Polynoms
sj ist
X1X2 * " X;
und darum
deg'*(sj) = (1,1,...,1,0,...,0),

j—Eintrdage

der fithrende Koeffizient ist 1. Ich mochte in diesem Kapitel

e j) := deg!™*(sj) = (LL...,10,...0).

j—Eintrdge
schreiben.

Bemerkung (Der Multigrad ist additiv). Ist R ein nullteilerfrei-
er Ring, so folgt aus der Vertraglichkeit der lexikographischen
Ordnung mit der Multiplikation von Monomen sofort, dass fiir

f/geR[.X1,..,/xn] gllt
%Iw(f'g) :%lex(f) +%l€x(g).

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir nun zeigen, dass unser
Verfahren fiir alle symmetrischen Polynome funktioniert.

Beweis des Satzes iiber symmetrische Polynome. DIE EINDEUTIGKEIT ist
jetzt leicht, denn:

1. Istm = (my,...,my) € INj so ist
deg'™ (s -+ sM"n) = mye; + maepyg) + -+ + Muepyy

Y

i=1 k=

n—i
miyx)e;.
0

2. Da die Vektoren ey, e[y, . . ., €[1,] in R" linear unabhéngig sind, ist
die Abbildung die fiir ein m € INj den Multigrad des Polynoms
si't - sy berechnet

Ny — INg

m i myey + moep) + - - A My
injektiv. Also ist auch die Abbildung

R[s1,...,5n] — R[xl,...,xn]s”
q(s1,---80) = Y amx™ — q(s1(x1, ..., %), -, Su (X1, .., Xn))
m

m
= Z“msl Losy
m

injektiv, denn alle Summanden haben unterschiedlichen Multigrad
und darum ist g(s1(x1,...,%u),...,s0(X1,...,Xn)) # 0 wenn

g0,



Fiir die ExisTENZAUSSAGE konnen wir induktiv beweisen, dass
unser Verfahren funktioniert: Der Multigrad d := deg'®*(f) eines
symmetrischen Polynoms erfiillt

d12d222dn

da falls in f der Koeffizient von x von 0 verschieden ist, wegen der
d(7 d(7 n
Symmetrie fiir alle ¢ € S;; auch der Koeffizient von x; Wy,

von Null verschieden ist und in der lexikographischen Ordnung der
nach Grofle sortierte Exponent das grofite Monom definiert.

Dann hat aber fiir m = (my,...,my,) das durch m, = d, und
m;:=d; —di;1 € Nofuri=1,...,n — 1 definiert ist das Polynom

deg* (s} -+ - shim) = d = deg'™*(f)

den gleichen Multigrad wie f, denn den i-ten Eintrag des Multi-
grades des Produktes hatten wir gerade als m; +m; 1 +--- +my
berechnet und weil m; = d; — d;; ist, heben sich die negativen
Terme in der Summe auf und es bleicht d; tibrig.

Also ist

deg'** (f — Fkoeff(s" - si'n)) < d = deg'™*(f).

Damit haben wir gezeigt, dass es gentigt das Polynom von kleinerem
Multigrad f — Fkoeff(s]"" - s;") als Polynom in den s; zu schreiben.
Wir wiren also nach Induktion fertig, wenn wir wiissten, dass
jede beziiglich der lexikographischen Ordnung absteigende Folge
von Graden
dl >lex d2 >lex o

abbricht.

Da es in der lexikographischen Ordnung zu d € INjj in der Regel
unendlich viele e mit d >** ¢ gibt, ist das nicht offensichtlich. Auf
dem Ubungsblatt iiberlegen Sie sich, dass das trotzdem stimmt.

IN DER VORLESUNG hatten Sie vorgeschlagen, dass wir einfach
beobachten sollten, dass der Totalgrad deg(f) := max{}.d, | a; # 0}
in unserem Verfahren nicht groer werden kann, da alle Terme von
sj den gleichen Totalgrad haben. Darum ist die Menge der induktiv
auftretenden fithrenden Koeffizienten endlich, denn es kann in
jedem Eintrag hochstens der Totalgrad auftreten. Darum bricht
das Verfahren ab und wir kénnen daher f als Polynom in den s;
schreiben. O

Bemerkung. Das Argument aus dem Beweis entspricht tatsiachlich
unserem Algorithmus:

Ist f symmetrisch mit fithrendem Term ax4 = axf1 xgz - X mit
di > dy--- > dy dann existiert genau ein m € INjj so dass das
Produkt s - - - s;" fithrenden Term x% hat.

Das symmetrische Polynom f; := f —as|" - s;" hat dann

kleineren Multigrad.
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Fur (d],dz,d3,d4) = (7,4,2,1) ist:
(7,4,2,1) = (3,0,0,0
+(2,2,0,0

+(1,1,1,0

+(1,1,1,1

=

—_ =

Also hat s3s3s}s} den Multigrad
(7,4,2,1).
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Wenden wir das Argument nun auf f; an, so bricht die resultieren-
de Folge f.f1, f2,... von symmetrischen Polynomen ab, d.h. es gibt
ein N mit fy = 0.

Lesen wir das Verfahren dann riickwirts, erhalten wir

f=as"+as™ +....

Das ist genau das Verfahren, das wir fiir die Diskriminante verwen-
det haben.

DA WIR URSPRUNGLICH an Losungsformeln in Korpern interessiert
waren, wire es schoner, die Erweiterung
K[s1,...,5n] & K[xl,...,xn]s" C K[x1,...,xn]
als Erweiterung der Quotientenkorper
K(s1,...,5n) € K(xq,...,%4)

zu verstehen. Auch fiir Elemente von K(x1, ..., x,) wissen wir, was
»symmetrisch” bedeuten soll, namlich:

7

fir alle o € S,.

p(xg(l),... xg'(i’l)) L P(xl,...,xn)
q(xo'(l)""’xtf(n)) q(xll'-'/xn)

WENN S1E griindlich aufpassen, fragen Sie vielleicht, wieso die linke
Seite der Gleichung wohldefiniert ist, da wir eine Formel mit Hilfe
eines Reprasentanten fiir den Bruch aufgeschrieben haben. Damit
wir uns nicht wieder tiber dhnliche Aussagen Gedanken machen
miissen, sollten wir einmal formal aufschreiben, warum das hier klar

ist:
Lemma 4o (Universelle Eigenschaft von Quotientenkorpern). Ist Fiir uns ist R = K[xq,...,x,] und
R ein nullteilerfreier Ring, L ein Korper und f: R — K ein injektiver L =K(xy,...,xn) gerade das Beispiel,
. . . . . . das uns interessiert.
Ringhomomorphismus, dann setzt sich f zu einem Korperhomomorphismus Ringhomomorphismus bedeutete:
atbh) = f(a)Tf(b) und f(1) = 1.
F:Q(R) = L fla7b) = f(a) f(b) (1)

a a, _ fla)

= F(+) =

b (b) f(b)
fort.

Beweis. Das finden Sie mittlerweile vielleicht selbst nicht mehr
schwer? Wir miissen nur zeigen, dass

a ¢ a c

ENE:”:(E)NF(H)
gilt. Aber § ~ § bedeutet ad = bc dann ist f(ad) = f(bc) und weil f
ein Ringhomomorphsmus ist, folgt daraus f(a)f(d) = f(b)f(c) also
fa) 1)

® "~ - -
Da p(x1,...,%n) = p(Xs(1),- -+, Xo(n)) einen Ringhomomorphis-
mus
K[x1,...,x4) = K[x1,...,%4) € K(x1,..., %)

Mx”)i auch ein wohldefinierter

( (
q(Xg (1)Ko (n)
p = p(xa(l)f"'fxa(n))) ab.

Ausdruck ist. Wir kiirzen das als 0.2
q q(Xg(1) X))

definiert, folgt also, dass
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Folgerung 41 (Satz tiber symmetrische Funktionen). Jede symmetrische
rationale Funktion ist ein Quotient aus rationalen Polynomen, d.h. der
Isomorphismus

K[s1,...,50] = K[x1,...,x4])%" C K[x1,..., %]
induziert einen Isomorphismus

K(s1,...,sn) gK(xll.”,xn)sn = {Z € K(x1,...,x,) |U.Z = gﬁiralleae Sn}.

Beweis. Das einzige Problem ist, dass aus

p(xa(l)r"'/xa(n)) N p(xl,...,xn)
q(Xo1yr- - Xomy) (X1, Xn)

nicht p(x,(1),- -+, Xo(n)) = P(x1,...,%n) folgt. Zum Beispiel ist sicher

X1 _ X2
X1 xt
Die Losung ist einfach, dass wir den Nenner eines Bruchs immer

invariant machen kénnen, denn fiir g € K[x, ..., x,] ist das Produkt

Q(xl,...,xn) = H q(x(,(l),...,xg(n))

oceSy

sicher invariant. Setzen wir

é(xl,...,xn) = 1—[ q(xg(l),...,xg(n))

0ES

o#id
so ist _ _
p_prQ_rQ
9 q-Q Q

ein Bruch in dem der Nenner ein symmetrisches Polynom ist. Wenn
der Bruch selbst symmetrisch ist, folgt fiir alle Permutationen ¢ aus

p_vr
0.5 q dass

p-Q p-Q o.(p-Q _p-Q
. o - Q,also Q) =

Wegen der Aquivalenzrelation fiir Briiche bedeutet das gerade
(0(p-Q)-Q=(p- Q) 0.Q.

Da Q symmetrisch ist gilt c.Q = Q also bedeutet die obige Glei-
chung

(r(p-Q)-Q=(p-Q)-Q
und weil der Polynomring nullteilerfrei ist, folgt daraus
o.(p-Q) =(p-Q)
d.h. p- Q ist ebenfalls ein symmetrisches Polynom. O

Bemerkung. Den Trick, den Nenner invariant zu machen, kennen Sie
schon aus der Berechnung von Briichen in den komplexen Zahlen:

a+ib  (a+ib)(c—id) (a+ib)(c—id)
c+id  (c+id)(c—id) 2+d2

Dort haben wir auch den Nenner invariant unter der komplexen

Konjugation und damit reell gemacht.
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FUR pIE L6SUNG von kubischen Gleichungen hatten wir also in der
Korpererweiterung

K(s1,52,53) C K(x1,x2,x3)

Zwischenkorper gesucht, die unter Teilmengen von Permutationen
invariant waren. Das funktioniert auch noch fiir n = 4, aber danach
machte das sehr lange Zeit Probleme. Galois hatte dann die Einsicht,
dass das auch die einzige Moglichkeit ist, um Zwischenkorper zu
finden und aufierdem Zwischenkorper die durch Wurzel ziehen
entstehen zu besonderen Untergruppen von S, gehoren wiirden,
von denen es fiir n > 4 nicht ausreichend viele gibt.

Das zu zeigen ist unser nédchstes Ziel. Da das Rechnen mit vielen
Variablen unhandlich ist, verwenden wir die Strategie: Wenn die
Rechnung im Beispiel uniibersichtlich wird, schauen wir ob der Kern
des Arguments in einen iibersichtlichen allgemeinen Rahmen passt,
den wir leichter verstehen konnen.

DAs NACHSTE ZIEL IST: Zeige, dass fiir eine Korpererweiterung
K C L, in der wir K als die Teilmenge der unter einer Menge von
Symmetrien G invarianten Elemente schreiben konnen, alle Zwi-
schenkorper durch Untergruppen von G bestimmt sind.

Die Galoisgruppe einer Erweiterung

Fiir unser Ziel, die Zwischenkorper von Korpererweiterungen durch
Symmetrien zu verstehen, sollten wir also den Symmetrien von
Korpererweiterungen einen Namen geben.

Definition (Galoisgruppe). Ist K C L eine (endliche) Korpererweite-
rung so heifit Korperautomorphismus: f bijektiv und
flab) = f(a) T f(b).

Gal(L|K) := { FLoL f Kérperautomorphismus mit }

f(a) =afurallea € K
Galoisgruppe von L iiber K.

Bemerkung. Die Bedingung f(a) = a fiir alle 2 € K schreibe ich
gerne als Diagramm

auf und merke mir, dass dieses kommutiert, d.h. es egal ist auf
welchem Weg ich Elemente in K nach rechts oben abbilde.

Wir kennen schon eine Reihe von Koérperautomorphismen:

Beispiel 42. 1. Fiir die Kérpererweiterung K(x, ..., xn)n C

K(xq,...,x,) definiert jede Permutation ¢ € S, einen Auto-
morphismus o: K(x1,...,x,) = K(x1,...,%,), also ist

Sn C Gal (K(x1,...,x4)|K(s1,...,51)).
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Fiir den Moment ist noch nicht ganz klar, dass das alle Automor-
phismen sind.

. Fir R C C ist die komplexe Konjugation

(—):C—>C
z=a+ib—~zZ=a+ib

ein Koérperautomorphismus und hier ist
Aut(C|R) = {id, (—)}

den jeder Korperautomorphismus, der auf R die Identitat ist, ist
wegen

fla+ib) = f(a) + f()) f(b) = a + f(i)b

eindeutg durch f(i) bestimmt und dieser Wert muss

erfiillen, aber z2 = —1 hat nur die Losungen +i.

. Das obige Beispiel ist allgemeiner: Ist p(x) € K[x] irreduzibel,
und K C L eine Korpererweiterung, so ist jeder Kérperhomomor-
phismus

f:Kx/(p(x)) = L,
mir f(a) = a fir alle a € K eindeutig durch f(x) bestimmt und
dieser Wert muss eine Nullstelle von p in L sein, da 0 = f(0) =

flp(x)) = p(f(x)).

Umgekehrt definiert aber auch jede Nullstelle « € L von p einen
Homomophismus

Auswy: @ K[x]/(p(x)) = L

Insbesondere ist also
Aut((K[x]/(p(x)))|K) = {z € K[x]/(p(x)) | p(z) = 0}.

. FirQ C Q(v2) = Q[x]/(x® — 2) hatten wir gesehen, dass

x3 —2in Q(+/2) C R nur eine einzige Losung hat, da die anderen
beiden Nullstellen komplex sind. Die Galoisgruppe kann also
klein sein.

. Umgekehrt, sind fiir jede Primzahl p, die Nullstellen des Poly-
noms
P —1=x-1)"P 1+ Fx+1)
2mi
gerade die p-ten Einheitswurzeln e firk =0,..., p—1und
wir hatten gesehen, dass (x?~! + - .- + x + 1) irreduzibel ist.
In L = Q[x]/(xP~! +--- 4+ x + 1) sind aber alle Potenzen von x

wieder Nullstellen von x? — 1, denn

() =@ =f=1
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und da xk # 1furl < k < p—1,sinddasalsodiep — 1
Nullstellen von (x?~! + ... 4 x + 1) in L, das Polynom zerfallt
also in L schon in Linearfaktoren und

Gal(LIQ) = {(fi) | fe(x) :=xF furk=1,...,p —1}.

6. Fiir v/2 wire das im Korper Q(¢3) dhnlich. Das Polynom
x> — 2 hat in diesem Korper keine Nullstelle (sonst bekdmen
wir einen Kérperhomomorphismus Q[x]/ (¥ —2) — Q(3),
aber dimg Q[x]/x® —2 = 3 > 2 = dimg Q[x]/(x*> + x +
1) = dimg Q({3)), ist also weil der Grad 3 ist irreduzibel. In
Q(3)[x]/ (x® — 2) sind aber x, {3x, {3x drei verschiedene Nullstel-
len von x% — 2.

Zerfallungskorper

Die Anzahl der Kérperautomorphismen einer Erweiterung der Form
K[x]/p(x) hiangt also davon ab, wie viele Nullstellen das Polynom

p in dieser Erweiterung hat. Sind das nicht alle, so zerfallt p in der
Erweiterung nicht in Linearfaktoren, aber dann konnen wir einfach
Nullstellen der irreduziblen Faktoren induktiv hinzuftigen. Korper
die so entstehen bekommen den Namen Zerfillungskorper.

Definition. Ist K ein Korper und g(x) € K[x] ein Polynom, so heif$t
eine Erweiterung K C L Zerfillungskirper von ¢ wenn gilt

1. Das Polynom g zerfallt in L[x] in Linearfaktoren und

2. sind ay,...,a, € L die Nullstellen von g in L, so gilt K(«ay,...,a,) =
L.

Lemma 43 (Existenz und Eindeutigkeit von Zerfdllungskorpern).

1. Ist K ein Korper, so existiert zu jedem Polynom g(x) € K[x| ein
Zerfillungskorper L von g.

Genauer konnen wir L als Kette von Korpererweiterungen
K=KyCKiC---CKy=1L

konstruieren, wobei K; = K;_1[t]/ (pj(t)) fiir einen irreduziblen Teiler
pj(x) von g(x) in K;_q[x] ist.

2. Zerfillungskorper sind bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt, d.h. sind
K C Ly,K C Ly zwei Zerfillungskorper von g(x) € K[x] so existiert
ein Korperisomorhismus F: Ly — Ly mit F(a) = a fiir alle a € K.

Bemerkung. Fiir Kérper die in C enthalten sind, konne wir Zer-
fallungskorper finden, indem wir einfach die Nullstellen in C
hinzuftigen. Fiir Korper wir K(x), selbst C(x) ist es vielleicht nicht
so klar, wie wir diese in einen Korper einbetten konnen, in dem alle
Polynome Nullstellen besitzen. Darum ist die abstrakte Methode
Nullstellen formal hinzuzuftigen praktisch.
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D1E BEWEISIDEE 1sT: Wenn g(x) einen irreduziblen Faktor p(x)
besitzt, dann ist Ky := K[t]/(p(t)) eine Kdrpererweiterung, in der
p(x) nach Konstruktion eine Nullstelle — ndmlich ¢ besitzt. Zerfallt
p(x) in Kj noch nicht vollstindig in Linearfaktoren, so fiigen wir
genauso eine Nullstelle eines irreduziblen Faktors zu K; hinzu. Da
der Grad der irreduziblen Faktoren in jedem Schritt kleiner wird,
bricht diese Prozess ab. Lassen Sie uns das formal aufschreiben.

Beweis des Lemmas. Zur Existenz konnen wir induktiv — durch
Induktion tiber den Grad des Polynoms — zu jedem Polynom
¢(x) € K[x] einen Zerfallungskorper konstruieren.

Hat g(x) Grad 0 oder 1, so ist nichts zu zeigen. Hat ¢(x) Grad 2,
so ist ¢ entweder irreduzibel, dann ist K[x]/g(x) ein Zerfallungskor-
per, oder g zerfillt schon in K[x] in Linearfaktoren.

Ein allgemeines g(x) konnen wir als Produkt von irreduziblen
Polynomen schreiben, d.h.

k
g(x)=c- npj(x), wobei ¢ € K, p;(x) € K[x] irreduzibel.
]:

Dann ist K C Kj := K[t]/(p1(t)) eine Korpererweiterung in der
p1(x) die Nullstelle a7 = [¢] besitzt, also

g(x) = (x = t)g1(x)

gilt. Nach Induktionsannahme besitzt das Polynom g1 (x) € Kj[x]
einen Zerfallungkorper K; C K.

Dann zerféllt g1 (x) also auch g(x) = (x — £)g1(x) in Ky in
Linearfaktoren und sind «y, ..., a; die Nullstellen von g; in K; so

gilt
Ky =Ki(ag, ..., ay) K; Zerfallungskorper von g
:K(le)(zxz,...,zxd) K1 :K(Dq)
= K(le, A ,Dcd).

Also ist K; ein Zerfallungskorper fiir g(x).

Die Eindeutigkeit folgt genauso induktiv aus unserer Konstruktion:
Ist K C L, ein weiterer Zerfallungskorper von g(x) und ist pp(x) ein
irreduzibler Teiler von g(x), so besitzt p;(x) in L, eine Nullstelle ;.

Diese definiert mittels ¢ — &1 einen Kérperhomomorphismus
Ky = K[t]/(p1(t)) = L. Dann sind aber Ky = K[t]/(p1(t)) — L

und K; C Kj Zerféallungskorper von g1 (x) = % € Kp[x] und
da Grad(gi1(x)) < Grad(g(x)) gilt, sind diese nach Induktion
isomorph. O

Folgerung 44. Ist K C L ein Zerfillungskorper eines Polynoms g(x) €
K[x], K C M eine andere Kirpererweiterung und

F: L

N

M
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ein Korperhomomorphismus mit F(a) = a fiir alle a € K, dann ist das Bild
F(L) C M ein Zerfillungkirper von g, d.h. F(L) = K(ay,...,az) wobei
«; die Nullstellen von g in M sind.

Beweis. Da F ein Korperhomomorphismus ist, gilt fiir jede Nullstelle
B € L von g, dass

also ist F(B) wieder eine Nullstelle von g. Da L von Nullstellen von
g erzeugt ist, ist also auch F(L) von Nullstellen von g erzeugt und
da g in L in Linearfaktoren zerfillt, gilt das auch in F(L). O

EiNn KNAckPUNKT fiir die Galoiskorrespondenz ist eine sehr
wundersame Eigenschaft von Zerfallungskorpern.

Satz 45 (Zerfallungskorperwunder). Ist K C L ein Zerfillungskorper
eines Polynoms g(x) € Kx] und p(x) € K|x] ein beliebiges irredu-
zibles Polynom, das in L eine Nullstelle besitzt, dann zerfillt auch p in L
vollstindig in Linearfaktoren.

Ich mochte hierfiir zwei Beweise erkldren: Einen, der unsere
Symmetrieargumente nutzt und die fehlenden Nullstellen kon-
struiert und einen zweiten, der nur die abstrakte Konstruktion von
Zerfallungskorpern verwendet.

Erster Beweis: Ist L ein Zerfallungskorper des Polynoms g und
g(x)=c ?:1 (x — a;) die Zerlegung von g in Linearfaktoren, so gilt
L = K(ay, ..., a;). Insbesondere sind die Koeffizienten von 1g(x) -
also die elementarsymmetrischen Polynome in a7, ..., a5 —in K.

Ist p(x) irreduzibel und p(a) = 0 fiir ein & € L, so kdnnen wir,
weil L von den &; erzeugt ist a als Polynom in den «; schreiben

o= f(a,...,aq) firein f € Kxy, ..., x4].

Das Polynom (x —a) = (x — f(aq,...,04)) € L[x] hatleider
Koeffizienten in L, aber setzen wir

G(x) = [ (x— f(xoay s Xo(a))) € K[x][x1, -, x4,
oES,
so sind ist dieses Polynom in den x; symmetrisch, d.h. die Koeffizi-
enten von G(x) sind symmetrische Polynome in den x;.
Da die elementarsymmetrischen Polynome in den «; in K liegen,
hat darum das Polynom

q(x) = TT (x = fao) - %a))) € K[x]
0ESy
Koeffizienten in K und es besitzt in L die Nullstelle & = f(aq,...,ay).
Also teilt p(x) das Polynom g(x). Da g(x) nach Konstruktion in L in
Linearfaktoren zerfillt, gilt das auch fiir p(x). O

Zweiter Beweis. Sei L C M ein Zerfallungskorper von p(x) tiber L
und B € M eine beliebige Nullstelle von p(x) in M. Wir miissen
zeigen, das B € L gilt.



Die Abbildung t +— p definiert eine Einbettung
Fi: Ky :=K[t]/(p(t)) — M.

Da p(x) in L eine Nullstelle « besitzt, definiert  — & auch eine
Einbettung
G: K[t]/(p(t)) — L C M.

Da L auch ein Zerfallungskorper von g(x) tiber K[t]/(p(t)) ist, gibt
es einen Korperturm

K[t]/(p(t)) CKy €Ky =L

in dem K; = Kj_q[x]/(p;(x)) jeweils durch Hinzuftigen einer
Nullstelle eines irreduziblen Teilers p;(x) von g(x) entsteht.

Da p; in L und damit auch in M in Linearfaktoren zerfallt, kon-
nen wir induktiv durch die Wahl einer Nullstelle, die Abbildung
Fi_1: Kj—1 — M zu einer Abbildung F:Kj— M fortsetzen.

Fiir jede Abbildung F,: L = K, — M, mit F,(a) = a fiir alle
a € Kist das Bild F,(L) = K(aq,...,&,) von den Nullstellen von g
erzeugt (Folgerung 44). Nach Konstruktion ist aber g € F,(L), also
ist p € K(ag, ..., an). O

Separable Polynome

Die Konstruktion aus dem vorigen Abschnitt erkldrt uns auch, dass
Zerfallungskorper eines Polynoms genau dann viele Automorphis-
men haben, wenn das Polynom viele verschiedene Nullstellen hat.

Zum Beispiel war K(s1,...,s,) C K(xy,...,x,) der Zerfallungskor-

per des allgemeinen Polynoms

p(x) =x" —s1xy,_1+ - sy

und dieses Poylnom hatte n verschiedene Nullstellen, die wir
beliebig vertauschen konnen. Wir sollten uns noch tiiberlegen, dass
irreduzible Polynome in der Regel keine doppelten Nullstellen haben
konnen.

Definition (Separable Polynome). Ein Polynom f(x) € K]x]
vom Grad d heifst separabel, wenn f in einem Zerfallungskorper d
paarweise verschiedene Nullstellen besitzt.

In der Analysis haben Sie gelernt, dass wir mit Hilfe der Ablei-
tung testen konnen, ob eine doppelte Nullstelle vorliegt. Das stimmt
auch algebraisch. In der linearen Algebra hatten wir dafiir die for-
male Ableitung eines Polynoms p(x) = Y1 ya ]-xj durch die tibliche
Rechenregel definiert:

n .
pl(x) =Y japd !
j=1
= na X"V (n— a1 x4 2mx g

und festgestellt, dass fiir diese Ableitung die tiblichen Rechenregeln
gelten, insbesondere gilt die Produktregel (fg)' = f'g + f¢’'.
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Behauptung 46. Ist K ein Korper, so ist f(x) € K[x] genau dann
separabel wenn ggT(f, f') =1 gilt.

Insbesondere ist ein irreduzibles Polynom p(x) genau dann separabel
wenn p'(x) # 0.

Bemerkung. Diese Aussage ist aus zwei Griinden interessant.

1. Fur Korper der Charakteristik p > 0 fallen beim Ableiten alle
Terme der Form x™? weg, es ist daher bemerkenswert, dass die
Ableitung dennoch die Vielfachheit der Nullstellen kennt.

2. Den ggT(f, f') konnen wir mit dem euklidischen Algorithmus
sehr schnell berechnen. Damit konnen wir also herauszufinden,
ob ein Polynom von grofierem Grad eine mehrfache Nullstelle
hat, ohne die Nullstellen zu bestimmen. Das Bestimmen der
Nullstellen wiére in der Regel ohnehin keine Option.

Beweis. In einem Zerfallungkorper ist wegen der Eindeutigkeit der
Zerlegung in irreduzible Elemente der ggT(f, f') das Produkt der
Linearfaktoren von f, die f’ teilen.

Ist in einem Zerfallungskorper f(x) = (x —a)?

g(x) soist

F1(x) = 2(x —a)g(x) + (x —a)’¢' (x) = (x — ) (2g(x) + (x — a)g'(x))

und also (x — a) ein Teiler von ggT(f, ).

Ist umgekehrt (x — a) eine einfache Nullstelle von f, d.h. f(x) =
(x —a)g(x) mit g(a) # 0,so0ist f'(x) = g(x) + (x —a)g’(x) und
also f'(a) = g(a) # 0. Also ist (x — a) dann kein Teiler von
88T(f. f")- -

Folgerung 47. 1. Ist K ein Korper der Charakteristik 0, so sind alle
irreduziblen Polynome in K[x| separabel.

2. Ist char(K) = p > 0, so ist ein irreduzibles Polynom f(x) € K[x]
genau dann inseparabel (d.h. nicht separabel), wenn

f(x) = g(xP)
fiir ein Polynom g(x) € K][x].

3. Ist K ein endlicher Korper, so ist jedes irreduzible Polynom in K|x|
separabel.

Beweis. 1. Ist char(K) = 0, soist p/(x) = 0 < p(x) konstant, also
gilt dann ggT(p, p’) = 1.

2. Nach dem Lemma muss fiir ein inseparables irreduzibles Poly-
nom p(x) = Y a;x/ gelten, dass p/(x) = 0 ist, d.h. ja; = 0. Also
muss

aj # 0 = jist durch p teilbar

gelten. Also ist p(x) = YL ampx™ = Y amp(xP)™. Das war
Zu zeigen.



3. Jeder endliche Korper der Charakteristik p ist eine endliche
Erweiterung von [F;,. In [F,, ist ein Polynom der Form g(x”) nicht
irreduzibel, da dann g(x¥) = g(x)? gilt.

Ist IF, C K eine endliche Erweiterung und f(x) € K[x] irreduzibel,
so ist f(x) ein Teiler des Minimalpolynoms von ¢t € K[t]/(f(t))
tiber IF),. Da irreduzible Polynome {iber IF,, separabel sind, ist
auch der Teiler f(x) separabel.

O

Beispiel 48. Das vorerst einzige Beispiel eines inseparablen irredu-
ziblen Polynoms, das Ihnen im Moment einfallen konnte wére das
Polynom f(x) = x¥ — tin [F(t)[x].

Fiir dieses Polynom ist die Erweiterung

Fy(t) € Fy()[s]/ (s — 1) = Fy(s)
ein Zerfallungskorper, weil wegen p = 0 € F, die Gleichung
(x =s)P =xP —sV =xF —t € Fy(s)

gilt. Das Polynom hat in IF,(s) also nur die einzige Nullstelle s und
daher besitzt die Erweiterung auch keine sichtbaren Symmetrien.

Dieses Beispiel ist weniger esoterisch, als Sie vielleicht denken. Es
war fiir uns schon mehrfach niitzlich Aussagen tiber Q auf Aussagen
tiber Z zu reduzieren und dann modulo p zu rechnen. Dabei treten
immer wieder Polynome dieser Art auf.

GLUCKLICHERWEISE war das universelle Polynom in K(sy, .. .,s,)[x]
fir alle K separabel, darum wird das Problem fiir unsere Suche nach
einer Losungsformel zunéchst keine Rolle spielen.

Bemerkung. Korper K in denen alle irreduziblen Polynome separa-
bel sind heiflen perfekt. Nach de obigen Folgerung sind alle Korper
der Charakteristik 0, also alle Korper, die Q enthalten perfekt, ebenso
alle endlichen Kérper.

Es gilt aulerdem, dass sich alle anderen Korper wenigstens in
einen perfekten Korper einbetten lassen — vielleicht kommen wir
darauf spéater noch zurtick. Das spielt zum Beispiel in den Arbeiten
von Peter Scholze eine grofie Rolle.

Im BEwErs zum Zerfallungskérperwunder, haben wir induktiv Kor-
perhomomorphismen mittels der charakterisierenden Eigenschaft
von Quotienten K[t]/(p(t)) konstruiert, ndmlich, dass Kérperhomo-
morphismen aus dem Quotienten durch Nullstellen von p gegeben
sind (Folgerung 13). Lassen Sie uns diese Aussage noch einmal
formulieren:

Bemerkung. Ist K’ ein Kérper und p(x) € K'[x] ein irreduzibles
Polynom und F: K’ < L ein Kérperhomomorphismus, dann

ALGEBRA
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entsprechen Fortsetzungen

F K[/ (p(t) - > L

-

mit F'(a) = F(a) fiir alle a € K’ genau den Nullstellen des Polynoms
p(x) in L.

Hierbei fassen wir p(x) € K’[x] via F als Polynom mit Koeffizien-
ten in L auf.

In der Vorlesung wollten Sie das Argument hierzu noch einmal
sehen:

Beweis. Ist p(t) = Li ajx/ ein irreduzibles Polynom vom Grad
n, so sind die Elemente 1,¢,...,t" 1 eine Basis des K-Vektorraums
K'[t]/(p(t)). Da fiir Kérperhomomorphismen F’ gilt, dass

F(#) = F( oot )= F(0) F(t) = (F ()"

k—Faktoren

sind Korperhomorphismen F': K'[t]/(p(t)) — L mit F'(a) = F(a)
fiir alle @ € K’ durch F'(t) = « € L eindeutig bestimmt.

Ist umgekehrt & € L ein Element, so ist die Auswertungsabbil-
dung F': K'[t] — L, die durch t — a gegeben ist, genau dann auf
dem Quotienten K'[t]/(p(t)) — L wohldefiniert, wenn

0=F'(0) = F'(p(t))

gilt, d.h. wenn « eine Nullstelle des Polynoms )", F (aj)xj in L ist,
also eine Nullstelle von p in L. O

Mit diesem Argument konnen wir Zerfallungskorper separabler
Polynome dadurch charakterisieren, dass sie viele Automorphismen
besitzen.

Satz 49 (Charakterisierung von Zerfallungskorpern). Eine endliche
Korpererweiterung K C L, dann ist

#Aut(L|K) < [L: K]

und L ist genau dann der Zerfillungskorper eines separablen Polynoms
f € K[x] wenn
#Aut(L|K) = [L: K].



Bemerkung. Ist char(K) = 0, oder allgemeiner K perfekt, so kénnen
wir in der obigen Aussage ,Zerfallungskorper eines separablen
Polynoms” durch , Zerfiallungskorper eines Polynoms” ersetzen,
denn wir kénnen f immer als Produkt f = ¢ H]r‘:1 p?j von paarweise
teilerfremden irrdeuziblen Polynomen p; schreiben. Dann ist ein
Zerfallungskorper von f auch ein Zerfallungskorper des Produktes
H;-Zl p;. Dieses Polynom ist dann separabel, da irreduzible Poly-
nome in perfekten Kérpern separabel sind und die p; teilerfremd

sind.

Beweis. Ist K C L eine endliche Korpererweiterung, so konnen wir
L = K(a,...,a4) als Kette von Korpererweiterungen

K=KgCK C-- - CKy=1L

schreiben, in der wir jeweils ein Element hinzufiigen, d.h. K; =
K;_1(wj) = K;_1[t]/(pj(t)) ftir ein irreduzibles Polynom p;.

Damit definiert jeder Kérperautomorphismus F: L — L mit
F(a) = a fir alle a € K ein Diagramm von Koérperhomomorphismen

Fy
L =Ky L.

Wir haben aber gerade gesehen, dass es zu jedem F;_; hochstens
Grad(p;) viele Fortsetzungen F; gibt. Also existieren hochstens

d d
1 Grad(pj) = [ [IKj: Kj—1] = [L : K]

]

j=1

Korperhomomorphismen F: L — L mit F(a) = a fiir alle a € K. Das
zeigt die erste Behauptung.

Ist K C L ein Zerfiallungskorper eines separablen Polynoms
f(x) € K[x], so konnen wir L als Kette von Korpererweiterungen

K=Ky CKiC---CKy=1L

schreiben, wobei K; = K;_1[t]/(p;(t)) fiir einen irreduzibler Teiler
pj(x) von f(x) in K;_1[x] ist.
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Nach unserer Bemerkung gibt es im Turm

induktiv zu jedem F; 1: K; 1 — L genau so viele Fortsetzungen
Fi: K; — L wie es Nullstellen von p; in L gibt. Da p; ein Teiler von
f ist, und f nach Voraussetzung Grad f paarweise verschiedene
Nullstellen in L besitzt, so ist p; separabel und zerféllt in L. Also gibt
es Grad(p;) = [K; : Kj_1] viele Fortsetzungen.

Da zudem jeder Kérperhomomorphismus F,: L — L injektiv ist
und dimg (L) = [L : K] < oo, ist F automatisch ein Isomorphismus.

Also ist .

#Aut(L|K) = [ [Grad(p;) = [L: K].
j=1

Sei umgekehrt K C L = K(ay,...,a4) eine endliche Korperer-
weiterung, fiir die # Aut(L|K) = [L : K] gilt. Ich behaupte, dass
dann die Minimalpolynome minpola/_ (x) separabel sind und in L in
Linearfaktoren zerfallen.

Sei dazu p(x) = minpolaj(x)das Minimalpolynom von «;.

Dann ist K C K; := K[t]/(pj(t)) € L und wir kénnen diese
Erweiterung wieder zu einer Kette

K=KgCK C--- CKy=1L

fortsetzen in der in jedem Schritt ein Element adjungiert wird.
Das Argument von zuvor besagt, dass es nur dann [L : K] viele
Korperautomorphismen in Aut(L/K) geben kann, wenn p(x) in L
Grad(p) viele paarweise verschiedene Nullstellen besitzt, d.h. p ist
separabel und zerféllt in L in Linearfaktoren. Da dies fiir alle j gilt,
ist L ein Zerfallungskorper des Produktes der Minimalpolynome der
& Da diese irreduzibel sind, sind die p; entweder teilerfremd, oder
gleich. Sind p;y, ..., p, die auftertenden paarweise verschiedenen
Minimalpolynome, so ist L der Zerfallungskorper des Produktes
;:1 p; und dieses Polynom ist separabel. Das war zu zeigen. O

Im Beweis haben wir aufierdem gesehen, dass fiir einen Zerfal-
lungskorper eines separablen Polynoms, alle Minimalpolynome
von Elementen wieder separabel sind. Daraus ergibt sich , dass der
Begriff ,,separabel” fiir Korpererweiterungen sinnvoll ist. Das ist fiir
uns fiir den Moment nicht ganz so interessant, weil wir schon wissen,
dass irreduzible Polynome ohnehin fast automatisch separabel sind,
aber da wir die Aussage gerade schon eingesehen haben, sei es hier
noch einmal festgehalten:



Folgerung 50. Ist K C L = K(wy,...,ay) eine endliche Korpererweite-
rung, dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

1. Die Minimalpolynome der Elemente a1, . ..,y sind separabel.
2. Fiir jedes Element « € L ist das Minimalpolynom von « separabel.

Beweis. Den Beweis mochte ich Thnen als Ubungsaufgabe tiber-
lassen, um zu sehen, ob Sie das Argument aus dem vorigen Satz
verstanden haben. O

Der Vollstandigkeit halber nun noch die offizielle Definition des
Begriffs der separablen Korpererweiterung.

Definition. Ein Element einer algebraischen Korpererweiterung

K C L heifst separabel wenn sein Minimalpolynom separabel ist.
Eine Korpererweiterung K C L heifst separabel wenn alle Elemente

von L separabel sind.

Die Galoiskorrespondenz — Version 1

Damit konnen wir nun die Aussage zeigen, dass alle Zwischenkorper
von Zerféallungskorpern separabler Polynome, also insbesondere alle
Zwischenkorper unserer allgemeinen Erweiterung K(sy,...,s,) C
K(x1,...,x,) durch Untergruppen der Symmetriegruppe Aut(L|K)
bestimmt sind.

Notation 51. Ist K C L eine Korpererweiterung und H C Aut(L|K)
eine Untergruppe so bezeichnen wir mit

LH:={a e L|o(a)=afiraller € H}

die Teilmenge der Elemente von L, die unter den Symmetrien in H
invariant sind.

Bitte priifen Sie selbst einmal nach, dass K C LH ¢ L dann immer
ein Zwischenkorper ist.

Satz 52 (Galoiskorrespondenz). Sei K C L ein Zerfillungskorper eines
separablen Polynoms, dann sind die Abbildungen
{ a KCK CL
Zwischenkdrper
K’ +— Aut(L|K)
L" «H

}: {H C Aut(L|K) | H Untergruppe}

zueinander inverse Bijektionen und es gilt
_ #Aut(L|K)
N #H

Bemerkung. Da die endliche Menge Aut(L|K) nur endlich viele

[LH : K] und [L: L"] = #H.

Teilmengen hat, gibt es insbesondere nur endlich viele Untergruppen
von Aut(L|K). Der Satz erklirt also insbesondere, dass es nur endlich
viele Teilkorper K C K’ C L gibt.

Das ist etwas tiberraschend, da es (wenn K unendlich ist) in der
Regel unendlich viele K-Untervektorrdaume von L gibt.
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H C G Untergruppe bedeutet H ist ei-
ne Teilmenge, die mit der Verkntipfung
von G selbst wieder eine Gruppe ist,
d.h.

1. Das neutrale Element e von G ist in
H.

2. Zuje zwei Elementen hy,hy € H ist
auch hy -hy € H.

3. Zujedem h € Histauch h~! € H.
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Beweis. Schritt 1: Die Aussage iiber den Grad der Korpererweiterun-
gen haben wir schon gesehen, denn fiir jeden Teilkérper K C K’ C L,
ist K’ C L auch der Zerfallungkorper des eines separablen Polynoms
fiir das K C L der Zerfallungkorper war. Nach der Charakterisierung
von Zerfallungkdrpern gilt dann # Aut(L|K’) = [L : K] und wegen
der Multiplikativitdt des Korpergrades gilt dann auch

[L:K]  #Aut(L|K)
[L:K']  #Aut(L|K')

[K': K] =

Insbesondere ist dieser Bruch eine ganze Zahl.
Schritt 2: Lassen Sie uns nun zeigen, dass die Komposition

K'— H = Aut(L|K') = L = LAuEK)

ein Isomorphismus ist, d.h. wir zeigen, dass K' = LAW(LK),

Zunichst ist nach Definition
K' C LAMHK) — {4 e L | o(a) = a fiir alle ¢ € Aut(L|K')}.

Da K’ C L und LAWLIK) C [, Zerfillungskorper eines separablen
Polynoms sind, gilt also nach der Charakterisierung von Zerfallung-
korpern:

#Aut(L|K') = [L: K] > [L: LAHKD)] weil K C [Aut(LIK)
= #Aut(L|LAUt(L|K/)) weil LAut(LIK) C L Zerfallungskorper
> # Aut(L|K') weil Aut(L|K') C Aut(L|LAUEKD),

Also muss in allen Schritten Gleichheit gelten und insbesondere Da es eine Nachfrage hierzu gab: Im

[L . K/] _ [L . LAut(L\K’)] Daraus folgt aber K = [Aut(LIK) a5 letzten Schritt haben wir verwendet
, ) Aut(LIK) ' ) ! dass nach Definition fiir G < Aut(L|K)
K CL . gilt, dass G C Aut(L|LS),da in

Schritt 3: Lassen Sie uns nun zeigen, dass die Komposition der Definition von L° die Aussage
g(a) = a fiir alle a € LS enthalten ist.

H i+ LH s Aut(L|LH)

ein Isomorphismus ist, d.h. wir zeigen, dass H = Aut(L|LH).
Wieder gilt nach Definition, dass H C Aut(L|L") und wir wissen

nach Schritt 2. schon, dass LH = LAW(LILY) ynd nach Schritt 1.,

dass # Aut(L|LH) = [L : LM]. Damit geniigt es zu zeigen, dass

[L: LH] < #H gilt. Diese Aussage gilt allgemein und wir formulieren

diese darum als Lemma. O

Lemma 53 (Artin’s Lemma — Version 1). Sei L ein Korper und H C
Aut(L) eine endliche Untergruppe der Korperautomorphismen von L.
Dann gilt

[L:LH] < #H.

Beweis. Sei n = #H. Angenommen &7, ..., &, 1 Wiren LH-linear un-
abhingige Elemente von L, dann hétte das lineare Gleichungssystem
mit #H = n Gleichungen in n 4 1 Variablen, das entsteht in dem wir
fiir jedes o € H die Gleichung
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betrachten, eine nicht triviale Losung. Sei : € L"*! eine
Xn+1
nichttriviale Losung mit einer minimalen Anzahl von Koordinaten
# 0. Nach umnummerieren kénnen wir dann annehmen, dass
x1 # 0 ist und dann auch, dass x; =1 gilt.
Da die Elemente a1, ..., &, 1 nach Definition tiber LH linear
unabhédngig sind, ist

X1
xi=| | g@hrcrn,
Xn+1
7(x1)
Sie nun T € H ein Element mit 7(x) = : # x. Dann ist
T(anrl)

T(x wieder eine Losung des Gleichungssystems, denn es gilt wegen
Yo (a)x; = 0 dass

n+1

=1( ; o(ai)x;)

n+1

=Y t(o(a)x
i=1
n+1
= 2 (o
+
Z TOO’ i)'
Da die Menge

{toc|ceH}=H

ist folgt, dass 7(x) in der Tat eine weitere Losung des Gleichungssys-
tems ist.

Dann ist aber auch die Differenz x — 7(x) wieder eine Losung
der Gleichung, fiir die nun aber wegen 7(1) = 1 eine weitere
Koordinate = 0 ist. Da 7(x) # x nicht 0 ist, ist das ein Widerspruch
zur Annahme, dass die Anzahle der Koordinaten # 0 fiir den Vektor
x minimal war. O

Notation 54. Zur Abkiirzung schreiben wir H < G fiir ,H C G ist
eine Untergruppe”.

Beispiel 55 (Gleichung 3. Grades). Zur Losung der allgemeinen
Gleichung 3. Grades hatten wir die Erweiterung

L= Q(xll X2, X3> D) Q(xl/xZI x3)53 = Q(Sl/SZI S3> =:K
angeschaut und gesehen, dass L der Zerfallungskorper des Polynoms

flx) = x> — 5122 +syx —s3 € Q(s1,52,83)[x]

71
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ist, das in L die Gleichung

gilt.

(Hier konnte Q irgendein Korper sein, aber ich mochte die Kor-
pererweiterung gern L|K nennen.)

Nach Konstruktion ist S3 C Aut(L|K) und L% = K, also liefert die
Galoiskorrespondenz noch ein Argument dafiir, dass

Aut(L|K) = S5

und also [L: K] =#S3 = 3! = 6.
Um fiir dieses Beispiel die Galoiskorrespondenz zu verstehen,
sollten wir zunéchst alle Untergruppen von S3 bestimmen.
Wir verwenden die Zykelschreibweise fiir Elemente von S, damit
ist
S3 = {id, (12), (13), (23), (123), (132) }.

Die moglichen Untergruppen sind
1. {id}

2. Die kleinste Untergruppe, die (12) enthélt ist {id, (12)} weil
(12)2 = id. Das gilt genauso fiir die anderen Elemente der Form
(i,7), damit finden wir 3 Untergruppen mit 2 Elementen:

Hy, = {id, (12)}, Hi3 = {id, (13)}, Ha3 = {id, (23)}.

3. Die kleinste Untergruppe, die (123) enthalt ist {id, (123), (132)}
weil (123)? = (132) und (123)% = id. Das gilt genauso fiir (132)
damit finden wir 1 Untergruppe mit 3 Elementen:

As = {id, (123), (132)}.
Das sind genau die Elementevon S3 mit sign(o) = 1.

4. Wenn eine Untergruppe zwei Elemente der Form (ij) enthilt,
dann auch das dritte und damit sogar alle Elemente. Genauso
enthilt eine Untergruppe, die (ij) und (123) enthilt schon alle
Elemente, d.h S3 ist die einzige Untergruppe mit mehr als 3
Elementen.

Die Zwischenkorper sind:

1. LH2 = Q(sy,52,83)(x3) denn x3 ist ein Element von L, das unter
der Vertauschung x; <+ xp invariant ist und [Q(s1,s2,53)(x3) :
Q(s1,52,53)] = 3 da x3 eine Nullstelle des irreduziblen Polynoms
f(x) = x3 — 5122 + spx — s3 ist.

2. L = Q(sy,52,53) (VD) wobei vVD = (x1 — x2)(x1 — x3) (x2 — x3).

3. L% =K.

Das erstaunliche ist, dass wir hier gar nicht rechnen miissen: Die
Korper sind alle Unterkorper, die unter den gegebenen Elementen
invariant sind und enthalten jeweils ein Element, das nicht unter den
anderen Permutationen invariant ist.

ZYKELSCHREIBWEISE: Wir gruppieren
die Zahlen 1, ..., n so hintereinander,
dass hinter jeder Zahl, die Zahl steht
auf die diese abgebildet wird und die
Gruppen einzuklammern, bei denen
die letzte Zahl, wieder auf die erste
abgebildet wird, also

(1,2)(3,4,5) fir 1 —+2 —1,3 >4 —5— 3.

Die Konvention ist, dass wir Zykel
der Lange 1, d.h. die Zahlen, die
auf sich selbst abgebildet werden
weglassen:

schreibe (1,2) statt (1,2)(3)(4)(5).
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FrAGE: Fiir welche der Unterkorper L ist die Erweiterung LH|K
selbst ein Zerfallungskorper?

ANTWORT: Nur L43. Denn in den Korpern

Q(s1,52,53)(x;)

hat das Polynom f(x) eine Nullstelle, zerfallt aber noch nicht.
Hingegen ist L43 der Zerfallungkorper von x? = D.

UM WEITERE BEISPIELE UND ANWENDUNGEN der Galoiskorrespon-
denz zu verstehen, miissen wir einerseits Erweiterungen L/K finden,
fur die wir die Galoisgruppe

WENN WIR in Losungsformeln n-te Wurzeln verwenden und
annehmen, dass unser Korper alle n-ten Einheitswurzeln enthalt
(und also char(K) nicht n teilt wenn char(K) > 0 sein sollte), dann
ist K({/a)/K immer ein Zerfallungkorper, weil wir mit einer n-ten
Waurzel a auch n-verschiedene {Xa Wurzeln finden. Es wire also
gut, zu kldren, ob wir an der Untergruppe H < G ablesen konnen,
ob der Zwischenkérper der Form L selbst ein Zerfallungkorper sein
kann.

Wir wissen schon einiges hierfiir:

1. LH|K ist genau dann ein Zerfallungskorper, wenn
[LH : K] = # Aut(LF|K).

2. [LH ;K] = HAUL/K)

3. Jeder Kérperhomomorphismus Fy € Aut(LY|K) lasst sich zu
einem F € Aut(L|K) fortsetzen.

4. Ist LH|K ein Zerfallungskorper eines Polynoms ¢(x), dann bildet
jeder Korperhomomorphismus F € Aut(L|K) den Zwischenkorper
LH in sich ab, denn F bildet Nullstellen von g auf Nullstellen von
¢ ab, und da LY von den Nullstellen erzeugt ist, ist dann auch das
Bild F(L") wieder von Nullstellen von g erzeugt.

Bemerkung. Ist H < G = Aut(L|K) eine Untergruppe und g €
Aut(L|K) ein Element, dann gilt fiir alle a € LY, dass g(a) € L8Hs™!
und gHg™! = {I | W' = ghg™! fiirein g € G} < G ist wieder eine
Untergruppe.

Beweis. Beide Aussagen ergeben sich einfach durch Ausschreiben
der Definitionen:

Ist a € LH, so gilt nach Definition h(a) = a fiir alle h € H. Dann
gilt aber fiir /' = ghg~! dass

W (g(a)) = ghg~'(g(a)) = gh(g " (g(a))) = g(h(a)) = g(a).

Also ist dann g(a) € L8Hg ™
Die Teilmenge ¢gHg ™! C G ist eine Untergruppe, denn:
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1. Das neutrale Element ist enthalten: id = gidg~! € gHg .

2. Sind W} = ghig! € gHg ' und h} € ghyg! € gHg ! so auch
I, 1, denn

WH = ohy o tohag ™t = ey ot € gHo L.
112 glgv(ng gmn2 g 8§18
—id €H
3. Isth' = ghg™!, soist "' = gh™'g™!, da

1

ghg 'gh™!
N~

ghlg™ =g g7 =g~ =id.

—id =id

Also ist mit i’ auch h"~! € gHg 1.

Definition (Normalteiler). Ist (G, -) eine Gruppe, dann heiflen
Untergruppen H < G fiir die gilt, dass

gHg ' =Hfuralleg € G
Normalteiler, oder normale Untergruppe.

Die Eigenschaft Normalteiler zu sein ist, wie wir im Beispiel S3 gese-
hen haben sehr besonders, der Name ist der folgenden Eigenschaft
geschuldet.

Lemma 56 (Charakterisierende Eigenschaft von Normalteilern).

1. Fiir jede Untergruppe H < G ist die Relation ~y auf G, die durch
g ~p ¢ = ¢ =g hfiirein h € H gegeben ist, eine Aquivalenzrelati-
on und wir schreiben
G/H = G/ ~H .

2. Eine Untergruppe H < G einer Gruppe G ist genau dann ein Normal-
teiler wenn die Verkniipfung

-:G/HxG/H— G/H
[81] - [82] := [81- &2
eine wohldefinierte Gruppenstruktur auf G/ H ist.

Beweis. 1. Nur auf Anfrage. In der Vorlesung hatten wir uns das
kurz in Worten klar gemacht.

2. Damit die Verkniipfung wohldefiniert ist, miissen wir zeigen, dass
aus gy = g1h1, 85 = gohp mit hy, hy € H folgt, dass g1¢) = g182 - 1
fiir ein h € H. Aber

81852 = g1 gohy
= 21929, 'higaho

= 8182(85 'h1g2) o = g1goh



und multiplizieren wir die letzte Gleichung von links mit (g3 g2)_1
und von rechts mit h, 1 erhalten wir

(g5 'Ig2) = hiy ! € H.

Die Verkniipfung ist also genau dann wohldefiniert, wenn

< 'hig» € Hfiiralle g, € G,hy € H. Das bedeutet aber ge-
rade, dass ghg~! € H fiiralle g € G,h € H gilt und das ist wie
behauptet die Bedingung, dass H ein Normalteiler ist.

Wenn Die Verkniipfung wohldefiniert ist, dann erfiillt diese alle
Rechenregeln, die fiir - galten, also ist G/H dann wieder eine
Gruppe.

O

Behauptung 57. Ist L|K ein Zerfillungskorper eines separablen Polynoms
und H < Aut(L|K) eine Untergruppe, dann ist L |K genau dann ein
Zerfiillungskdrper, wenn fiir alle ¢ € Aut(L|K) gilt, dass

gHg ! = H.

Das wurde in der Vorlesung vertagt, weil Sie zunachst mehr
Beispiele sehen wollten, obwohl wir das mit den voranstehenden
Argumenten eigentlich schon gezeigt haben. Wir kommen darauf
nach den Beispielen zurtick (Satz 71).

Riickblick: Welche allgemeinen Konzepte und Resultate haben wir

kennen gelernt?

Auf der Suche nach Losungsformeln fiir Nullstellen von Polynomen
haben wir eine Reihe von allgemeinen Begriffen und Resultaten
kennengelernt:

1. Polynome und Symmetrische Polynome
¢ Elementarsymmetrische Polynome (Diese liefern Zusammen-
hang zwischen Nullstellen und Koeffizienten eines Polynoms)
¢ Lexikographische Ordnung auf Polynomen

¢ Satz iiber symmetrische Polynome: Jedes symmetrische Poly-
nom ldsst sich eindeutig als Polynom in den elementarsym-
metrischen Polynomen schreiben. (Der Beweis liefert einen
Algorithmus dafiir.)

e Satz tiber symmetrische Funktionen

¢ Separable Polynome, Test mittels formaler Ableitung

¢ Irreduzible Polynome sind in Charakteristik 0 und in endlichen
Korpern automatisch separabel.

2. Korpererweiterungen und Konstruktion von Korpern

¢ Universelle Eigenschaft von Quotientenkorpern

¢ Korperautomorphismen und Galoisgruppe
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Zerfallungskorper, Existenz (Konstruktion) und Eindeutigkeit

Zerfallungskorperwunder (Trick: Korperketten durch hinzufii-
gen einzelner Elemente aufbauen)

Charakterisierung von separablen Zerfallungskorpern tiber
#Aut(L|K) = [L: K].

Separable Erweiterungen, Charakterisierung davon.
Perfekte Korper

Galoiskorrespondenz: Fiir separable Zerfallungskorper entspre-
chen Zwischenkorper genau Untergruppen der Galoisgruppe

Artin’s Lemma

Losungsformel fiir Gleichung 3. Grades mittels Galoiskorre-
spondenz.

. Gruppen

e Normalteiler



Anwendungen der Galoiskorrespondenz

Sie hatten sich ganz zu Recht Beispiele fiir die Galoiskorrespondenz
gewtinscht. Dafiir miissen wir nattirlich ersteinmal Zerfallungskor-
per finden, in denen wir genug tiber die Galoisgruppe wissen, um
deren Untergruppen verstehen zu kénnen.

Galoiskorrrespondenz und Kreisteilung

Wenn wir anfangen dariiber nachzudenken, werden wir sehen, dass
die Galoiskorrespondenz ein schones Beispiel dafiir ist, dass schone
Resultate, die beim Versuch eine bestimmte Frage zu beantworten
gefunden worden, meistens gleichzeitig auch Probleme auflosen, die
uns schon begegnet sind.

Die ersten Korpererweiterungen, die wie gefunden haben entstan-
den durch Wurzelziehen. Fiir n-te Wurzeln erhalten wir damit erst
dann Zerfallungskorper, wenn wir noch die n-ten Einheitswurzeln
hinzufiigen.

Die Galoisgruppe der p-ten Einheitswurzeln

Ist n = p eine Primzahl, so haben wir gesehen, dass das Minimalpo-

27ti
lynom der p-ten Einheitswurzel {, = e # {iber Q gerade

P
CI>p(x):%:x”_l+x”_1+~--+x+1

istund Q(Zp) = Qlx]/(Pp(x)) ist ein Zerfallungskoérper des Po-
lynoms ®,, da die Potenzen g’;, von {, (bzw. die Potenzen [x]* der
Restklasse [x] € Q[x]/(®y(x))) fir k =0,...,p — 1 die p verschiede-
nen Nullstellen von x? — 1 = ®,(x)(x — 1) sind.

Wir wissen also:

1. Q({p)|Q ist ein Zerfallungskorper eines separablen Polynoms.

2. [Q(¢p) : Q] = p — 1, also ist nach der Charakterisierung von
Zerfallungskorpern (Satz 49) # Aut(Q((,)|Q) = p —1

3. Jede Nullstelle &« € Q({) des Polynoms ®,, definiert einen
Korperhomomorphismus

Q(Zp) = Qlx]/(®p(x)) = Q(Zp)

X —
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der also einen Ausdruck ap_1€£71 +- - +a1lp +ag auf ap_ltxp*l +
.-+ 4+ aqa + ag abbildet.

4. Da die Nullstellen von ¢, gerade die Zahlen (), %,, s, @571 sind,
gibt es also fiir k = 1,...,p — 1 einen Koérperautomorphismus

ok Q(Zp) = Q(Zp)
Zp = 0r(Zy) =5

Behauptung 58. Fiir jede Primzahl p definiert die Abbildung

Aut(Q(Zp)|Q) — ((Z/p2)", )

oc—k

wobei k die eindeutig bestimmte Restklasse ist, fiir die o/({,) = ¥ gilt,
einen Isomorphismus von Gruppen.

Beweis. Wir haben gerade schon gesehen, dass die Abbildung
surjektiv ist, da zu jedem k der Kérperhomomorphismu o} gerade
so definiert war, dass 0y ({,) = @’;, gilt.

Die Abbildung ist ein Gruppenhomomorphismus, denn gilt fiir
0,7 € Aut(Q(Z,)|Q), dass o(,) = ¥, T(Zp) =}, so gilt

o T(ép) = ‘T(T@p))

= U(gi) T(Cp) = @f, eingesetzt
=0(gp)" o Koérperhomomorphismus
= (gl;{:)g o ({p) = F eingesetzt

_ 7kt

= é’p .

Also wird in der Tat o o T auf k - £ abgebildet.

Die Abbildung ist damit einerseits automatisch bijektiv, da die
beiden Mengen gleich viele Elemente haben, andererseits konnten
wie das auch direkt sehen, da die Automorphismen eindeutig durch
den Wert auf dem erzeugenden Element ;, bestimmt sind. O

Beispiele: Das 5-Eck und das 17-Eck

Beispiel 59 (p=5). Lassen Sie uns fiir p = 5 alle Untergruppen der
Galoisgruppe Aut(Q({5)|Q) = ((Z/5Z)*, -) bestimmen, indem wir
zunidchst schauen, was die kleinsten Unterguppen H, der Gruppe
G = ((Z/5Z)*,-) sind, die ein gegebenes Element a € G enthalten:

Element H,={1,a,d°...}
1] Hy = {[1]}
2] H, ={[1],[2] [4] = [-1],[8] = 8]} =G
3] Hs ={[1],[3],[9] = [4],[12] = [2]} = G
4] Hy = {[1], [4]}

Damit ist Hy < G = (Z/5Z)* die einzige Untergruppe die nicht {1}
oder G selbst ist.
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Fiir die Korpererweiterung L = Q({5)|Q = K ist also L' der
einzige Zwischenkorper K C LHs C L.
Den Unterkorper

LM = {w € Q(5) | ou(w) = a}
kénnen wir ausrechnen, denn 04({5) = (2 also ist
35— oa(28) = &3
is— (s
B-5=0
B-0=10
03— =

Auflerdem wissen wir, dass (s, @%, Cg, §‘51 eine Basis des Q-Vektorraums
Q(gs) ist, denn das gilt fiir 1,5, {2, {2 (weil 1, [x], [x?], [x?] ein Basis
von Q[x]/(Ps(x)) ist) und

1+ +3+3E+5=0

Also sind die invarianten Elemente Linearkombinationen von

0y =({3+¢3) und ag = (3 +23).

Und fiir diese Elemente gilt

o (ag) = ay,02(01) = ap.
Damit ist
p(x) = (x —az)(x — aq)
ein Polynom, das unter o und damit unter G invariant ist, also das
Minimalpolynom von a; in Q[x]. Wir kénnen das ausrechnen
a +ay =05+ +HE+E =1
ay-ap = (3 +33)(G3 +83)
=B+8+5+4
=B+ +E+E=-1
Also ist p(x) = x? + x — 1 und daher

1 1 +/5-1
X1 = +4/1+ Zl - 5 = # Da der Realteil von {5 positiv ist, ist ap

die positive Losung der Gleichung.
Damit ist L2 = Q(1/5).
So finden wir die Konstruktion eines regelméafiigen 5-Ecks aus
der Galoiskorrespondenz:

1. Der einzige quadratische Zwischenkorper von Q C Q((5) ist

Q(V5).

2. Wir kénnen /5 konstruieren und
ay = {5+ 03 = {5+ 5 = 2Re({5).

3. {5 ist dann der Schnittpunkt der Senkrechten durch Re({5) und
dem Einheitskreis.
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WIR SOLLTEN also probieren, ob das auch fiir p = 17 funktioniert.

Beispiel 60. Die Galoisgruppe Aut(Q({17)|Q) ist

AuQ(17)|Q) = (2/172)", ).

Die von einem Element erzeugten Untergruppen sind:

Element | H, = {1,a,a?,...}
1 [ H= ()
Bl | = (1], 2}, [, B, [16] = 1], 2], 4], 8]}
3] Hs = {[1], (3], [9], [10], [13], [5], [15], [11], [16], [14], [8], [7], [4], [12], [2], [6]} = G

Die Potenzen von [3] liefern also alle Elemente von Z/17Z*, d.h.
die Abbildung

F: (Z/16Z,+) — (Z/17Z",")
k— F(k) = [3]F

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus (da
F(k+0) = 3] = B][3]" = F(k) - F(¢)).

Da beide Seiten 16 Elemente haben ist F ein Isomorphismus.

Das hilft uns weiter, denn die Untergruppen von (Z/16Z, +)
kennen wir: Ist H < Z/16Z eine Untergruppe, so ist das Urbild in
Z

H:={acZ|[a)cH}<Z

eine Untergruppe. Aber Untergruppen von Z sind immer von

der Form nZ fiirein n € Z,weil fira,b € H < Z nach dem
euklidischen Algorithmus auch ggT(a,b) = ma + m'b € H liegt, und
darum H = nZ fiir die kleinste positive Zahl n € H. Da das Urbild
H von H < Z/16Z auflerdem 16Z enthilt, kommen fiir H = nZ
nur Zahlen n die Teiler von 16 sind in Frage, d.h. alle Untergruppen
H < Z/16Z sind

{0} < 8Z/16Z < 4Z/16Z < 2Z/16Z < Z/16Z.

Bevor wir das verwenden, um uns zu tiberlegen wie wir mit
dieser Information tiberraschend leicht eine Formel fiir {7, also die
komplizierte Formel fiir cos(%) finden konnen, mochte ich kurz
festhalten was wir uns gerade iiber Untergruppen iiberlegt haben.

Einschub: Zyklische Gruppen

Der Trick um alle Unterguppen von Aut(Q({17)|Q) zu finden war
zu bemerken, dass (Z/17Z)* von einem Element — der Restklasse
[3] — erzeugt war. Gruppen mit dieser Eigenschaft heiflen zyklisch.

Definition. Eine endliche Gruppe (H, -) heifit zyklisch wenn es ein
Element i € H gibt, so dass

H={ehh?, ... KHH"1},



d.h. so dass jedes Element von H eine Potenz von # ist.
Eine Element i € H das die obige Eigenschaft besitzt heifst
erzeugendes Element der Gruppe.

Bemerkung. Eine endliche Gruppe G mit N Elementen ist genau
dann zyklisch, wenn Sie isomorph zu (Z/NZ, +) ist. Daher kommt
der Name.

Beweis. Ist namlich G zyklisch und /1 € G ein erzeugendes Element,
so definiert

f:(Z/NZ,+) =G

[a] — K"
einen Isomorphismus von Gruppen:

1. f ist wohldefiniert weil fiir a’ = a +mN gilt

W — ha+mN e .th = . (hN)m S N p—

2. f ist wegen des Potenzrechengesetzes
fla+b)=h"*t =" -H = f(a) f(b)
ein Homomorphismus.

3. f ist nach Definiton bijektiv, weil die Elemente ¢ = WOk, K2, ... hN-1
nach Definition genau alle Elemente von G sind.

Ist umgekehrt f: (Z/NZ,+) — G ein Isomorphismus, so ist
das Element i = f(1) ein Erzeugendes Element von H, da 1 ein
Erzeugendes Element von (Z/NZ, +) ist. O

Bemerkung. Wegen des obigen Resultates, wird eine unendliche
Gruppe H darum manchmal zyklisch genannt, wenn H isomorph zu
(Z,+) ist.

Lemma 61. Die Untergruppen H < (Z/NZ,+) sind genau die
Untergruppen der Form dZ./NZ < Z /NZ fiir die d ein Teiler von N ist.

Beweis. Das Argument das wir oben fiir Z/16Z gesehen haben,
konnen wir abschreiben: Ist H < Z/NZ eine Untergruppe, so ist das
Urbild in Z

H={acZ|[acH} <Z

eine Untergruppe.

Untergruppen von Z sind immer von der Form dZ fiireind € Z,
weil fir a,b € H < Z nach dem euklidischen Algorithmus auch
ggT(a,b) = ma+m'b € H liegt, und darum H = dZ fiir die kleinste
positive Zahl d € H.

Da das Urbild H von H < Z/NZ auferdem NZ enthilt, kom-
men fiir H = dZ nur Zahlen d die N teilen in Frage. O
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Die Galoiskorrespondenz und das regelmiifige 17-Eck

Zuriick zu Q({17): Die Unterkorper Q(Z17)™ fiir die Untergruppen
Hg, Hy, Hy € Aut(Q({17)|Q) mit 8,4, 2 Elementen kénnen wir nun
genau wie fiir {5 leicht ausrechnen und den Kérperturm

Q C Q(Z1)™ € Q(Z17)™ € Q(17)™ € Q(Z1y)

als Kette von expliziten quadratischen Erweiterungen schreiben:

1. Die Gruppe G = Aut(Q({17)|Q) ist vom Automorphismus
0: Q(Z17) — Q der durch 0({17) = 3, gegeben ist erzeugt. Also
ist Hg < G von 02, also der Abbildung fiir die 0%({17) = {7,
gegeben ist erzeugt.

Genau wie fiir p = 5 sind die Elemente z/172F =
{[1], 3], 9], [10], [13], 5], [15], [11],
w0y = {17+ 02 (7)) + o (Quy) + -+ M (Cy) (16}, [14], [8], 7], [4], [12], [2], [6]}
7
=Y (1)
k=0

= {7+ 0+ 05+ G+ Q5+ 3+ G+ G
= 0(G17) + 0 (G17) + 0 (Ga7) + - + 0 (L17)

7
=Y ()
k=0

=0+ + T+ + L+ + T+ 0%

per Konstruktion invariant unter ¢ - liegen also in Q({17)s —
und werden unter ¢ vertauscht, also ist

2_ (a1 4+ ap)x + a1ap € Q]

plx) = (x —ar)(x —a2) = x
da die Koeffizienten unter ¢ invariant sind. Das Polynom ist
also das Minimalpolynom von a; und a; und wir kénnen das
ausrechnen:

16

k

151 + Ny = 2 €17
k=1

=-1 dal+@iy+8,++45=0.
7

ar -0 = (Y o™ (g17)) ( i ot (17))
=0

k=0 Das Ergebnis ist plausibel, da beim
— .= 4 Ausmultiplizieren der Summen
insgesamt 64 = 4 - 16 Potenzen von {17
entstehen und die einzige Gleichung
fiir die Einheitswurzeln die wir kennen
ist die aus dem ersten Rechenschritt.

Die Nullstellen von p(x) = x> + x — 4 sind

/ 1 1 +v17 -1
0{1,2::': 4+Z_§:#

Also ist Q({17)Hs = Q[t]/ (2 + 1 —4) = Q(V17).

2. Fiir Q(Z17)M4, Q(Z17)M2 konnen wir ganz genauso vorgehen:
Die Summen 1 = Y;_o0*({17) und pr = Y}_0*2(017)



sind invariant unter ¢#, liegen also in Q({17)"4 und werden
unter ¢2 vertauscht, damit ist (x — B1)(x — B2) € Q(Z17)™ das
Minimalpolynom der ; usw.

Auf dem Ubungsblatt konnen Sie sich davon tiberzeugen, dass
das tatsichlich ganz algorithmisch auf die Formel fiir cos(32) =

Re(§17) fiihrt.

Endliche Untergruppen der multiplikativen Gruppe und regelmiifiige
p-Ecke

DER KNACKPUNKT in den Berechnungen der Untergruppen von
(Z/pZ)* war, dass wir fiir p = 5und p = 17 jeweils zufillig
gefunden haben, dass diese Gruppen zyklisch sind.

Das ist tatsdchlich immer so:

Satz 62 (Endliche Untergruppen der multiplikativen Gruppe eines
Korpers sind zyklisch). Ist K ein Korper und H < (K*, -) eine endliche
Untergruppe der multiplikativen Gruppe (K*, ), so ist H eine zyklische
Gruppe.

Insbesondere ist fiir jeden endlichen Korper IF, die multiplikative Gruppe
(IF*, -) zyklisch und damit ist ((Z/pZ)*, -) fiir alle Primzahlen p eine
zyklische Gruppe.

Wir werden das gleich noch beweisen, es ist vielleicht in sofern
plausibel, als #" = 1 in einem Korper bedeutet, dass a eine n—te
Einheitswurzel ist und die Gruppe der n—ten Einheitswurzeln ist in
C sichtbar eine zyklische Gruppe.

ZUNAcHST mochte ich das Resultat aber verwenden, um uns zu
tiberlegen, welche regelméfiigen p-Ecke konstruierbar sind. Wir
wissen ndamlich schon, dass {, genau dann konstruierbar ist, wenn
{p in einem Korperturm

Q=KyCKyC---CK, =L
enthalten ist, bei dem alle Schritte quadratische Erweiterungen sind.

Behauptung 63. Ist p eine Primzahl, so ist das regelmdfSige p-Eck genau
dann konstruierbar, wenn p eine Primzahl der Form p = 2%" 41 ist.

Beweis. 1. Damit {, konstruierbar ist, muss [Q({p) : Q] = p — 1 eine
Potenz von 2 sein, also p = 2M 41 fiir ein M € bZ.

2. Ist umgekehrt p = 2M 4 1 eine Primzahl, so ist
Aut(Q((p)IQ) = (Z/pZ7,) = (Z/(p ~1V)Z,+) = (Z/2YZ,+)

eine zyklische Gruppe der Ordnung 2M und diese enthilt die
Kette von Untergruppen

{0} < @M1z /2MZ,+) < - - < (222/2M2Z,+) < 22/2MZ,+) < (2/2MZ, +).

Die Galoiskorrespondenz besagt, dass die zugehorigen Unterkor-
per von Q({) dann wie gewtinscht einen Turm von quadrati-
schen Erweiterungen liefern.

ALGEBRA
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3. Ist p = 2M 4+ 1 eine Primzahl, so ist M = 2" notwendigerweise
selbst eine Potenz von 2, denn ist M = a - b ein Produkt mit b
ungerade, so ist das Polynom

(" +1) = ((x")b +1)
nicht irreduzibel, da —1 eine Nullstelle ist, also
YH1=-DE" =y 2+ 0.
Also ist dann

(1) = (=) +1)
= (=) = ) )

und insbesondere
270 41 = (2" - 1) ()P = (@) 24+ 1),

Also hat M keine ungeraden Teiler, ist also eine Potenz von 2.
O

Bemerkung (Fermat-Primzahlen). Primzahlen der Form p = 22" 41,
also zum Beispiel 3 = 2+ 1,5 = 4+ 1,17 = 16 + 1,257 =
28 +1,65537 = 216 4+ 1 heiflen Fermat-Primzahlen, weil Fermat
festgestellt hatte, dass diese Beispiele alle Primzahlen sind und
vermutete, dass dann wohl alle diese Zahlen Primzahlen sein sollten.

Fiir 257 hatten wir das in der Vorlesung im Kopf nachgerechnet,
fiir 65537 ist das gerade noch per Hand moglich, da /(216 + 1) <
28 +1 = 257 ist und es nicht so viele Primzahlen bis 257 gibt.

Fiir die nachste Fermatzahl 232 + 1 = 4.294.967.297 war das per
Hand nicht so leicht, aber Euler hat dann den Faktor 641 gefunden.

Mit Computerhilfe wurden mittlerweile sehr viele der folgenden
Fermatzahlen ausprobiert und dabei immer faktorisiert. Bisher
wurde keine einzige weitere Fermatprimzahl gefunden! Ob es
tatsdchlich keine weitere gibt ist eine ebenso offene Frage.

Beweis von Satz 62 (Endliche Untergquppen der multiplikativen Gruppe sind zyklisch).
Sei H < (K*,-) eine Untergruppe mitN = #H Elementen. Wir wis-

sen schon, dass die Ordnung jedes Elementes von H ein Teile der
Gruppenordnung N ist, d.h. alle Elemente 2 € H erfiillen die

Gleichung a" = 1. Die Elemente von H sind also N-verschiedene

Nullstellen des Polynoms

p(x) = xN -1,

sind also genau die N-ten Einheitswurzeln in K. Ist K C C ein
Teilkorper der komplexen Zahlen, sind wir damit schon fertig, denn
die N-ten Einheitswurzeln in C sind eine zyklische Gruppe, die von
e erzeugt ist.

Fiir einen abstrakten Korper miissen wir einen anderen Weg
finden, ein Element der Ordnung N in H zu finden. Sei a € H ein
Element maximaler Ordnung 7, dann teilt #n die Gruppenordnung N
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und es gentigt zu zeigen, dass die Ordnung aller anderen Elemente
n teilt, denn dann sind die N Elemente von H Nullstellen von x" — 1
und dann muss 7 = N sein.

Angenommen b € H ist ein Element der Ordnung m, die n
nicht teilt. Ich behaupte, dass wir aus a und b ein Element der
Ordnung kgV(n, m) konstruieren kénnen. Das ist ein Widerspruch
zur Annahme, dass n die maximale Ordnung von Elementen von H
war.

Um ein Element der Ordnung kgV (1, m) zu konstruieren schrei-
ben wir

kgV(n,m)=n"-n',

wobei m’ das Produkt iiber die Primfaktoren von m ist, die in m mit
groferer Potenz als in n vorkommen und #n’ das Produkt tiber die
Primfaktoren von # ist die in #n mit mindestens gleicher Potenz wie
in m vorkommen, d.h.

n=n"-n"

m = ml . m//
"), 1 / / ! o3 :
so dass m" |n’,n"|m’ und ', m’ sind teilerfremd.
Dann hat

' := a"" hat Ordnung n’ und

b’ :=b"" hat Ordnung '.
Damit hat dann aber a’b’ die Ordnung n’ - m’, denn einerseits ist
(@b )" = (g (T = 1.1 = 1.
Und fir 1 < k < n'm’ ist

@v)= @) ("
~——
Ordnung teilt n/  Ordnung teilt m’

Ein Produkt zweier Elemente von teilerfremder Ordnung kann aber
nicht 1 sein, da die Ordnung von c gleich der Ordnung von ¢! ist
und c¢d = 1 bedeutet, dass d = ¢! ist. Daher miissen die beiden

Faktoren beide einzeln 1 sein, d.h. k muss durch die teilerfremden
Zahlen n’ und m’ teilbar sein, ist also ein Vielfaches von n’m’. Das

Zeigt, dass die Ordnung von a’b’ genau n’ - m' ist. O

Definition. Ein Element { € K eines Korpers K heif$t primitive N-te
Einheitswurzel wenn {N = 1und ¢ # 1 fiir 1 < k < N gilt.

Bemerkung. 1. Primitive N-te Einheitswurzeln sind die erzeugen-
den Elemente der Gruppe der N-ten Einheitswurzeln.

2. Ist { eine primitive N-te Einheitswurzel, so ist eine Potenz ¥,
genau dann wieder eine Primitive N—te Einheitswurzel, wenn
a, N teilerfremd sind.

85
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Beweis. Fiir eine primitive N-te Einheitswurzel ist {}; genau dann
1 wenn m = n - N ein Vielfachest von N ist, da fiir m = nN + k gilt

nN+k _ (é’N)n ,gk — ék

N N N ~ 6N

Also ist fiir ({%)F = 7% genau dann 1, wenn N das Produkt ak

teilt und diese Bedinung ist genau dann dquivalent dazu dass N die
Zahl k teilt, wenn a und N teilerfremd sind. Also ist {§; genau dann
wieder eine Primitive N—te Einheitswurzel, wenn 4, N teilerfremd
sind. O

Exkurs: Alle endlichen Korper und QR-Codes

Folgerung 64. Bis auf Isomorphie existiert fiir jede Potenz q = p" einer
Primzahl p genau ein Korper By mit q = p" Elementen, namlich der
Zerfillungskorper des separablen Polynoms x1~1 —1 € F,[x].

Beweis. Auf dem Ubungszettel hatten Sie sich schon tiberlegt, dass
der Zerfallungskorper des Polynoms x7 — x = x(x7-! — 1) genau

g Elemente besitzt, da die Nullstellen dieses Polynoms wegen der
merkwiirdigen binomischen Formel (x + y)? = x? + y? in Koérpern
in denen p = 0 gilt, selbst schon einen Korper bilden. Das Zeigt die
Existenz eines Korpers mit 4 = p" Elementen.

Die Eindeutigkeit folgt, weil wir gerade gezeigt haben, dass fiir
endliche Korper k die Multiplikative Gruppe k* eine zyklische
Gruppe ist und darum alle Elemente von k* Nullstellen von x*~1 —
1 sind. Da wir schon gesehen haben, dass die Anzahl der Elemente
eines endlichen Korper immer eine Primzahlpotenz p” ist, ist also
jeder endliche Korper ein Zerfallungskorper eines Polynoms der
Form x9~! — 1 und Zerfallungskoérper sind bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt. O

Bemerkung (Der endliche Korper [Fps56 und QR-Codes). Der endliche
Korper Fp56 mit 256 Elementen lésst sich als

Fao[x]/ (x® +x* +x® + %% +1)

schreiben, d.h. die Elemente lassen sich eindeutig als Linearkombi-
nation
a="by+b[x]+ - +byx]

mit by, ..., by € {0,1} schreiben. Um zu zeigen, dass das ein Korper
ist, miissen wir nur iiberlegen, dass das Polynom W+t +8+

x2 +1 € F,[x] irreduzibel ist. Das ist per Hand méglich, da wir nur
priifen miissen, dass es keine irreduziblen Teiler vom Grad < 4 gibt
und es gibt nicht so viele irreduzible Polynome vom Grad < 4 in
IF,[x]. Das Polynom ist dabei gerade so gewéhlt, dass die Restklasse
[x] ein erzeugendes Element der multiplikativen Gruppe F35, ist.

In dieser Form wird der Korper fiir QR-Codes verwendet. Das
Grundprinzip hierfiir ist ein sogenannter Reed-Solomon Code (RS-
Code), eine ebenso geniale wie einfache Idee. Das urspriingliche
Problem ist, fiir einen Informationsvektor x = (xq,...,x;,) einen
langeren Vektor

F(x1/~ . -rx'rl) = (yl/- ~-/ynr]/n+1/~- -ryn+m)



so auszuwdhlen und abzuspeichern, dass sich fiir unterschiedliche
Vektoren (x1,...,%,) # (x},...,x),) die Ergebnisvektoren F(x), F(x")
an moglichst vielen Stellen unterscheiden.

Damit konnen wir ndmlich auch wenn einige der Koordinaten
(Y1,--- Yn,Ynt1,-- -, Yn+m) unlesbar werden, den Vektor x zuriickbe-
rechnen, ndmlich als den eindeutigen Vektor im Bild von F, fiir den
F(x) an den anderen Stellen iibereinstimmt.

Dazu miissten wir also eine Abbildung

Fi k" — K

finden, fiir die sich je zwei Bildvektoren an vielen Stellen unterschei-
den. Wahlen wir eine lineare Abbildung F, so bedeutet das einfach,
dass fiir einen Vektor x # 0 der Bildvektor viele Eintrage # 0 hat.

Die Idee fiir RS-Codes ist, k" = k[x]<,_1 als Vektorraum der
Polynome vom Grad < n — 1 aufzufassen und als Abbildung F die
Auswertung an Werten ay, ..., 4,4, € k zu verwenden:

pe(ar)

Co,---,Cpn—1) — x:C+Cx+~~~+c_x”—1,_> pc(ﬂz)
0s rEn—1 Pe 0 1 n—1 .

pe(@ntm)

Da Polynome vom Grad 7 — 1 hochstens n — 1 Nullstellen besitzen,
hat F(c) fiir ¢ # 0 mindestens m + 1 von 0 verschiedene Koordinaten.

Fiir QR-Codes wird k = [Fps5¢ verwendet, weil dieser Korper einer-
seits hinreichend viele Elemente besitzt, um an unterschiedlichen
Werten auswerten zu konnen und andererseits die Elemente als ein
Byte abgespeichert werden konnen.

Je nach Format der QR-Codes konnen damit bis zu 30% fehlerhaf-
ter Koordinaten korrigiert werden. In der Abbildung sehen Sie ein
Muster in dem die Koordinatenbytes abgelegt werden und zusitz-
lich markiert die Teile des QR-Codes die fiir die Technik zustandig
sind, um Orientierung (die Kastchen), schwarz-weifs Kontrast (die
abwechselnd schwarz-weifSe horizontale und vertikale Linie) und
Codierungsmethode (rot markiert) festzulegen.

Einheitswurzeln, N-Ecke und N-te Wurzeln

Mit unserem Wissen tiiber die Galoiskorrespondenz und die Struktur
der Automotphismengruppe Aut(Q({,)|Q) kénnen wir nun klédren,
welche N-Ecke sich mit Zirkel und Lineal konstruieren lassen.

Satz 65. Ein regelmiiffiges N-Eck ist genau dann konstruierbar, wenn N =
2"TT" pi ein Produkt einer Potenz von 2 und paarweise verschiedener
Fermat-Primzahlen p; ist.

Da die einzigen bekannten Fermat-Primzahlen 3,5,17,257, 65537
sind, ist es ein glticklicher Zufall, dass 12 = 22.3und 60 =22-3-5
konstruierbar sind, was fiir Ziffernblitter von Uhren praktisch ist.

Beweis. Wir haben schon gesehen, dass:
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Abbildung 1: Grafik aus Wikipedia
entnommen, der englische Artikel ist
recht detailliert.
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. Ein N Eck kann nur dann konstruierbar sein, wenn [Q({y) : Q] =
2" eine Potenz von 2 ist (Satz 5).

2. Ist p eine Primzahl, so ist ein regelmifliges p-Eck genau dann
konstruierbar, wenn p eine Fermat-Primzahl (oder p = 2) ist
(Behauptung 63).

3. Ist N = n - m ein Produkt und das regelméfsige N-Eck kon-
struierbar, so auch das regelméflige n-Eck, da @}G = (y. Ist also
ein regelméfiiges N-Eck konstruierbar, so sind 2 und Fermat-
Primzahlen die einzigen moglichen Primfaktoren.

4. [Q(Z,2) : Q] = p(p — 1), weil wir auf einem Ubungsblatt

2
nachgerechnet hatten, dass @ (x) = J;p,, __11 das Minimalpolynom

von [, ist. Da p(p —1) fir p # 2 keine Potenz von 2 ist, ist ein
regelmégBiges p?-Eck nur fiir p = 2 konstruierbar.

5. Ist N = n - m ein Produkt teilerfremder Zahlen n, m und sind
Cn, O konstruierbar, so auch (y: Das gilt da die Ordnung von
Cn - Cm gerade kgV(n, m) = nm ist. Daher ist {,, - {;, eine primitive
N-te Einheitswurzel und also ist {j konstruierbar.

Das zeigt die Behauptung. O

FUR JEDE NATURLICHE ZAHL N konnen wir nicht nur entschei-
den, ob {n konstruierbar ist, sondern wir kénnen dhnlich wie fiir
Primzahlen die Galoisgruppe von Q({x)|Q bestimmen.

Ist ndmlich o € Aut(Q({n)|Q), so ist o eindeutig durch den Wert
von o({y) bestimmt, da ¢ ein Kérperhomomorphismus ist und jedes
Element von Q({) als Q-Linearkombination der Potenzen von {y
geschrieben werden kann und o(Z%;) = o({n)” gilt.

Da auflerdem (1) = 1 ist, muss also

o(en)N = (@) = o(1) =1

wieder eine N-te Einheitswurzel sein und sogar eine primitive N-te
Einheitswurzel, da

rnf=1e0l) =1 =1

weil o bijektiv ist.
Die primitiven N-ten Einheitswurzeln sind aber genau die Zahlen
der Form Qlf\] fir die k, N teilerfremd sind (?? 2.).

Folgerung 66. Die Abbildung

F: Aut(Q({n)IQ) — (Z/NZ7,)
o F(o):=k  wobei k durch o({y) = X, bestimmt ist,

ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Da o durch den Wert o (g ) bestimmt ist, ist die Abbildung
injektiv, wir miissen also nur noch priifen, dass die Abbildung
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ein Homomorphismus ist. Seien also 0, 7 € Aut(Q(¢y)|Q) und
F(0) =k F(t) = ¢, dh. o(n) = ¢k, T(Cn) = & Dann ist

cot(ln) =0(t(lN)) Definition o
= o(tn) T(On) = O
=a(n)" o Kérperhomomorphismus
= (&n)' o(gn) = Cn
= k! Potenzgesetz.
Alsoist F(cot)=k-¢=F(0) - F(1). O

Bemerkung. Da Q({n)|Q ein Zerfallungskorper eines separablen
Polynoms ist, gilt # Aut(Q({n)|Q) = [Q({n) : Q]. Um zu zeigen,
dass die Abbildung aus der Folgerung ein Isomorphismus ist, gentigt
es also zu zeigen, dass

[Q(¢n) - Q] =#(Z/NZ") =: ¢(N)

gilt. Das iiberlegen wir uns in der nichsten Vorlesung.
Die Abbildung ¢, die durch

p(N) = HZ/NZ)
=#{ke{l,...,N}|k N teilerfremd}

gegeben ist, heifst Eulersche-Phi-Funktion.

Ganz dhnlich wie fiir Q({y)|Q koénnen wir die Galoisgruppe von
Erweiterungen die durch das hinzufiigen N-ter Wurzeln entstehen
beschreiben.

Satz 67 (Galoisgruppe von Wurzel-Erweiterungen). Sei K ein Korper,
der eine primitive N-te Einheitswurzel {n enthilt und a € K, dann ist die
Abbildung

F: Aut(K(Va)|K) = (Z/NZ,+)
o F(o):=k  wobei k durch
o(Na) = & Va bestimmt ist,

ein injektiver Gruppenhomomorphismus, der genau dann ein Isomorphis-
mus ist wenn xN — a € K[x] irreduzibel ist.

Beweis. Da zu einer Nullstelle Y/a von xN — a4, auch @’I‘\,xN —a
furk = 1,..., N Nullstellen sind, zerféllt das Polynom xN — g
in K( Y/a) in N verschiedene Linearfaktoren, d.h. K( V/a ist ein
Zerfallungskorper eines separablen Polynoms.

Jeder Automorphismus o Aut(K( V/a|K) bildet Nullstellen von
xN — g auf Nullstellen von xN — a ab, also ist fiir alle ¢ tatsichlich
o(Ya) = ¢k Va fiir ein k € Z/NZ, die Abbildung ist also wohl-
definiert und injektiv, weil ¢ durch den Wert auf dem erzeugenden
Element Y/a der Korpererweiterung eindeutig bestimmt ist.

Die Abbildung ist ein Homomoprhismus, da fiir o, T € Aut(K( ¥/a|K)

wie zuvor gilt, dass wenn o( Va) = ¢k Va,(Va) = ¢4 Va gilt,
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dass
cot(Va)=oc(r(Va)) Definition o
=gy Va) T(4n) = Iy
=750(2N) co(b) =bfiralle b € K
SR oV =g Va
=k Va Potenzgesetz.
Alsoist F(coT) =k+ ¢ = F(0) + F(1). O

Kreisteilungspolynome und Gal(Q({n)|Q)

Wir sollten uns noch iiberlegen, dass die Galoisgruppe der Kérper-
werweiterung Aut(Q({n)|Q) tatsdchlich isomorph zu ((Z/NZ)*, -)
ist.

Satz 68. Die Abbildung

F: Aut(Q({n)|Q) — (Z/NZ7, )
o F(o):=k  wobei k durch o({x) = CX; bestimmt ist,

ist ein Isomorphismus.

Beweis. Da wir schon wissen, dass die Abbildung injektiv ist und
Q(Zp)|Q der Zerfillungskérper des separablen Polynoms xV — 1 ist,
geniigt es zu zeigen, dass [Q({y) : Q] = #(Z/NZ*) =: ¢(N), d.h.
wir miissen Zeigen, dass das Minimalpolynom von {x den Grad
@(N) hat.

Wenn das so sein sollte, dann kennen wir das Polynom auch
schon, denn die Nullstellen sind dann genau X, fiir k € (Z/NZ)* -
da dann die Korperautomorphismen {y genau auf die Nullstellen
des Minimalpolynoms abbilden, d.h. das Minimalpolynom sollte
dann das folgende Polynom sein:

on(x) = [ (x-2%)
ke(Z/NZ)*
B 1 NS )
HNil k=0 (x_glzc\])

k,N nicht teilerfremd

V-1
~ TIdIN®(x)

Hier haben wir im letzten Schritt verwendet, dass jede Potenz gk, die
nicht selbst eine primitive N-te Einheitswurzel ist, eine primitive d-te
Einheitswurzel fiir einen Teiler d von N ist.

Wir wissen induktiv dass ®x(x) € Z[x] ein ganzzahliges, nor- Es ist bemerkenswert, dass wir zeigen

miertes Polynom ist, denn das gilt sicher fiir ®;(x) = x — 1 und konnen, dass @y (x) ganzzahlig ist,

nach Konstruktion sind die ®;(x) fiir d|N teilerfremde Teiler von ghng das Por?}il,f,ﬁf}}ljﬁlr_ec,h?j‘?ﬂ,;xvf?n
. . . ie (N = cos isin

XN —1in Q({n)[x]. Da die Polynome ®, aber nach Induktion selbst schreiben und das ausmulﬁphzfgren,

normiert und ganzzahlig sind, sind die Polynome auch schon Teiler bekommen Sie sehr kompliziert

in7Z [x] aussehende Terme. Algebra sagt uns

freundlicherweise ohne Miihe, dass
das komplizierte Ausdriicke fiir ganze
Zahlen sind.
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Dein einzigen guten Trick, um zu zeigen, dass ein Polynom irre-
duzibel ist, den wir kennengelernt haben, war das Polynom modulo
Primzahlen zu betrachten — das Eisensteinkriterium beruhte zum
Beispiel auch auf diesem Trick. Das funktionierte, weil wir nach dem
Lemma von Gauf$ wussten, dass es, wenn es fpr ein normiertes Po-
lynom Teiler in Q[x] gibt, die Teiler schon in Z[x] gefunden werden
konnen.

Angenommen ®y(x) = f(x) - g(x) mit f(x),g(x) € Z[x]. Dann
ist {y eine Nullstelle eines der Faktoren, zum Beipiel von f(x).

Wir miissen zeigen, dass dann auch alle Potenzen @’f\, firzu N
teilerfremde k ebenfalls Nullstellen von f sind. Wir konnen das
Problem auf den Fall, dass k eine zu N teilerfremde Primzahl ist
zurtickfiihren, in dem wir folgendes zeigen:

Behauptung: Ist {; eine Nullstelle von f(x) und p eine zu N
teilerfremde Primzahl, so ist auch (Z§)7 = g"N” eine Nullstelle von f.
Wire das nicht so, so wére ()7 eine Nullstelle von g(x), d.h.
g((¢%)7) = 0. Das beeutet aber, dass 4, sowohl eine Nullstelle von
g(x?), als auch von f(x) ist, die beiden Polynome g(x”) und f(x)

also nicht teilerfremd in Z[x] sind.

Die Restklasse des gemeinsamen Teilers in Z[x] ist dann ein
gemeinsamer Teiler der Restklassen [¢](x), [f](x) € Z/pZ]x].
Aber in Z/pZ gilt wegen der merkwiirdigen binoischen Formel
(x+y)! =xP +yPin Z/pZ dass

[8](x") = ([g](x))"-

Wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in Z/pZ[x]| haben
dann aber auch [g](x), [f](x) einen gemeinsamen Teiler. Das kann
nicht sein, denn das Polynom xN — 1 ist in Z/pZ[x] separabel, da es
teilerfremd zu seiner Ableitung NxN~1 ist und [¢](x) - [f](x) ist nach
Konstruktion ein Teiler von xN — 1.

Also ist Py (x) irreduzibel. O

Auflosbarkeit von Gleichungen und Gruppen

In diesem Kapitel mochte ich nun erkldren, wie die Galoiskorrespon-
denz uns sagt, fiir welche Polynome wir eine Losungsformel fiir die
Nullstellen finden kénnen, die nur (n-)te Wurzeln verwendet.

Wir hatten schon gesehen, dass sich die Voraussetzung im Satz
zur Galoiskorrespondenz — L|K ist ein Zerfallungskorper eines
separablen Polynoms — verschiedene dquivalente Beschreibungen
hat:

Lemma/Definition 69. Fiir eine endliche Korpererweiterung L|K sind die
folgenden Bedingungen dquivalent:

1. L ist der Zerfillungskorper eines separablen Polynoms in K|x]|.
2. #Aut(L|K) = [L: K]

3. K= [ Aut(L/K)
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Korpererweiterungen die eine (und daher alle) dieser Bedingungen erfiillen
heifsen Galoiserweiterungen.

Beweis. Die Aquivalenz der Aussagen 1. und 2. war die Charak-
terisierung von Zerfallungskorpern (Satz 49), die Aquivalenz von
2. und 3. hatten Sie in einer Ubungsaufgabe zusammen gesucht,
das folgte daraus, dass Satz 49 fiir alle Erweiterungen die Unglei-
chung #Aut(L|K) < [L : K] zeigte und Artin’s Lemma umgekehrt
[L: L") < #H fiir jede Untergruppe H < Aut(L) zeigt. a

Notation 70. Ist L|K eine Galoiserweiterung so schreiben wir
Gal(L|K) := Aut(L|K)
fur die Galoisgruppe der Erweiterung.

Ist K C K' C L eine Kette von Korpererweiterungen, so
dass sowohl L|K als auch K’|K Galoiserweiterungen sind, so
ist automatisch auch L|K’ eine Galoiserweiterung, da K’ nach
der Galoiskorrespondenz als K’ = LH fiir eine Untergruppe
H < Aut(L|K) < Aut(L) geschrieben werden kann. Das bedeu-
tet insbesondere, dass H < Aut(L|K’) und also K’ = LH = [Aut(LK')
und wir haben gerade gesehen, dass das schon bedeutet, dass L|K’
eine Galoiserweiterung ist.

Dann ist die Abbildung

|x: Gal(L|K) — Gal(K'|K)

o 0ol K = K

wohldefiniert, denn K’ ist ein Zerfallungskorper, also von den
Nullstellen eines Polynoms f(x) € Klx] in L erzeugt. Da jeder
Korperhomomorphismus ¢ € Gal(L|K) Nullstellen von f auf
Nullstellen von f abbildet, ist fiir alle b € K’ auch o(b) € K/, also
olg € Gal(K'[K).

Der Kern dieser Abbildung ist

ker( |g) ={c € Gal(LI|K) | o|g = idg' }
= Aut(L|K') = Gal(L|K").
Insbesondere ist also Gal(L|K’) <1 Gal(L|K) als Kern eines Gruppen-

homomorphismus ein Normalteiler und die Abbildung |x induziert
einen injektiven Homomorphismus

Q: Gal(L|K)/ Gal(L|K') — Gal(K'|K)

[0] = ol K — K.
Nach der Galoiskorrepondenz (Satz 52) gilt aber

_ #Gal(L|K)

#Gal(K'[K) = [K': K] = o e T iy

= #(Gal(L|K)/ Gal(L|K")).
Daher ist Q ein Isomorphismus.

Fiir den Zwischenkérper K C K’ C L ist K'|K also genau
dann eine Galoiserweiterung, wenn Gal(L|K’) < Gal(L|K) ein
Normalteiler ist. Wir haben also gezeigt:
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Satz 71 (Galoiskorrespondenz - Version 2). Ist K C L eine Galoiserwei-
terung, so sind die Abbildungen

{ /| KCK CL
Zwischenkdrper
K+ Aut(L|K)
L« H

}: {H C Aut(L|K) | H Untergruppe}

zueinander inverse Bijektionen und es gilt:
1. [LH K] = BALK) g 1 LH) = #H.

2. Die Erweiterung LH|K ist genau dann eine Galoiserweiterung wenn
H < Aut(L|K) ein Normalteiler ist.

IN DEN BEISPIELEN zur Galoiskorrespondenz haben wir aufferdem
gesehen, dass die Galoisgruppe Gal(Q({n)|Q) abelsch (=kom-
mutativ) ist und aufSerdem falls ein Korper K eine primitive N-te
Einheitswurzel {y € K enthilt fiir alle 2 € K die Erweiterung

K( V/a)|K eine Galoiserweiterung mit abelscher Galoisgruppe. Sol-
che Erweiterungen bekommen zur Abkiirzung einen Namen.

Definition 72. Eine abelsche Korpererweiterung, ist eine Galoiserweite-
rung L|K fiir die Gal(L|K) eine abelsche Gruppe ist.

WENN WIR ALSO eine Losungsformel fiir die Nullstellen eines
Polynoms f € K[x] finden kénnen, die nur die Symbole +, —, -,
, N/~ verwendet, so ist der Zerfdllungskorper von f in einem
Korperturm

K=Ky C Ky =Ko(ln) S Ko =Ki(¥/a) €+ €L =K =Ke1(Var-1)

enthalten, in dem alle Erweiterungen K;|K;_; abelsche Erweiterun-
gen sind.

Definition 73. Eine Korpererweiterung K'|K heiflt auflisbar wenn es Meistens heiflen diese Erweiterungen

einen Erweiterungskorper L|K gibt, der K’ enthilt und zudem als durch Radikale auflosbar

Kette von abelschen Erweiterungen der Form

K=Ko S Ki =Ko(ln) S Ke = Ki(¥V/m) © - € L =Kr = K1 (V/ar-1)
geschrieben werden kann.

In Termen der Galoiskorrespondenz tibersetzt sich dieser Begriff
als Eigenschaft der Galoisgruppe Gal(L|K):

Definition. Eine Gruppe (G, -) heifSt auflisbar wenn G eine Kette von
Normalteilern

{e} =Gy G <Gy <---<aG =G

besitzt so dass fiiralle i = 1,...r die Gruppen G;/G;_; abelsche
Gruppen sind.
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Um zu zeigen, dass es fiir die Nullstellen der allgemeine Glei-
chung n-ten Grades fiir n > 5 keine Formel in Termen von Grundre-
chenarten und Wurzelziehen gibt, werden wir uns iiberlegen, dass
die symmetrische Gruppe S, fiir n > 5 keine auflosbare Gruppe ist.
Als Nebenprodukt wird das fiir # = 4 noch erkldren, wie wir fiir
die Gleichung 4-ten Grades eine Formel fiir die Nullstellen finden
konnen. Zunéchst sollten wir uns Beispiele fiir Gruppen, die diese
Eigenschaft erfiillen suchen.

Beispiel 74. 1. Jede abelsche Gruppe A ist auflosbar. Formal ist die
Kette {¢} < A schon eine Kette in der A/{e} = A eine abelsche
Gruppe ist.

2. Fiir die symmetrische Gruppe S3 hatten wir bei der Suche nach
einer Losungsformel der Gleichung 3. Grades die Untergruppe

{6} <1 A3z <53
gefunden, wobei

Az = ker(sign: S3 — ({£1},-))
= {0 € S5 | sign(c) =1}
= {id, (123), (132) = (123)2} = (2 /3Z, +)

eine zyklische Gruppe und insbesondere abelsch ist und sign
einen Isomorphismus

S3/Asz = ({£1},)
induziert. Also ist S3 auflosbar.

3. Auf dem Ubungsblatt hatten Sie schon fiir jeden Korper K die
Gruppe der oberen Dreicksmatrizen

By := {( (ﬂ) Z ) |a,b,d€K,ad7§O} <GL2(K)

angeschaut und die Untergruppe

10
UZ::{<O 1>b€K}<B2

als Normalteiler kennengelernt. Die Abbildung

G:B2—>T2:—{<g 2>|a,del<,ad7é0}

(53)-(5%)

war namlich wegen

a b a v aa’  ??
(@] =
0 d 0 d 0 dd



ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit ker(G) = U,. Die
Gruppe T ist abelsch, denn T, = K * xK* und U, = (K, +) da

o) t)-(0 ")

. Ahnlich ist fiir
a b ¢
Bs:={] 0 d e la,...,feKadf #0} <GL3(K)
00 f
die Gruppe
1 b ¢
Ug:z{ 01 e }<IBg

0 0 1

ein Normalteiler, weil U3 wieder der Kern des Homomorphismus

a 0 0
G:B3—>T3:={] 0 4 0 |a,d, f € Kadf #0}
0 0 f
a b ¢ a 0 0
0de |—={]O0doO
00 f 0 0 f

ist. Die Gruppe Uj ist selbst nicht abelsch, denn

1 b ¢ 1 v 1 b+0bV c+c +be
01 e ol 0 1 €& |=1]10 1 e+¢é
0 0 1 0 0 1 0 0 1

und der blau markierte Term ist nicht symmetrisch in den Termen
mit und ohne ’.

Dafiir sehen wir an der Formel (oder auch an der Regel fiir die
Multiplikation von Blockmatrizen) dass die Abbildung

Qz: U3 — UQ

1 b

¢ 1 b
01€>—>01
0 0 1

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ist, also ist

o = O

1 c
ker(Qy) = 0 e |lceeKy <Us;
0 1

ein Normalteiler mit
Us/ ker(Q2) = Uy

abelsch und ker(Q,) = (K2, +) ist selbst wieder abelsch. Also ist
B3 auflOsbar.

ALGEBRA 05
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Das Argument ldsst sich fiir alle n induktiv auf die Gruppe der
oberen Dreiecksmatrizen in GL,(K) iibertragen, indem Sie in U,
die Gruppen U, mit m < n als Quotienten auffassen.

Sich auflosbare Gruppen als Untergruppen der oberen Drei-
ecksmatrizen vorzustellen, ist eine gute Idee, mit etwas Gliick
begegnet Ihnen dazu noch einmal ein Resultat das das erklért.

Auf dem Ubungsblatt haben Sie ein weiteres Beispiel dafiir, wie
solche Gruppen als Galoisgruppen vorkommen.

IN DER VORLESUNG haben Sie sich nun noch das Beispiel S4 ge-
wiinscht:

Beispiel 75. Die Gruppe S4 hat wie alle symmetrischen Gruppen
den Normalteiler

Ay :=Ker(sign) = {o € S, | sign(c) =1} < Sa.
Die % = % = 12 Elemente von Ay sind
1. das neutrale Element e = id,
2. die Dreizyklen (123), (124), (132), (134), (142), (143), (234), (243)
3. die Doppeltranspositionsn (12)(34), (13)(24), (14)(23).
Das sind 12 Elemente, also alle. Die Normalteilerbedingung

cHo ' = Hfiralleo € S,

bedeutet,dass ein Normalteiler mit einem Element T € H auch
alle konjugierten oo ~! in H liegen, was genau die Elemente sind
bei denen in der Zykelschreibweise die Zahlen vertauscht wurden,
d.h. ein Normalteiler, der einen Dreizyklus enthdlt muss also alle
enthalten, damit auch das Produkt

(123) o (124) = (13)(24)

und damit auch alle Doppeltranspositionen. Also ist der einzig
mogliche Normalteiler:

Vs = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

Diese Teilmenge erfiillt die Normalisatorbedingung, da sie alle
Elemente mit gegebener Zykelschreibweise enthilt und ist tatsachlich
eine abelsche Untergruppe da

(12)(34) 0 (13)(24) = (14)(23) = (13)(24) o (12)(34)
gilt. Damit ist

Z/2Z %X Z/27 — V,
(a,b) = ((12)(34))" 0 ((13)(24))"

ein bijektiver Gruppenhomomorphismus. Also ist

{6}<V4<]A4<54



eine Kette von Normalteilern, in der V; abelschist, #A4/V, =
12/4 = 3 also ist Ay/Vy = Z/3Z zyklisch und Sy/Aq = {£1} ist
ebenfalls abelsch.

Damit ist S, auflosbar.

UM DEN BEGRIFF noch formal etwas zu iiben mochte ich kurz
Eigenschaften des Begriffs erklaren.

Lemma 76 (Untergruppen auflosbarer Gruppen sind auflosbar). Ist
G eine auflosbare Gruppe und H < G eine Untergruppe, so ist H auflosbar.

Beweis. Nach Voraussetzung ist G auflosbar. Es gibt also eine Kette
von Normalteilern

{e} =Gy <G 9G<---<G =G

so dass die Quotienten G;/G;_1 abelsch sind.

Es ist zu zeigen, dass auch H eine solche Kette enthilt. Die einzige
Moglichkeit aus den G; Untergruppen von H zu machen ist vielleicht
die Schnitte

H;:=HNG; < H

zu betrachten. Dann erhalten wir eine Kette von Untergruppen
{e}=Hy< Hi=GNH<H,=GNH<:---<H,=H=HNG.

Auf dem Ubungsblatt hatten Sie sich auch iiberlegt, dass fiir einen
Normalteiler N <1 G fiir jede Untergruppe H < G der Schnitt
HN N < H wieder ein Normalteiler ist."3> Also haben wir sogar eine
Kette von Normalteilern

{€}=H0<H1=G10H<]H2:G2mH<]"-QHy:H:HﬁG.

gefunden.
Firjedes i = 1, ...r ist die Abbildung

F:H;/H,_1 =HNG;/HNG;_1 — G;/Gj_
(7] =[]

ein Gruppenhomomorphismus, der injektiv ist, da F([h]) = e
bedeutet, dass h € G;_1, fir h € H N G; bedeutet das aber gerade
he HNG;_q,also [h] = [e] € HNG;/HNG;_;.

Da G;/G;_1 nach Voraussetzung abelsch ist, ist also auch H;/H;
abelsch. O

Bemerkung. Auf dem Ubungsblatt zeigen Sie analog, dass fiir
jeden surjektiven Homomorphismus F: G — Q ebenso folgt, dass
wenn G auflosbar ist auch Q auflosbar ist. Dafiir betrachten Sie dann
entsprechend die Bilder F(G;) und tiberlegen sich, dass diese die
gewiinschte Kette von Normalteilern in Q liefern.

WIE FINDET SICH ein Normalteiler N < G, fiir den G/ N abelsch ist?
Wenn es so einen gibt, ist die Quotientenabbildung

F:G—-G/N=:A
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13 Das war nicht scher, denn es ist nur
zu zeigen, dass fiir alle 1 € H gilt, dass

RINNH)h™! = NNH.

Da N ein Normalteiler ist, ist AINh~! =
N, also liegt die linke Seite sicher in N
und da h € H ist, liegt h(N N H)h~!
sicher in H, also auch in HN N.
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ein Homomorphismus in eine kommutative Gruppe, d.h. es gilt
dann fir g, h € G:

F(g-h) =F(g)-F(h) F Homomorphismus
=F(h)-F(g) A kommutativ
=F(h-g) F Homomorphismus.

Das bedeutet aber, dass F((gh) - (hg)~') = F(ghg 'h~!) = ¢, d.h.
ghg 'h~1 € ker(F) = N.

Notation 77. Fiir Elemente g, h einer Gruppe G bezeichnen wir mit

g, h] == ghg 'h™?

den Kommutator von g und h.

Die Untergruppe von G, die von den Kommutatoren, also von
allen Elementen der Form [g, h] erzeugt wird heilt Kommutatorunter-
gruppe von G und wird als

[G,G] <G
notiert.

Bemerkung. 1. Der Kommutator [, h] = ¢hg~'h~! ist genau dann
das neutrale Element ¢, wenn g - h = I - g gilt, denn

g-h:h-g(:)ghgflhfl =e.
Das erkliart den Namen ,, Kommutator”.

2. Die Gruppe [G, G] < G ist tatsdchlich immer ein Normalteiler.

Der erste Reflex ist vielleicht, das mit der Definition direkt nachzu-
rechnen: Die Elemente von [G, G] sind nach Definition Produkte
von Elementen der Form [g1, g2]. Ist nun [g1, $2] € [G, G] und

g € G,soist

g 181,88 =8 51°88 "8 g

=818 8928 '887'¢ 8%, '8!
= (g518 ") - (8828 ") - (88778 ") (882 ')
= [gg187 ", ghg '] € [G,G].

Also gilt fiir alle g € G, dass ¢[G,G]g! =[G, G].

Das Argument ist ein gutes Beispiel dafiir, dass es sich oftmals
lohnt, noch einmal dartiber nachzudenken, was wir gerade
gerechnet haben.

Féllt Ihnen eine allgemeinere Aussage ein, die leichter zu beweisen
ist? Was ist das Besondere an der Abbildung h + g-h-g~1?

Folgerung 78. 1. Ist N <1 G ein Normalteiler mit abelscher Quotienten-
gruppe G/ N, so enthiilt N die Kommutatoruntergruppe, d.h.

G/N abelsch = [G,G] < N.
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2. Ist G eine Gruppe fiir die |G, G] = G gilt, so ist G nicht auflosbar.

Beweis. Den ersten Teil der Folgerung haben wir schon nachgerech-
net, als wir uns iiberlegt haben, dass [G, G] C ker(G — G/N) = N
gilt.

Der 2. Teil folgt daraus, da wegen 1. folgt, dass G dann keine
Normalteiler N C G enthalten kann fiir die G/ N abelsch ist. O

Beispiel: Kommutatoruntergruppe der symmetrischen Gruppe

Fiir die symmetrische Gruppe konnen wir den Kommutator bestim-
men.

Satz 79. 1. Die Kommutatoruntergruppe der symmetrischen Gruppe ist
die alternierende Gruppe, d.h. fiir alle n € IN gilt Erinnerung:
A, ={c €S, |sign(c) =1}

(S, Sn] = An. = ker(sign)

2. Istn > 5 so gilt
[Ay, An]l = Ap.

Insbesondere sind die Gruppen S, und A, fiir n > 5 nicht auflosbar.

VORUBERLEGUNG: Um einen Uberblick iiber die Kommutatoren
in S, zu bekommen, brauchen wir einen Uberblick iiber die Ele-
mente von S,. Aus der linearen Algebra wissen wir noch, das die
einfachsten Permutationen die Transpositionen (ij), also die Ver-
tauschungen von 2 Elementen sind. Formal also die Abbildungen
Tj: {1,...,n} = {1,...,n} die durch

Tij(i) =j
Ti(j) =i
rl-]-(k) =k furk & {i,]}.

Sie wissen auch, dass wir alle Permutationen als Verkettung von
Transpositionen schreiben konnen — durch mehrfaches Vertauschen
konnen Sie jede Unordnung aufrdumen, bzw. herstellen. Lassen Sie
mich kurz an das formale Argument dazu erinnern:

Lemma 8o. Die Gruppe S, ist von den Transpositionen erzeugt, d.h. jede
Permutation o € Sy, ldsst sich als Produkt von Transpositionen schreiben.

Beweis. Wir zeigen die Aussage mit Hilfe von Induktion tiber die
Grofse der Unordnung: Fiir o € S, sei

Eo=#lic{l,...,n}|o(i) =i}

die Anzahl der Fixpunkte der Abbildung c.

Ist F; = n, so ist ¢ = id und also das Produkt von 0 Transpositio-
nen.

Ist F, = m < n,so existierteini € {1,...,n} mito(i) = j # i.
Dann ist 0~ 1(i) # o~ 1(j) = i also ist 0~ (i) ebenfalls kein Fixpunkt
von 0.
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Dann gilt ftir
0:=(ij)oo
dass
i
o (k) fir alle k € i, 0 1(i).

(ij) o o (i)
(ij) o o (k)

Also besitzt ¢ wenigstens m + 1 Fixpunkte, ldsst sich also nach

Induktion als Produkt von Transpositionen schreiben. Also lasst
sich auch o = (ij) o (ij) oo = (ij) o ¢ als Produkt von Transpositionen
schreiben. O

Beweis von Satz 79. 1. Zunichst gilt [S,, S,] C Ay, denn fiir [0, T]
gilt [0, 7] € ker(sign: S, — ({£1},-)).
Ist umgekehrt o € A, so lasst sich ¢ als Produkt von Transpositio-
nen

o = (i1j1) © (izj2) © - - - © (imjm)

schreiben und wegen der der Multiplikativitdt von sign und
sign((ij)) = —1 ist die Anzahl m der Permutationen gerade. Es
gentigt also zu zeigen, dass sich alle Produkte von zwei Transpo-
sitionen (i1/1) o (izj2) als Produkt von Kommutatoren schreiben
lassen.

(@) Ist {i1,j1} = {i2, jo} so ist das Produkt die Identitdt und es ist
nichts zu zeigen.

(b) Haben die Mengen {i1, j1}, {i2, jo} ein gemeinsames Element,
so gentigt es nach umnummerieren das Beispiel (12) o (23) zu
betrachten. Hierfiir gilt

(12) 0 (23) = (123)
Also
[(12), (23)] = (123)% = (132).
Damit ist [(13), (23)] = (123).
(c) Sind die Mengen {iy, j1}, {i2, jo} disjunkt, so geniigt es nach
umnummerieren das Beispiel (12) o (34) zu betrachten. Es gilt
(123) 0 (234) = (12)(34)
und nach der vorigen Berechnung lassen Sich (123) und (234)

als Produkt von Kommutatoren schreiben.

Insbesondere haben wir hiermit gezeigt, dass sich alle Elemente
von A, als Produkt von Dreizyklen (ijk) schreiben lasst, weil das
fiir die Kompositionen von 2 Transpositionen gilt.

2. Nach dem vorigen Teil gentigt es zu zeigen, dass sich fiir n > 5
alle Dreizyklen als Kommutator von Elementen in A, schreiben
lassen. Wir wissen schon, dass [(13), (23)] = (123) gilt, also gilt
auch

[(13)(45), (23)(45)] = (123)

und Produkte von 2 Transpositionen sind Elemente von A;,.



Lassen Sie uns die Beobachtung zu den Erzeugenden von der
alternierenden Gruppe aus dem Beweis noch einmal festhalten.

Folgerung 81. Die alternierende Gruppe A, ist von Dreizyklen, also
Elementen der Form (i, j, k) miti,j,k € {1,...,n} erzeugt.

Bemerkung. Wir haben auch schon gesehen, dass [A4, A4] = Vi <
Ayqund [As, As] = {e} weil Az = Z/37Z abelsch ist.

Die alternierende Gruppe A,, ist fiir n > 5 eine einfache Gruppe

Mit den Berechnungen von Kommutatoren in S;, konnen wir jetzt
auch die stiarkere Aussage, dass A fiir n > 5 einfach ist, beweisen.

Satz 82. Die alternierende Gruppe Ay, ist fiir n > 5 eine einfache Gruppe.

Beweis. Sei N <1 A, ein Normalteiler mit N # {e}, d.h. N ist eine
nicht triviale Untergruppe so dass fiir alle 0 € Ay

oNo~ 1 =N.

Wir wollen zeigen, dass dann N = A, gilt.

Schritt 1: Es geniigt zu zeigen, dass N einen Dreizyklus (ijk)
enthalt.

Das gilt, da die Dreizyklus in A, fiir n > 5 alle konjugiert sind,
d.h. alle sind von der Form ¢(123)c ! fiir ein ¢ € A,,. Das gilt, da
die Aussage in S, gilt und falls sign(c) = —1 ist, so gilt

oo (123) 00! = 0o ((45) 0 (123) o (45)) oo
= (00 (45)) 0 (123)(v 0 (45)) .

Enthélt N also einen Dreizyklus, so enthilt N wegen cNo~! = N
alle Dreizyklus und A, ist von Dreizyklen erzeugt. Das zeigt die
Behauptung.

Schritt 2: N enthilt ein Element, dessen Ordnung eine Primzahl ist.

Sei ¢ € N mit ¢ # 1, also Ordnung(c) =m > 1. Istm = d - p fur
eine Primzahl p, hat ¢ die Ordnung p. Also enthilt N ein Element
o, dessen Ordnung eine Primzahl p ist.

Dann hat enthilt die Zyklenschreibweise von ¢ nur Zyklen der
Lédnge p, da Zyklen der Ldnge k die Ordnung k haben.

Schritt 3: Wenn N ein Element der Ordnung p > 3 enthiilt, so auch
einen Dreizyklus.

Fiir einen Zyklus der Léange k > 3 konnen wir den folgenden
Kommutator berechnen:

(k...21) 0 (321) 0 (12...k) 0 (123) = (1)(23k)(4)(5) ... (k—1).
Haben wir also eine Element
o = (i1ip ... i )evtl weitere Zyklen € N,

so sind 0! und (i1ipi3) ! o o o (i1izi3) Elemente von N und darum
auch

oo (izinit) o0 o (iiniz) = (i1)(inizix) (is) . . . (ix_1 )evtl weitere Zyklen.
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IN DER VORLESUNG hatten Sie gefragt,
wobher die Idee kommt fiir ein gegebe-
nes Element ¢ € N Elemente der Form
o127 1oz anuschauen.

Zunichst haben wir nur ein Element
o € N und damit auch die Potenzen
o* zur Verfiigung. Das hilft uns nicht
weiter, um die Zyklenschreibweise zu
vereinfachen.

Da N ein Normalteiler ist, konnen
wir o auch konjugiern, also zoz !
anschauen. Das dndert aber nur die
Nummerierung der Zyklen, nicht die
Lange.

Als nichstes wiirde ich dann Pro-
dukte von ¢ und den konjugierten
Elementen zoz~! anschauen.
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Enthalt also o nur Zyklen der Lange p > 3, so haben wir nun ein
Element mit einem Zyklus der Lange 3 und eventuell weiteren
Zyklen der Linge p > 3, die p-te Potenz dieses Elements ist dann ein
Dreizyklus und wir sind fertig.
Schritt 4: Falls N ein Element o der Ordnung 3 enthiilt, so ist &
entweder selbst ein Dreizyklus, oder ¢ ist von der Form
(iniais) (jajajs) - - - -

Dann kdnnen wir den Kommutator

((123)(456)) ' o (234) ! o ((123)(456)) o (234)

= (16234)(5)

verwenden, um wie zuvor zu zeigen, dass
_l e . _1 0.
o~ (iiziy) o (iniziy) €N

ein Element ist, von dem die 3.te Potenz Ordnung 5 besitzt. Dann
enthélt N nach Schritt 3 einen Dreizyklus.
Schritt 4: Wenn N ein Element o der Ordnung 2 enthalt, dann ist

g = (iljl)(izjz) e

ein Element mit einer geraden Anzahl von Zweizyklen. Hierfiir hilft
uns dann

(12)(34) o (345) ' 0 (12)(34) o (234) = (1)(2)(354)

um ein Element der Ordnung 3 zu finden.
Also enthilt N einen Dreizyklus. O

Bemerkung. Der Trick, mit Hilfe von Kommutatoren Permutationen
zu vereinfachen ist Thnen, wenn Sie schon einmal mit einem Zauber-
wiirfel gespielt haben, schon begegnet. Die typischen Zugfolgen, um

Kanten oder Ecken zu vertauschen bestehen aus Kommutatoren.
. . Abbildung 2: Geogebra kennt eine
IN DER VORLESUNG haben wir uns dieser Stelle noch {tiberlegt, digitale Version des Wiirfels. Sage
warum die Symmetriegruppe des Dodekaeders isomorph zur kann Thnen (optimale) Losungen fiir
einen verdrehten Wiirfel berechnen.

einfachen Gruppe As ist. Das Geogebra-Applet dazu finden Sie auf
der Moodleseite des Kurses.

Wiederholung und Nachtriige

Sie hatten an dieser Stelle noch einmal um Beispiele von Zerfil-
lungskorpern und dem Zerfallungskorperwunder gebeten. In der
Vorlesung haben wir darum wieder ein Begriffs-Stadt-Land-Fluss
ausgefiillt:

‘ Begriff ‘ Definition ‘ Beispiele ‘ Resultate/ Anwendungen ‘

‘ Zerfallungskorper ‘ ‘ ‘ ‘

Beispiel 83.


https://www.geogebra.org/m/z3fbvq9t
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1. C = R(i) ist ein Zerfallungskorper von x% + 1 € R[x].
2. Q(i) ist ein Zerfallungskorper von x? + 1 € Q[x].
3. Q(V/2) ist ein Zerfallungskorper von x2 — 2 € Q[x].

4. Fur quadratische Erweiterungen entstehen Zerfallungskorper
durch hinzufiigen einer Nullstelle.

5. Q(v/2,3) ist ein Zerfallungskorper von x> —2 € Q[x].

Hingegen ist Q(v/2)|Q kein Zerfallungskorper, weil x> — 2 in
dieser Erweiterung nur eine Nullstelle besitzt.

6. Q(/a,{y) ist ein Zerfallungskorper von x” —a € Qlx].

7. Q(v/2,1/3) ist ein Zerfallungskorper von (x2 —2)(x2 — 3) =
x* — 5x% + 5Q[x]. Das Minimalpolynom von /2 + /3 tiber Q ist

(x—(V2+V3)) (x = V2+V3) (x + V2= V3) (x + V2 + V3) € Q[x].

Davon sagt uns die Galoiskorrespondenz, dass die Koeffizienten
in Q liegen, da diese unter Gal(Q(v/2,v/3)|Q) = (Z/2Z) x
(Z/2Z) invariant sind.

Bemerkung. Ist L|K eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgrup-
pe G =Gal(L|K) und & € L, so ist

p(x) = JI (x—c()) K]
reGal(L|K)

und wenn die Elemente {0 («) },ccal(1|x) Paarweise verschieden
sind, so ist dieses Polynom das Minimalpolynom von «.

Beweis. Da fiir alle T € Gal(L|K) gilt

T(p(x)) =7 ( IT - U(“)))
eGal(L|K)
= J] (x—1o(w) 7 Kérperhomomorphismus
reGal(LK)
1

= JI (x-d) od=tceoc=1t"

o' €Gal(L|K)
= p(x)

LIK) und nach der Galoiskor-

sind die Koeffizienten von p(x) in LG
respondenz ist LG(LK) = K.

Die Elemente o («) sind alle auch Nullstellen des Minimalpo-
lynoms von x, da das Minimalpolynom in K[x| liegt und damit
ebenfalls invariant unter Gal(L|K) ist. Wenn die Elemente also paar-
weise verschieden sind, so ist also p(x) = [Tyegai(r/x)(x — o(a)) ein
Teiler des Minimalpolynoms und damit schon gleich dem Minimal-

polynom, da p(x) € K[x] liegt und p(«) = 0 erfiillt. O

Das Zerfallungkorperwunder (Satz 45) war die Aussage:
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Ist K C L ein Zerfallungskorper eines Polynoms g(x) € K[x] und
p(x) € K[x] ein beliebiges irreduzibles Polynom, das in L eine Null-
stelle besitzt, dann zerféllt auch p in L vollstandig in Linearfaktoren.

Zum Beispiel hatten wir gesehen, dass in Q(ﬂ, \@) das in Q[x]
irreduzible Polynom

fx)=x* =102 41 = (x— (V2+V3))(x = V2+V3)(x + V2 = V3)(x + V2 + V3)

vollstindig in Linearfaktoren zerféllt. Die Galoiskorrespondenz
erkldrt hier ganz schon, wieso das in diesem Fall stimmt.

D1EsE EIGENSCHAFT von Zerfallungskérpern hat einen Namen, den
ich noch nachtragen muss:

Definition. Eine Korpererweiterung L|K heif3t normal wenn jedes
irreduzible Polynom p(x) € K[x] das in L eine Nullstelle besitzt, in
L vollstandig in Linearfaktoren zerfallt.

Bemerkung. Eine endliche Korpererweiterung L|K ist genau dann
normal, wenn L|K ein Zerfallungskorper ist.

Beweis. Dass Zerfallungskorper normal sind, ist genau die Aus-
sage des Zerfallungskorperwunders (Satz 45). Ist umgekehrt

L = K(wy,...,ar) eine endliche normale Erweiterung, so ist L der
Zerféllungskorper von f(x) = [[;_; minpol, (x), denn die Minimal-
polynome sind irreduzibel und haben in L eine Nullstelle, zerfallen
also weil L normal ist bereits vollstindig in Linearfaktoren. O

Beispiel 84. 1. Die unendliche Erweiterung C|Q ist normal, da in
C|[x] sogar alle Polynome in Linearfaktoren zerfallen.

2. Die unendliche Erweiterung R|Q ist nicht normal, da zum
Beispiel das irreduzible Polynom p(x) = x*> — 2 € Q[x] in R nur
eine Nullstelle besitzt.

Aufgabe (Knobelaufgabe). Dass die Korpererweiterung Q C R recht
grof$ aber nicht normal ist hat unangenehme Auswirkungen auf die
Kérperautomorphismen von IR:

Zeigen Sie, dass der einzige Kérperautomorphismus ¢: R — R
die Identitat ist.
Hinweis: Das wire viel leichter, wenn wir wiissten, dass o stetig ist.
Um zu beweisen, dass das immer der Fall ist konnten Sie zunachst
schauen, was Sie iiber 0(IR~() wissen.

Bemerkung: Obwohl es hier nicht nétig ist, mochte ich darauf hin-
weisen, dass im Gegensatz zu diesem Ergebnis Aut(C/Q) sehr grof8
(iberabzahlbar) ist.

ZUR AUFLOSBARKEIT von Gleichungen hatten Sie sich auch noch
eine Wiederholung gewtinscht.

Definition. Eine Korpererweiterung L|K heifSt durch Radikale auflisbar
wenn es eine Kette von Korpererweiterungen

K=KgCKiCK,C---CKy



gibt so dass K; = K;_1( %/a;) mit n; € N und a; € K;_1 (dabei lassen
wir auch das Hinzuftigen von Einheitswurzeln, also a; = 1 zu), so
dass L C K,,.

WENN WIR EINE LOSUNGSFORMEL fiir die Nullstellen eines separa-
blen Polynoms f(x) € K[x] angeben konnen, die mit iterierten n-ten
Wurzeln auskommt, bedeutet das also, dass der Zerfallungskorper L
von f auflosbar ist und umgekehrt lassen sich die Nullstellen genau
dann als Formel in n—ten Wurzeln ausdriicken, wenn diese in einer
auflosbaren Erweiterung liegen.

FUrR ERWEITERUNGEN die durch Wurzelziehen entstehen, haben wir
die Galoisgruppe berechnet, indem wir gezeigt haben, dass wenn
K eine primitive n—te Einheitswurzel enthilt, die Galoisgruppe
Gal(K({/a)|K) eine Unterguppe von (Z/nZ,+) ist (Satz 67). Also
sind Galoisgruppen, von Galoiserweiterungen die durch Hinzufiigen
von Einheitswurzeln und n—ten Wurzeln entstehen auflosbar.

Ist K|L ein separabler Zerfallungkorper, der in einer solchen
Erweiterung K|K;, enthalten ist, so ist die Galoisgruppe Gal(L|K) =
Gal(K,|K)/ Gal(K,|L) ein Quotient einer auflosbaren Gruppe, also
selbst wieder auflosbar.

Darum kann es nur Losungsformeln fiir die Nullstellen eines
separablen Polynoms f(x) € K[x| geben, die mit iterierten n-ten
Wurzeln auskommen, wenn der Zerfallungskorper L von f durch
Radikale auflosbar ist.

Bemerkung. Statt nach einer Losungsformel fiir alle Nullstellen
eines irreduziblen Polynoms zu fragen, konnten Sie auch nach
einer Formel fiir eine Nullstelle fragen. Diese Frage hat die gleiche
Antwort.

Versuchen Sie doch einmal, diese Aussage selbst zu beweisen.
Das ist nicht ganz einfach, benotigt aber keine neuen Methoden.
Mittlerweile finden Sie die Aussage, dass die beiden Fragen die
gleiche Antwort haben, da wir in den Formeln verschiedene n—ten
Wurzeln algebraisch nicht unterscheiden kénnen und daher eine
Losung fiir eine Nullstelle immer mehrere Nullstellen liefern muss.
Aber das ist nattirlich noch kein Beweis.

Gruppenoperationen und erste Resultate zur Struktur endlicher
Gruppen

Um zu zédhlen, wie viele Automorphismen ein Dodekaeder besitzt,
also die Anzahl der Elemente der Gruppe

Aut(Dodekaeder) := {A € SO(3) | A(Dodekaeder) = Dodekaeder}
zu zdhlen hatten wir wie folgt argumentiert:

1. Der Dodekaeder hat 12 Flachen.

2. Ein Automorphismus kann jede der 12 Flichen nach oben drehen
und

ALGEBRA
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3. fiir jede dieser 12 Fldchen gibt es 5 mogliche Ausrichtungen.

Ein Automorphismus ist eindeutig dadurch bestimmt, welche
Flache in welcher Ausrichtung oben liegt, also gibt es 12 -5 = 60
Automorphismen.

DAs ARGUMENT war also zu schauen, was die Automorphismen
mit den Fldchen anstellen. Das ist ein allgemein niitzliches Prinzip:
Um eine Gruppe zu verstehen, sollten wir versuchen, diese als
Symmetrien eines Objektes oder einer Menge zu beschreiben.

In unserem Fall definierte jede Symmetrie ¢ € Aut(Dodekaeder)
eine Abbildung:

g.: {Seitenflichen} — {Seitenflichen}

Nummerieren wir die Seitenflachen durch, konnen wir das als

g.:{1,2,3,...,12} - {1,2,3,...,12}

auffassen. Diese Abbildungen haben die Eigenschaften

1. (Neutrales Element) e. = id, d.h. das neutrale Element definiert
die identische Abbildung

2. (Vertraglich mit Verkntipfung) Fiir g,h € Gisth.og. = (h-g).
Diese Struktur heifit Gruppenoperation, oder Gruppenwirkung:

Definition 85 (Gruppenoperation). Eine Operation einer Gruppe G
auf einer Menge X ist eine Abbildung

2GEGxX =X
(8 %) = gx
fiir die gilt:
1. Fiir das neutrale Element e € G gilt

e.x = x fur alle x € X.

2. Firalle g,h € G gilt:

g.(hx) = (g-h).x fir alle x € X.

Die zweite Bedingung lese ich als Assoziativgesetz:

(8:(hx)) = ((g- 1).x).

Zusammen mit der ersten Bedingung ist in diesem Axiom die
Aussage versteckt, dass fiir alle g € G die Abbildung

g: X=X

X gx
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bijektiv ist, da das zu g inverse Element ¢! eine inverse Abbildung

definiert:
¢ l(gx)=(g ' g)x Assoziativitat
—ex=2x und
g(elx)=(g-g7")x
=ex = x.

Bemerkung. Eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge X
anzugeben ist das selbe, wie einen Gruppenhomomorphismus

G — S(X):={f: X — X | f bijektiv}
anzugeben.

Beweis. Ist.: G x X — X eine Gruppenoperation, so ist fiir jedes
g € G die Abbildung

g: X=X
X g.X
bijektiv, also ist
G — S(X)
g—g: X=X
wohldefiniert. Diese Abbildung bildet das neutrale Element e von

G auf das neutrale Element idx von S(X) ab, da e. = idx und ist
vertraglich mit Komposition, da

(g-h).x = g.(hx)

fir alle g,h € G,x € X gilt, also ist (¢ - h). = g. o h.. Darum ist g — g.
ein Gruppenhomomorphismus.
Ist umgekehrt F: G — S(X) ein Gruppenhomomorphismus, so

erfiillt die Abbildung
2GxX =X
(8, %) = gx:= F(g) (x)
N~
€S(X)
N——
€X

die Eigenschaften einer Gruppenoperation, da

ex F(e)(x)

=idx(x) =« F Gruppenhomomorphimus.

F(h))(x) Defo =F(g-h)(x) F Gruppenhomomorphimus

Diese beiden Konstruktionen sind nach Definition zueinander
invers. O
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Beispiel 86.

1. Fiir die Automorphismengruppe G = Aut(Dodekaeder) haben
wir uns die Operation auf der Menge der Seitenflichen

G x {Seitenfldchen} — {Seitenfldchen}
angeschaut, die wir nach nummerieren der Seiten als
Gx{1,23,...,12} =+ {1,2,3,...,12}

auffassen konnen. Das liefert uns einen Homomorphismus G —
S1p, der sogar injektiv ist, weil nur die Identitit alle Seitenflachen
fest lasst.

Genauso konnten wir die 20 Ecken nummerieren und einen
Homomorphismus G — Syp bekommen, oder wie im Argument,
dass G = Aj ist die Operation auf den 5 einbeschriebenen
Wiirfeln betrachten.

Der Vorteil der abstrakten Gruppe G gegeniiber der Untergruppen
von S, ist, dass wir die Gruppe auf verschiedene Weisen operieren
lassen konnen, die Einbettung in S5 ist die kleinste Moglichkeit,
auf die wir zunéchst sicher nicht gekommen wéren.

2. In der linearen Algebra hatten wir die Gruppe GL, (K) der
invertierbaren n x n Matrizen kennengelernt. Diese operiert zum
Beispiel auf K":

-t GLy(K) x K" — K"
(A,0) — Av

oder auch auf den n x m Matrizen:

o: GL,(K) x Maty, ,,(K) — Mat, ,(K)

(A,B) — AoB.
3. Die Untergruppe'4 der orthogonalen Matrizen mit Determinante % Erinnerung: Der Satz vom Fusball
1 50(3) < GL; (]R) operiert genauso auf R3: besagte, dass die Elemente von SO(3)

genau die Drehungen sind.
-2 SO(3) x R®* — R?
(A,0) — Av
aber da orthogonale Abbildungen Lingen erhalten definiert das
auch eine Operation auf der 2-Sphire S? := {v € R3 | o] = 1}:
: SO(3) x §? — §2
(A,v) — Av.

Elemente ziihlen I: Stabilisatoren und transitive Operationen

In unserer Berechnung der Anzahl der Elemente der Dodekaeder-
gruppe hatten wir gezihlt, wie viele Elemente der Gruppe die
Oberseite fest lassen. Nummerieren wir die Oberseite mit 1 wéren
das also die Elemente ¢ € G mit g.1 = 1. Diese Untergruppe heifst
Stabilisator der Seite.



Definition (Stabilisator eines Elements). Ist G x X — X eine
Operation einer Gruppe G auf einer Menge X und x € X ein
Element, so heifst

Stabg(x):={g€G|lgx=x} <G

der Stabilisator von x in G (oder die Stabilisatoruntergruppe von x in
G).

Aufgabe. Der Stabilisator eines Elementes ist tatsdchlich eine
Untergruppe. Bitte rechnen Sie das einmal selbst mit der Definition
nach.

Beispiel 87.

1. Fiir die Operation der Automorphismengruppe G = Aut(Dodekaeder)
der Menge der Seitenflichen

G x {Seitenflichen} — {Seitenfldchen}

besteht der Stabilisator einer Fliache genau aus den 5 Drehungen
um die Achse durch den Mittelpunkt der Flache.

2. Im Beispiel der Operation:

-t GLy(K) x K" — K"

(A,0) — Av
1
0
ist der Stabilisator des ersten Einheitsvektors e; = . die
0

Gruppe der invertierbaren Matrizen A mit Ae; = e, d.h. der
Matrizen mit erster Spalte e;:

1 % *
0 * PR *

Stabgr, (e1) =qA=| . . .| € GLy(K)
0 % - %

Schliefilich hatten wir bei Berechnung der Anzahl der Elemente
der Dodekaedergruppe noch verwendet, dass wir jede Seite nach
oben drehen konnen, bzw. dass wir die obere Seite auf jede Seite
drehen konnen, d.h. wenn xy die obere Seite bezeichnet, so gibt es
fiir alle x € {Seitenflichen} gibt es ein ¢ € G mit g.xg = x.

Definition (transitive Operationen). Eine Gruppenoperation
2GEx X=X

heif$t transitiv wenn fiir ein xy € X gilt, dass es zu jedem x € X ein
g € G gibt so dass g.xg = x.

In dieser Definition hitten wir die Bedingung genauso gut fiir alle
xo € X formulieren konnen:

ALGEBRA
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Bemerkung. Eine Gruppenoperation ist genau dann transitiv, wenn
fur jedes Element x; € X gilt, dass es zu jedem x € X ein g € G gibt
so dass g.x1 = x.

Beweis. Ist die Operation transitiv, xg € X ein Element das die
Bedingung der Definition erfiillt und x; € X beliebig, so existiert
ein g1 € G mit x; = g1.xp und g € G mit x = g.xg. Dann gilt aber
Xg = g;l.xl und also:

x=gxo=g.(g7 1) = (g:87") 11
Also gibt es zu jedem x € X ein ¢’ € G mit ¢’.x; = x. O

Jetzt kénnen wir unser Zahlargument allgemein formulieren:

Behauptung 88 (Bahnen-Stabilisatorformel). Sei.: G X X — X eine
transitive Gruppenoperation und x € X ein Element. Dann definiert die
Abbildung

x:6G—=X
g gx
eine bijektive Abbildung

f: G/ Stabg(x) — X
8] = f([8]) :=gx.

Insbesondere ist

#G

beziehungsweise
#G = #X - #Stabg(x).

ERINNERUNG: Ist H < G eine Untergruppe, so ist die Quotienten-
menge

G/H:=G/ ~y wobeig ~y g I eGsd g =gh

nur eine Menge mit G-Operation, aber nur dann eine Gruppe, wenn
H ein Normalteiler ist.

Im obigen Satz ist der Stabilisator nicht unbedingt ein Normaltei-
ler, der Quotient G/ Stabg(x) ist darum zunédchst nur eine Menge.
(Diese Menge war fiir uns schon einmal niitzlich, um zu zeigen, dass
die Ordnung eines Elementes immer ein Teiler der Gruppenordnung
ist.)

Beweis. Die Abbildung ist wohldefiniert: Ist [g] = [¢’], so existiert
nach Definition ein /1 € Stabg(x), so dass g’ = g - h. Darum gilt dann

fg) =g x=(g-h)x g =gh
h.x) Gruppenoperation

x) h.x = x weil h € Stabg(x)
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Die Abbildung ist injektiv, denn f([g]) = f([¢’]) bedeutet

gx=g¢'x wende ¢ 1. auf beide Seiten an

=x=(gt ¢y

also ist dann g~! - ¢’ € Stabg(x) und damit g’ = g- (¢ '¢’), d.h.
——

EStabG (x)

Die Abbildung ist surjektiv, da wir vorausgesetzt hatten, dass die
Operation transitiv ist. O

Bemerkung. Die Gleichung der Stabilisator-Bahnen-Formel ist
interessant, weil wir je nach Situation unterschiedliche 2 der 3
auftretenden Terme einfach verstehen kénnen und damit den dritten
berechnen.

Fiir die Dodekaedergruppe hatten wir die Gleichung

#G = #X - #Stabg ()

verwendet, um #G aus der Anzahl der Seiten und der Anzahl der
Elemente des Stabilisators einer Seite zu berechnen.

Das hitte mit den Ecken genauso funktioniert. Umgekehrt
konnen wir damit schnell sehen, dass ein Dodekaeder 30 Kanten
haben muss, da der Stabilisator einer Kante nur die Identitit und die
Drehung um 180° enthdlt, also

#G 60
#{Kanten} = FStba(x) 2 30.

Bemerkung. Die Bijektion G/ Stabg =X gibt uns auch eine
konkrete Beschreibung der Quotientenmenge. Zum Beispiel ist die
Operation
GL, xK" — K"

A,v— Av
nicht transitiv, aber fast: Av # 0 fiir alle v € K" \ {0} und A0 =0,
also gibt es kein Element von K", so dass sich alle w € K" als
Av = w schreiben lassen, aber die Operation

GL, xK"~ {0} — K"~ {0}

A, v~ Av

ist bijektiv, da wir jedes Element v € K" \ {0} zu einer Basis

V,V2,..., vy von K" ergdnzen konnen und damit A := (vvy...v,) €
GL, die Eigenschaft Ae; = v erfiillt. Also ist

GL,/ StabGLn(el) =5 GAN {O}

Wenn wir die Untergruppe SO(3) < GL,(R) der Drehungen
betrachten, so bildet diese die Einheitssphére

§*:={veR’| o] =1}
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in sich ab:

SO(3) x §% — §2
A, v~ Av

und der Stabilisator des ersten Einheitsvektors ist

1 0 O i b
Stab503 (el) = { 0 a b | ( b a4 ) € 80(2)} = 50(2)
0 —b a

Also ist

SO(3)/S0(2) = S2.
Wenn Sie die Definitionen auspacken, werden Sie feststellen, dass die
Abbildung einfach durch

Matrix — erste Spalte

gegeben ist.

Elemente ziihlen 1I: Die Bahnenformel(n)

Unser Hauptbeispiel einer Gruppenoperation ist die Operation der
Galoisgruppe eines Zerfallungskorpers eines Polynoms f auf der
Menge der Nullstellen von f.

Im Beispiel f(x) = (x?> —2)(x?> — 3) € Q[x] ist diese Operation
sicher nicht transitiv, denn die Galoisgruppe kann die Nullstellen

++/2 und :&:\/5 nicht vermischen.
Auf englisch , orbit”.

Definition (Bahn eines Elementes). Ist G x X — X eine Gruppenope-
ration und xp € X so heifst die Menge

Gxg:={x=gx|ge€G}CX
Bahn von xg.

Beispiel 89. 1. Fiir unsere Operation GL, xK" — K" haben wir
schon gesehen, dass diese zwei Bahnen, namlich GL,, .0 = {0}
und GL, .e; = K" \ {0} besitzt.

2. Fiir die Operation SO(3) x R® — R3 haben wir genauso die Bahn

SO(3).0 = {0}
und fiir jeden Vektor v € R3 \ {0} gilt |Av| = |v|. Da umgekehrt
A.e; = S? und Are; = rAe; gilt, sind die anderen Bahnen dieser Die Bahnen von S0(3) auf R3 sind konzentrische Sphiren.

Operation genau die Sphéaren mit festem Radius .

Lemma/Definition 9o (Menge der Bahnen G\ X). Ist G x X — X eine
Gruppenoperation, so ist die Menge der Bahnen

G\X :={M C X | M = Gux fiirein x € X}
genau die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich der Relation
x~x' & x = gxfireing € G.

Insbesondere sind Bahnen entweder gleich oder disjunkt, d.h. G.x N G.x" #
g = Gx=Gux.
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Beweis. Wenn wir nachrechnen, das die Relation eine Aquiva-
lenzrelation ist, folgt, dass die Aquivalenzklasse eines Elementes
[x] = {x’ € X | x ~ x'} = G.x gerade die Bahn von x ist. Da
Aquivalenzklassen entweder gleich oder disjunkt sind, folgt dann
der Rest der Behauptung.

Die Axiome fiir Aquivalenzrelationen rechnen wir leicht nach:

1. reflexiv: Fiir jedes Element x € X ist e.x = x also x ~ x.

2. transitiv: Die Bedingungen x ~ x’ und x’ ~ x”" bedeuten dass es
¢, h € G gibt, so dass x’ = ¢.x und x” = h.x’ also

X" =hx

= h.(g.x)
=(h-g)x
also x ~ x”.

symetrisch: Die Bedingung x ~ x’ bedeutet, dass es ¢ € G gibt mit
x' = g.x. Wenden wir auf diese Gleichung ¢~!. an erhalten wir

g ta' =g (gx)

=(gl g)x=ex=nx

-1

Also x = g7'.x" und das bedeutet x’ ~ x. O

Da die Operation einer Gruppe auf einer Bahn per Definition
transitiv ist, konnen wir damit die Elemente von X neu zihlen:

Satz 91 (Bahnenformel I). Ist G x X — X eine Operation einer endlichen
Gruppe auf einer endlichen Menge so gilt:

D L S R I I o

[x]€G\X vjec\x Stabg (x) [x]€G\X

Beweis. Die erste Gleichung ist nur die Zerlegung von X in die
Aquivalenzklassen und in der 2. Gleichung haben wir die Bahnen-
Stabilisatorformel fiir die Bahnen G/ Stabg(x) = G.x = [x] (Behaup-
tung 88) verwendet. O

DEeRrR GRUND dafiir diese Aussage als Satz zu formulieren ist die
etwas {iberraschende Niitzlichkeit dieser Zahlmethode. Zum Beispiel
ergibt sich die folgende Aussage iiber die Struktur von endlichen
Gruppen erstaunlich leicht daraus.

Folgerung 92 (Gruppen der Ordnung p" sind auflosbar). Sei p eine
Primzahl und G eine endliche Gruppe.

1. Ist#G = p soist G = (Z/pZ,+) zyklisch und insbesondere abelsch.
2. Ist #G = p" fiir ein n € IN, so ist G auflosbar.

3. Ist #G = p? so ist entweder G = (Z/p*Z, +) oder G = (Z/ pZ. x
Z/pZ,+). Insbesondere ist G abelsch.
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VORUBERLEGUNG: Um eine Gruppe zu verstehen, sollten wir
Mengen suchen, auf denen die Gruppe operiert. Hier fangen wir
leider mit einer abstrakten Gruppe G an, weshalb uns nicht viele
Mengen einfallen, auf denen G operieren konnte. Zunéchst fallt
mir nur G selbst ein, also X = G. Lassen wir G einfach durch
Multiplikation von links auf X = G operieren, finden wir nur eine
Bahn G.e = G, was uns nicht weiter hilft.

Eine bessere Operation haben wir schon gefunden als wir S, —
S3 konstruiert haben, indem wir S4 durch Konjugation auf den
Doppeltranspositionen {(12)(34), (13)(24), (14)(23) } operieren
gelassen haben.

MERKE: Jede Gruppe G operiert durch Konjugation auf sich selbst:
Fir X := G ist

2GEGx X=X
(gx) > gx:=g-x-g "
. . .. . Def.
eine Gruppenoperation, denn fiiralle x € X = Ggiltex =
e-x-e!=xundfirgheG,xeX=0Ggilt

g.(h.x) :g.(h-x-hfl)
:g~(h-x-h‘1)-g‘1
=(g-h)-x-(h'-g7h)

Beispiel 93. 1. Fiir die Gruppe G = GL,(K) entspricht A s gAg ™!
einem Basiswechsel. Die Bahnen diese Operation haben wir in
der linearen Algebra fiir algebraisch abgeschlossene Korper K
berechnet, diese sind genau durch die moglichen Jordannormalfor-
men gegeben, denn zu jeder Matrix gibt es einen Basiswechsel, der
die Matrix in Jordannormalform bringt und weil die Jordannor-
malform durch das charakteristische Polynom, und die Dimension
der Kerne ker(A — c;id)"™ wobei m < n und ¢; Eigenwerte von
A sind bestimmt ist, sind zwei Matrizen genau dann zueinander
konjugiert, wenn sie die gleiche Jordannormalform besitzen.

2. Fiir die symmetrische Gruppe S, haben wir gesehen, das 7 —
oto~tin der Zykelschreibweise von T die Eintrage 1,...,n durch
o(1),...,0(n) ersetzt. Zwei Permutationen sind also genau dann
konjugiert, wenn die Langen der Zyklen in der Zykelschreibweise
tibereinstimmen. Die Konjugationsklassen in S, entsprechen also
genau den Moglichkeiten n als Summe n = ny + - - - 4+ n, von
natiirlichen Zahlen zu schreiben.

Beweis von Folgerung 92. 1. Die erste Aussage kennen wir schon
und das hatten Sie in der Vorlesung erklért: Ist ¢ € G \ {e} ein
Element so ist die Ordnung von g ein Teiler der Gruppenord-
nung p, also 1 oder p. Da g # e nicht das neutrale Element
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ist, ist die Ordnung nicht 1, also ist ord(g¢) = p und damit
G={eg g ...,8" 1} eine zyklische Gruppe und damit abelsch.

Die Aussage, dass G abelsch ist, konnten wir auch mit der Bah-
nenformel einsehen — und das wird uns gleich fiir 2. weiter helfen:
Wir wissen namlich fiir die Konjugation von G auf X = G:

#G
pox— y G
[X]EC\X #Stabc(x)

#G

=#elt L ysmbe()

[x]eG\X
[x]#[e]

#G
=1+ ———— < {lpr}
;’\X #Stabg (x)
[ 17[e]

weil ge =g-e-g ! = ¢-¢ ! =e. Fiir alle Elemente x € X = G

teilt die Ordnung der Untergruppe Stabg (x) die Ordnung p = #G,
ist also p oder 1. Da die Summe aber insgesamt p — 1 ergibt, kann
ch(x) = p nicht vorkommen, also muss fiir alle x € X gelten,

dass #Stabg(x) = p ist, also Stabg (x) = G.

Das bedeutet aber, dass gxg~! = x firalleg € G,x € X also
gx = xg fir alle g, x € G. Also ist G abelsch.

. Das Argument aus 1. konnen wir genauso im Fall #G = p"

anwenden:
pr=#X = » ]GZG\X#St:bCz;(x)
e+ H;G[\pf( #StabG( )
=1+ [XGZG\X #Stzac()e {Lp,....p"}.
(x]#[e]

Weil die linke Seite der Gleichung aber = 0 mod p ist, muss es

ein [x] € G\X mit [x] # [e] geben so dass nicht durch p

#G
#Stabg (x)

teilbar ist, also = 1 gilt. Das bedeutet aber gerade, dass

#G
#Stabg (x)
gx = xg fur alle g € G gilt.

Die Untergruppe
Z(G):={z€G|zg=gzfiurallege G} <G

ist dann aber ein nichttrivialer, abelscher Normalteiler von G (wir
rechnen gleich in Ruhe nach, dass das ein Normalteiler ist). Dann
ist aber nach Induktion tiber n die Quotientengruppe G/Z(G)
auflgsbar, weil #G/Z(G) = p™ mit m < n ist. Da Z(G) abelsch ist,
ist dann auch G auflosbar.

. Um zu zeigen, dass eine Gruppe G der Ordnung p? immer
isomorph zu einer der abelschen Gruppen Z/p?Z oder Z / pZ. x
Z./pZ sind benutzen wir einen Trick: Alle Elemente von G, die
nicht das neutrale Element sind, haben entweder Ordnung p oder
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Ordnung p?, da die Ordnung ein Teiler der Gruppenordnung
#G = p? ist. Enthélt G ein Element x der Ordnung p?, so ist
G = {ex,x?.. .,x”z_l} >~ (Z/p*Z,+) zyklisch. Andernfalls
haben alle nichttrivialen Elemente von G die Ordnung p.

In Teil 2. haben wir aulerdem gezeigt, dass das Zentrum Z(G) <
G nicht trivial ist. Sei also x € Z(G) \ {e} ein Element und

y € G~ {ex,x%,...,xP~1} ein Element, das nicht in der von

x erzeugten Untergruppe liegt. Da x im Zentrum von G liegt,
kommutiert x mit allen Elementen, insbesondere gilt also xy = yx.
Dann ist aber die Abbildung

F:Z/pZ xZ/pZ — G
(a,b) r—>x”yb

ein Gruppenhomorphismus, da

/ ! /
— xa+a b+b

(x0) - (27 y?) = 202 xyb) - (Y y

fir alle a,b,d’,b' € Z/pZ gilt.

Da das Bild von F eine Untergruppe ist, die mehr als p Elemente
enthilt, die Ordnung von Untergruppen aber die Gruppenord-
nung #G = p? teilt, ist F surjektiv und damit sogar ein Isomor-
phismus.

O

Wie versprochen hier noch der Nachweis, dass das Zentrum ein
Normalteiler ist:

Bemerkung. Ist G eine Gruppe, so ist das Zentrum
Z(G):={z€G|zg=gzfirallege G} < G

ein Normalteiler in G.

Beweis. 1. Das Zentrum ist eine Untergruppe:

(@) e€ Z(G) dafiralle g € Ggiltdasse-g= g = g-e weil e das
neutrale Elemente von G ist.

(b) Sind a,b € Z(G), so auch a - b, da fiir alle g € G gilt dass

a-b-g=a-g-b beZ(G)
=g-a-b a € Z(G).

(c) Ista € Z(G),soaucha~!,dafiiralle g € G gilt dass —
Mbchten Sie sich das vielleicht selbst tiberlegen? Sie konnen
auch hierfiir versuchen los zurechnen, das Argument ist nur
eine Zeile lang.

2. Das Zentrum ist ein Normalteiler, das fiiralle g € Gund z €
Z(G) gilt, dass gzg~! = zgg~! = z, also gilt ¢Z(G)g~! = Z(G).
O
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MERKE: Das Zentrum einer Gruppe mit p" Elementen ist nicht
trivial. Darum sind Gruppen der Ordnung p" auflosbar.

Folgerung 94. Ist G eine Gruppe mit p" Elementen, so enthilt G fiir alle
m < n Untergruppen und sogar Normalteiler der Ordnung p™.

Beweis. In der Vorlesung habe ich Thnen das als Ubungsaufgabe
iiberlassen. Sie konnen sich das induktiv {iberlegen, indem Sie
zeigen:

1. Das Zentrum Z(G) enthilt ein Element der Ordnung p und damit
auch eine Untergruppe H < Z(G) der Ordnung p.

2. Jede Untergruppe H < Z(G) < G des Zentrums Z(G) ist
automatisch ein Normalteiler in G.

3. Ist N < (G/H) ein Normalteiler mit p™ Elementen, so ist
N:={¢eG|[gle N} <G
ein Normalteiler mit #H - #N Elementen.

O

Anwendung: Die komplexen Zahlen sind algebraisch abgeschlossen

Mit der Aussage das Gruppen der Ordnung p" auflosbar sind,
kénnen wir versuchen u zeigen, das die komplexen Zahlen C die
einzige algebraische Erweiterung der reellen Zahlen und darum
algebraisch abgeschlossen sind. Wir wissen namlich schon:

1. Jedes Polynom f(x) € R[x] von ungeradem Grad besitzt eine
Nullstelle in R. Insbesondere miissen irreduzible Polynome
f(x) € R[x] geraden Grad haben.

Da jede endliche Korpererweiterung K|R von einem Element

erzeugt ist, ist also [K : R] notwendig gerade, also

[K:R] =2" - m mit m ungerade.

2. Jedes quadratische Polynom in g(z) € C|z] besitzt eine Nullstelle
in C, denn die pg-Formel gibt uns eine Losungsformel in Termen
einer Wurzel und in C kénnen wir aus jeder Zahl die Wurzel
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ziehen. Die komplexen Zahlen besitzen also keine quadratische Erinnerung: Wurzelziehen in C ging

Korpererweiterung.

d —1i
Wenn also K|R ein Zerfallungskorper eines irreduziblen Polynoms und 2 £ st

f ist hat die Galoisgruppe G = Gal(KR) Vz= é i 1‘

#G =#Gal(K|R) = [K: R] =2"-m und /-1 =1i.

Elemente, wobei m = 2k + 1 ungerade ist. Wenn wir jetzt zeigen
konnten, dass jede Gruppe der Ordnung 2" - m eine Untergruppe
H < G der Ordnung 2" besitzt, konnten wir folgern:

mittels: Winkel halbieren und Wurzel
aus der Lange ziehen, d.h. fiir |z| =1
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1. Aus der Galoiskorrespondenz wissen wir

 #Gal(K[R) _ 2"m
o #H Toon

[KH . R] = m ist ungerade.
Da Korpererweiterungen von R aber geraden Grad haben muss
also m = 1, also K" = R und darum H = Gal(K|R) gelten. Also
ist

#Gal(K|R) = 2".

2. Gruppen der Ordnung 2" sind aber auflosbar und wegen Folge-
rung 94 gibt es sogar eine Kette von Normalteilern

{E} <H{<Hy<---<1Hy :Gal(K|]R)

mit #H;/h;_1 = 2 fur alle i. Nach der Galoiskorrespondenz
entspricht diese Kette einer Kette von Korpererweiterungen

K2Ki2---2K; =R

mit [K; : Kjy1] = 2 fiir alle i. Quadratische Erweiterung von R
entstehen aber wegen der pg-Formel durch Wurzelziehen, also ist
C die einzige quadratische Erweiterung von R und C hat keine
quadratischen Erweiterungen. Darum muss K = C sein.

Es BLEIBT ALSO noch zu zeigen, dass jede Gruppe der Ordnung
2" . m eine Untergrupe der Ordnung 2" besitzt. Das tiberlegen wir
uns im ndchsten Abschnitt.

Bemerkung. Sie haben nach der Vorlesung angemerkt, dass das
obige Argument den Zwischenwertsatz verwendet hat. Das erzeugt
immer wieder einmal die Frage, ob es einen ,rein algebraischen”
Beweis der Aussage dass C algebraisch abgeschlossen ist gibt.

Auf den ersten Blick ist das eine ganz natiirliche Frage, aber
auf den zweiten Blick habe ich diese Frage ehrlich gesagt noch
nie verstanden: Da wir die komplexen Zahlen mittels der reellen
Zahlen definiert haben, werden wir im Beweis notwendig irgendwo
entweder die Konstruktion oder eine charakterisierende Eigenschaft
der reellen Zahlen — also die Vollstindigkeit des geordneten Korpers
R - verwenden miissen. Anders gesagt: Da die Aussage fiir Q(i)
statt C falsch ist, wird eine Eigenschaft von R fiir das Argument
notwendig sein.

Der Zwischenwertsatz scheint mir nun aber eine zur Vollstandig-
keit dquivalente Aussage zu sein.

Der Sylowsatz

Fiir das Argument fiir den Fundamentalsatz der Algebra, zeigen
wir die allgemeinere Aussage, dass Gruppen der Ordnng p”" - m
wobei p, m teilerfremd sind, immer Untergruppen der Ordnung p"
besitzen.
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Satz 95 (Sylow). Sei p eine Primzahl und G eine endliche Gruppe der
Ordnung #G = p" - m, wobei m, p teilerfremd sind.

Dann besitzt G eine Untergruppe mit p" Elementen, je zwei solche
Gruppen sind zueinander konjugiert (d.h. sind S,S" < G Untergruppen
mit p" Elementen, so existiert ¢ € G mit S' = ¢Sg~ 1) und es gilt

#HS<G|#S=p"} =1 mod p.

Notation 96. Ist #G = p"m mit m, p teilerfremd, so heiflen Un-
tergruppen S < G mit p" Elementen p-Sylowuntergruppen. Da
nach dem Satz je zwei Sylowuntergruppen konjugiert sind, sind p-
Sylowuntergruppen isomorph und wir schreiben darum manchmal
Syl,(G) < G fiir eine p-Sylowuntergruppe.

Den Beweis dieses Satzes finde ich einerseits ganz wunderbar —
die Aussage folgt indem wir G auf einer geschickt gewdhlten Menge
operieren lassen — andererseits kann ich mir aus irgendeinem Grund
schlecht merken, was die geschickte Wahl ist.

Beweis des Sylowsatzes (Existenz von Sylowuntergruppen). Die Idee ist
wie gesagt, G auf einer geeigneten Menge X operieren zu lassen.
Da wir eine Untergruppe mit p”" Elementen suchen, kénnen wir die
Menge aller p"-elementigen Teilmengen ausprobieren:

X={MCG|#M=p"}.
Darauf operiert G mittels

GxX—=X
(&M)— gM:={g-m|me M}.
Die wichtigste Beobachtung ist, dass die Anzahl der Elemente von

X nicht durch p teilbar ist, denn die Anzahl der p”-elementigen
Teilmengen ist nach Definition ein Binomialkoeffizient: Erinnerung
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#X = (#G> _ (Pm> _ (P m)(pm—1) - (p"m — (p" 1)) (1) = Mol = o)

p" p"

pr(p" —1)---(1) . n(n—1)--(n—(k—1))

T kG (1)

Diese Formel hatte eine einfache
Erklarung, erinnern Sie sich?

Nun sind aber fiir alle 0 < ¢ < p" die Zahlen p"m — £ und p" — ¢
kongruent modulo p" und darum durch die gleiche Potenz von
p teilbar, d.h. im Nennen und Zihler des Binomialkoeffizienten
tauchen die gleichen Potenzen von p auf, also ist

#X #0 mod p.

Nach der Bahnenformel ist aber

#G
#X = —_
[M]eC\X #Stabg (M)
und der Term Wi(m ist nur dann nicht durch p teilbar, wenn

#Stabg (M) = p"k fiir ein k € IN. Es existiert also ein My € X mit
#Stabg (My) = p"k. Andererseits ist aber

#Stabg(Mo) = {g € G| §- Mo = Mo} < #Mo = p"
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denn ist m € M) so gibtes fiirjedes m’ € My C G genau ein
¢ € G mit gm = m’, namlich m’ - m~1. Es gibt also genau #M, = p"
Elemente fiir die gm € M liegt und Stabg (M) kann hochstens
diese Elemente enthalten.

Also ist p"k = #Stabg(My) < p", d.h. #Stabg(My) = p" und
damit ist Stabg (Mp) eine Untergruppe mit p" Elementen. O

MiT DEM ERSTEN TEIL des Sylowsatzes haben wir den Beweis das C
algebraisch abgeschlossen ist, schon vervollstandigt.

Folgerung 97 (Fundamentalsatz der Algebra). Der Korper der kom-
plexen Zahlen C ist algebraisch abgeschlossen, d.h. jedes nicht konstante
Polynom besitzt eine Nullstelle in C.

Beweis. Im vorigen Abschnitt hatten wir die Aussage mittels der

Galoiskorrespondenz und der Aussage dass reelle Polynome unge-
raden Grades eine reelle Nullstelle haben darauf zuriick gefiihrt zu
zeigen, dass jede endliche Gruppe G mit 2" (2k + 1) Elementen eine
Untergruppe der Ordnung 2" besitzt. Das wissen wir nun, da G nach
dem Sylowsatz eine 2-Sylowuntergruppe enthiilt. O

Anwendung: Poynome mit Galoisgruppe Sy,

Als weitere Anwendung des ersten Teils des Sylowsatzes konnen
wir auch Thre Frage nach einem expliziten Polynom mit nicht-
auflosbarer Galoisgruppe S5 beantworten.

Behauptung 98. Die Galoisgruppe Gal(K|Q) des Zerfillungskorpers des
irreduziblen Polynoms f(x) = x> — 6x + 3 € Qx| ist die Symmetrische
Gruppe Ss und insbesondere nicht auflosbar.

Es gilt allgemeiner: Ist p eine Primzahl und f(x) € Q[x] ein irre-
duzibles Polynom vom Grad p das genau p — 2 reelle und 2 komplexe
Nullstellen besitzt, so ist die Galoisgruppe eines Zerfillungskorpers von f
die symmetrische Gruppe S,.

Beweis. Das Polynom f(x) = x® — 6x + 3 ist nach dem Eisenstein-
kriterium (angewendet fiir die Primzahl 3) irreduzibel. Kurvendis-
kussion zeigt, das f(x) genau drei reelle Nullstellen besitzt, da die
Ableitung

f'(x) =5x*—6

die reellen Nullstellen + {‘/g und die komplexen Nullstellen =i {‘/g
besitzt und

5
f(—{l/g) = —</§ +6</§+3>0 sowie
5
f(i/g): Q@ —6<[§+3<0.

Seien nun w7, . ..,a5 € C die Nullstellen von f und K = Q(ay,...,as)
der Zerféallungskorper von f. Wir nummerieren die Nullstellen so,
dass a1, ay die komplexen Nullstellen und a3, a4, a5 die reellen
Nullstellen sind.

Sie konnen sich jetzt tiberlegen, dass
My = Stabc(Mo) - mg ist. My selbst
ist also nicht notwendig selbst eine
Untergruppe, aber fast.
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Da Korperautomorphismen ¢ € Gal(Q(«q, ..., a5)|Q) eindeutig
durch die Bilder der Nullstellen o («;) bestimmt sind definiert die
Operation der Galoisgruppe auf der Menge der Nullstellen eine
Einbettung

Gal(K|Q) < Ss.

Nach der Galoiskorrespondenz ist #Gal(K|Q) = [K : Q] (ud das ist
ein Teiler von #S5 = 5!).

Weil f irreduzibel ist, is Q[x]/(f(x)) — K. Also ist #Gal(K|Q)
durch 5 teilbar und enthilt also nach dem Sylowsatz eine Untergrup-
pe der Ordnung 5 und darum enthélt Gal(K|Q) auch ein Element
der Ordnung 5.

Die einzigen Elemente der Ordnung 5 in S5 sind aber 5-Zyklen,
d.h. Gal(K|Q) enthilt einen 5-Zyklus ¢ = (1,1iy,...,i5). Da 5 eine
Primzahl ist, haben auch die Potenzen o* fiir k < 5 Ordnung 5
und da eine dieser Potenzen 1 auf 2 abbildet konnen wir nach
umnummerieren der reellen Nullstellen annehmen, dass c* =
(12345) € Gal(K|Q) ist.

Die komplexe Konjugation definiert auch ein Element 7 €
Gal(K|Q) und dieses Element lasst die reellen Nullstellen ag, a4, a5
von f fest und vertauscht darum die beiden komplexen a1, ap,
entspricht also der Transposition T = (12).

Eine Untergruppe von Ss, die (12) und (12345) enthilt, ent-
hilt alle Transpositionen (ii + 1) und diese erzeugen Ss, also ist
Gal(K|Q) = Ss. O

Zuriick zum Sylowsatz

Bisher haben wir die Existenz von p-Sylowuntergruppen gezeigt,
dass diese alle konjugiert — und daher isomorph — sind fehlt noch.

Beweis des zweiten Teils von Satz 95. ] Wie im Sylowsatz vorausge-
setzt sei p ieder eine Primzahl und G eine Gruppe mit p"m Elemen-
ten, wobei m, p teilerfremd sind.

1. Wir wollen nun zeigen, dass es zu je zwei Untergruppen S,5’ < G
mit p" Elementen ein ¢ € G existiert, mit gSg~1 = S'.
Wie im ersten Teil suchen wir dafiir wieder eine geeignete Menge
auf der G operiert. Die Gleichung ¢S¢~! = S’ impliziert, dass fiir
alle s € S ebenfalls (gs)Ss~1g~! = ¢Sg~! = &' gilt. Ein gesuchtes
Element g ist also hochstens bis auf Elemente von S bestimmt.
Darum betrachten wir die Menge

X=G/S={[g]=MCG|M=gSfirein g € G}.

Auf dieser Menge operiert G und damit auch die zweite Unter-
gruppe S’ durch Multiplikation von links

GxG/S—G/S
(h,gS) — hgS.
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Damit ergibt sich das Resultat wieder tiberraschend einfach:

Die Menge X = G/S hat % = p;;n = m Elemente und m ist
teilerfremd zu p. Die Bahnenformel fiir X besagt dann

#S'
m=#X = —_— .
[xS]€S\ X # Stab5/ (XS)
Aber die Terme Wi(){s) sind alle Potenzen von p, es sei denn

Stabg/ (xS) = S’. Weil m # 0 mod p existiert also ein xS € G/S
so dass Stabg/ (xS) = S/, d.h. xS = xS fiiralles’ € S also
$'xS = xS und damit S’ = xSx~!. Also ist S’ konjugiert zu S und
das war zu zeigen.

2. Mit dem Wissen, dass alle p-Sylowuntergruppen konjugiert sind,
konnen wir die Aussage iiber die Anzahl der Sylowuntergruppen
zeigen. Sei X := {§' < G | #§' = p"} die Menge der p-
Sylowuntergruppen. Hierauf operiert G als

GxX—=X
g5 —gS'g7!

und wir wissen schon, dass diese Operation transitiv ist. Wir
benutzen wieder die Bahnenformel fiir die Operation einer festen
Sylowuntegruppe S:

#S

X = #Stabg ([S'])”

[$']€5\ X

Die einzelnen Terme sind wieder Potenzen von p und genau dann
1 wenn Stabg([S']) = S. Wenn wir zeigen konnen, dass das nur
fiir S’ = S vorkommen kann folgt #X =1 mod p.

Sei also S’ eine Untergruppe mit Stabs([S']) = S, d.h. s§' = §'s
fiir alle s € S. Das bedeutet aber, dass die Menge SS' = {g =
ss' | s € S,s' € §'} < G eine Untergruppe ist. Die Anzahl der
Elemente von SS’ ist aber eine Potenz von p, da die Gruppe S x S’
transitiv auf dieser Untergruppe operiert, mittels

(Sx§') xSS" — s’

(s,8"), g+ sgs’L.

Da eine Untergruppe von p-Potenzordnung von G aber maximal
p" = #S = #5' Elemente besitzen kann muss S’ = SS’ = S gelten.
Das war zu zeigen.

O

SyLow SELBST hatte dieses Resultat im iibrigen tatsdchlich gesucht,
um das Resultat auf Galoisgruppen anzuwenden, ganz dhnlich wie
wir das mit dem Fundamentalsatz der Algebra gemacht hatten. Au-
lerdem ist das Resultat auch niitzlich, um transitive Untergruppen
von Sy, also Untergruppen G < S, fiir die Einschrankung der Ope-
ration von S, auf G x {1,...,n} — {1,...,n} noch immer transitiv

Fiir die Eigenschaften einer Operation:

(a) e.S =eSe~! = eSe = Sistin der
Tat die Identische Abbildung und

(b) fiir die Komposition gilt
g.(h.8) = g.(hSh™') = ghSh~1g™! =

weil (gh)~! = h~1¢g~1 in allen
Gruppen gilt.

(gh)S(gh)~" =
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ist, zu verstehen. Diese sind gerade die Untergruppen, die als Ga-
loisgruppen von Zerféallungskorpern von irreduziblen Polynomen
auftreten konnen.

IN DEN UBUNGSAUFGABEN werden Sie ausprobieren, wie der Sylow-
satz erlaubt zu zeigen, dass Gruppen deren Ordnung nicht durch
viele Primzahlen teilbar sind oft auflosbar sind. Mit hinreichend
groBer Geduld ldsst sich damit zum Beispiel zeigen, dass wir mit As
die kleinste nicht abelsche einfache Gruppe gefunden hatten.

Das beruht auf der Beobachtung, dass die Aussage tiber die
Anzahl von Sylowuntergruppen manchmal erlaubt zu folgern, dass
eine Sylowuntergruppe sogar ein Normalteiler ist.

Wir hatten gesehen, dass die Operation von G auf der Menge der
Sylowuntergruppen:

Gx{S<G|#5=p"} > {S<G|#S=p"}
(§,5) > g5 :=gSg™"

transitiv ist und nach der Bahnen-Stabilisatorformel also
G/ Stabg(S) = {S < G |#S = p"}

ist.

Lassen Sie uns den Stabilisator dieser Operation einmal aus-
rechnen. Da das eine allgemeiner funktioniert mochte ich das fiir
alle Untergruppen H < G machen, also die Stabilisatoren fiir die
Operation

G x {H < G | H Untergruppe} — {H < G | H Untergruppe}
(¢,H) — g.H:=gHg !

bestimmen. Nach Definition ist das

Stabg(H) = {g € G| g.H=H}
={g€G|gHg ' =H}
={g € G| gH = Hg} =: Ng(H).

Definition (Normalisator). Der Normalisator einer Untergruppe
H < G ist
Ng(H):={g€G|gHg ' =H} <G

dies ist eine Untergruppe, die H enthiilt.

Bemerkung. 1. Da wir gerade gesehen haben, dass der Normali-
sator einer Untergruppe als Stabilisator einer Gruppenoperation
auftaucht und Stabilisatoren immer Untergruppen sind, miissen
wir uns nicht mehr tiberlegen, dass Ng(H) immer eine Untergrup-
pe ist.

2. Da H < G genau dann ein Normalteiler ist, wenn gHg ! = H fiir
alle g € G gilt, ist eine Untergruppe genau dann ein Normalteiler
wenn Ng(H) = G gilt.
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Damit konnen wir nun Beispiele finden, in denen Sylowuntergrup-
pen aus Teilbarkeitsgriinden Normalteiler sind.

Beispiel 99 (Gruppen der Ordnung 6). Ist G eine Gruppe mit 6
Elementen, so existiert nach dem Sylowsatz eine Untergruppe S < G
mit 3 Elementen. Wegen den Inklusionen

S<N(G)KG

und da die Ordnung einer Untergruppe immer ein Teiler der Grup-
penordnung ist gilt also

#S = 3[#Ng(S)[#G = 6.

Also ist #N(G) € {3,6}. Andererseits ist aber nach dem Sylowsatz

#G 6

#(G/NG(S)) = #NG(S) - #NG(S)

=1 mod 3.

Da2 # 1 mod 3 muss also Ng(S) = G gelten, d.h. S ist ein
Normalteiler in Ng(S). Insbesondere ist G eine auflgsbare Gruppe.

Auflerdem wissen wir,dass S = (Z/3Z,+) und G/S =
(Z2/2Z,+) weil Gruppen von Primzahlordnung zyklisch sind.
Daraus konnen Sie sich tiberlegen, dass G entweder Sz oder Z/6Z
ist.

Exkurs: Zihlprobleme und die zweite Bahnenformel

Gruppenoperationen tauchen tiberall dort auf, wo Symmetrien
auftauchen. Das passiert bei Abzidhlproblemen hiufig. Wir konnten
zum Beispiel fragen wie viele Moglichkeiten es gibt, die Seiten eines
Wiirfel mit zwei verschiedenen Farben einzufdrben. Ihnen fallen
sicher viele Varianten dieser Frage ein, ob es die Moglichkeiten
sind, wie chemische Elemente in einer Reaktion an ein gegebenes
Molekiil andocken konnen, die méglichen Armbénder mit gegebener
Dekoration usw.

Lassen Sie uns zunéchst beim Wiirfel bleiben: Ein Wiirfel hat
6 Flachen, also gibt es bei 2 Farben, sagen wir blau und griin, 2°
mogliche Farbungen. Von diesen sind aber einige gleich, denn die
6 Moglichkeiten eine Seite blau und alle anderen griin einzufarben
lassen, liefern alle den gleichen Wiirfel.

VERSUCHEN SIE einmal sich einen Uberblick iiber alle Moglichkeiten
zu verschaffen! Das ist gar nicht so einfach.

WENN WIR das Problem in Termen von Gruppenoperationen be-
schreiben, konnen wir leichter eine Methode finden, das systematisch
anzugehen.

Dazu beschreiben wir das Problem so: Ist X die Menge der 2°
moglichen Farbungen fiir die nummerierten Wiirfelflachen, so
operiert die Automorphismengruppe G des Wiirfels auf X und die
Menge der verschiedenen Wiirfel ist gerade die Menge der Bahnen
G\X.
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Hat ein gefarbter Wiirfel gar keine Symmetrie, so taucht dieser #G
mal in der Menge X auf, die beiden einfarbigen Wiirfel tauchen nur
einmal auf, die Bahn hat W Elemente. Wiirden wir also statt
Wiirfeln Paare (Wiirfel, ¢) mit ¢ € Stabg (Wiirfel) zdhlen, so wiirden
alle Wiirfel genau #G-mal auftauchen.

Umgekehrt tauchen fiir ein g € G in diesen Paaren ein Wiirfel W
genau dann auf, wenn g.W = W. Diese Wiirfel konnen wir wieder
leicht zéhlen, denn g.W = W bedeutet gerade, dass die Flachen
von W die unter g aufeinander abgebildet werden die gleiche Farbe
haben miissen.

Bevor wir das ausfiihren, schreiben wir diese Diskussion noch
einmal formal auf.

Notation 100. Ist G X X — X eine Gruppenoperation und g € G ein
Element, so schreiben wir

XS ={xeX|gx=x}
fur die Menge der Fixpunkte von g auf X.
Satz 101 (Bahnenformel). Operiert eine endliche Gruppe G auf einer
endlichen Menge X, so gilt
1
= 4
#G\X = o= ) #X8,
8€G

d.h. #G mal Anzahl der Bahnen ist die Summe iiber die Anzahl der Fix-
punkte der Elemente von G.

Bitte schauen Sie nach, dass wir im Beweis nur den Text vor der
Formulierung des Satzes in Formeln umschreiben.

Beweis der Bahnenformel. Wir bezeichnen mit
I(X):={(x,g) | xeX,g€G, sd. g.x =x}

die Menge der Paare von Elementen zusammen mit einem Element
des Stabilisators. Die Elemente dieser Menge zidhlen wir auf zwei
Arten: Entweder wir summieren erst tiber die Moglichkeiten fiir x

#1(X) = Y #Stabg(x)

xeX
= ) #[x]#Stabg(x)
[x]€G\X

#G
= ————#Stabg(x
[X]GEG\X#StabG(x) c(¥)
= ) #G=#G\X -#G.
[x]€G\X

oder tiber die Moglichkeiten von g € G:

#I(X) = ) #X8.
geG
Also gilt
#G\X - #G = ) #X8.
geG
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Beispiel 102. Die Anzahl der mit zwei Farben gefarbten Wiirfel
konnen wir mit der Formel berechnen: Sei X die Menge der Farbun-
gen des Standardwiirfels. Weil alle Elemente von SO(3) Drehungen
sind, sind die Elemente der Automorphismengruppe des Standard-
wiirfels gerade:

1. Die Identitdt e € G: Die Identitit ldsst jede Farbung unverandert,
also #X°¢ = #X = 25,

2. Drehungen ¢ um 490° um den Mittelpunkt einer Seitenfldche.
Diese Drehung ldsst eine Farbung genau dann unverdndert, wenn
die 4 Seiten, die bei der Drehung nicht fest gelassen werden, die
gleiche Farbe haben. Mit, Deckel und Boden kénnen wir also nur
fur 3 Bahnen eine Farbe wihlen. Es gilt also

#X8 =2,
Von diesen Drehungen gibt es genau 6.
3. Drehungen um 180° um den Mittelpunkt einer Seitenfldche.
Diese Drehung ldsst eine Farbung genau dann unverdndert wenn

die beiden gegeniiberliegenden Seiten die nicht auf der Drehachse
liegen die gleiche Farbe haben: Es gilt also

#X8 = 2%,
Es gibt genau 3 solche Drehungen.

4. Drehungen um 120° um eine Raumdiagonale durch gegen-
tiberliegende Ecken: Diese Drehung lésst eine Farbung genau
dann unverdndert wenn an die Ecken angrenzenden Flachen die
gleiche Farbe haben: Es gilt also

#X8 =22,
Es gibt genau 8 solche Drehungen.

5. Drehungen um 180° um eine Achse durch zwei gegniiberlie-
gende Kanten. Diese Drehung ldsst eine Farbung genau dann
unverandert wenn an die Kanten angrenzenden Flachen die
gleiche Farbe haben und die beiden nicht angrenzenden Flidchen
ebenfalls die gleiche Farbe haben. Es gilt also

#X8 =23,
Es gibt genau 6 solche Drehungen.

Insgesamt finden wir also:

1
#G\X = = - ) #X8
#G

6 93 i 52 93
g | re2d 32 v82 4 62
g=e 90°Seite  180°Seite  120°Ecke  180° Kante
:37(3.25+3-24+12.23):22+2+22
= 10.

Es gibt also 10 verschiedene Farbungen.



Zuriick zur Galoiskorrespondenz: Q({p) und das quadratische
Reziprozitiitsgesetz

Um Konstruktionen fiir regelméfSige p-Ecke zu finden, hatten wir
zunichst einen quadratischen Kérper Q(y/a) € Q({,) gesucht und

gefunden:
p=3Q C Q(+vV—-3) = Q(f3),denn [Q({3) : Q] = 2 ist selbst
quadratisch und wir wissen {3 = —% + i@,é% =03 = —% — i?.

Also ist {3 — {3 = iv/3 = v/—3 und damit Q({3) = Q(v/—3).
p=5 QCQ(V5) CQ(Zs) weil ({5 +¢5— (5+33))° =5.
p =17 Q(V17) C Q(¢17)-

DAS GING WIE FOLGT:

1. Die Galoisgruppe
Gal(Q(6p)IQ) = ((Z2/pz)*,-) = (Z/(p = 1)Z, +)

ist tiberraschenderweise zyklisch (explizit konnten wir ein Erzeu-
gendes aber jeweils nur durch Ausprobieren finden).

2. Nach der Galoiskorrepsondenz entsprechen quadratische Zwi-

schenkorper gerade den Untergruppen H < Gal(Q({y)|Q)

fur die % = 2 ist. Da die Untergruppen der zykli-
schen Gruppe (Z/(p — 1)Z,+) die zyklischen Untergruppen
(dZ/(p —1)Z, +) fiir die Teiler d von (p — 1) sind, muss also
H = ((2Z2/(p —1)Z), +) die Untergruppe von Gal(Q({,)|Q)
sein, die vom Quadrat eines Erzeugenden ¢ € Gal(Q({,)|Q)
erzeugt wird.

3. Um den quadratischen Zwischenkorper Q(Z,)H als Q(Vd) zu
schreiben, miissen wir also ein Element &« € Q({ p) finden, das
unter ¢ invariant ist und fiir das o(a) = —a gilt, damit das
Minimalpolynom (x — a)(x — o(«)) von der Form x? — d ist.

4. Da (Q(Zp)|Q) der Zerfallungskorper des Minimalpolynoms von
{p ist, operiert die Galoisgruppe transitiv auf den Nullstellen
Cp, %,...,C;’_l des Minimalpolynoms ®,(x) = Jgfjll, d.h. die

Bahn {,,0(p), ..., 07~ 1({,) ist eine Liste der Nullstellen und
entsprechen hat das Element ¢ auf dieser Menge zwei Bahnen

{‘Tzk(CP)}k:o,_..,”T’l—l’{UZkH(gP)}k:o,...,p%l—l'

Das Element o vertauscht diese beiden Mengen, also ist

o= Z Uzk(g) _ Z 0_2k+1 (é)
k=0 k=0
%/_/ _\/i

Summe iiber gerade Potenzen = Summe {iber Ungerade Potenzen

ein Element von Q(g,,)H mitaZ =d € Q.

ALGEBRA
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Dieses Element konnten wir in den Beispielen durch die Wahl
eines expliziten Erzeugenden o konkret bestimmen und damit
(#?) ausrechnen, wobei wir in dieser Berechnung jeweils genutzt
haben, dass

p—1 "
Z Gp=-1
k=1

weil

p-1 .
)3 &p=0.
k=0

Wenn Sie aus den Beispielen p = 3,5,17 noch kein Muster erkennen,
sollten Sie ein paar weitere Beispiele ausrechnen, zum Beispiel

p=7 QCQ(=7) CQ),
p=11 QCQ(v/—11) CQ({_11),
p=13 Q C Q(V13) C Q(Z13).

VIELLEICHT ERKENNEN SIE in der Liste

Q(v=3),Q(V5),Q(v~7),Q(v—11),Q(v13),Q(V17)

das Muster.
Behauptung 103. Ist p eine ungerade Primzahl, so ist

e firp=1 mod 4
Q < Q(vp) €Q(&p)

e fiirp=3 mod 4
QcQ(v-p Q)

der eindeutig bestimmte quadratische Unterkorper von Q(Zp).

Beweis. Wir haben uns gerade tiberlegt, dass wenn o € Gal(Q({p)) =
(IF}, -) ein erzeugendes Element ist, das Element

p—1

r-1l 4 r-1 4
2 2
&= ). UZk(gp) - ). ‘72k+1(gp)
k=0 k=0
—_—— —_——

Summe tiber gerade Potenzen =~ Summe iiber ungerade Potenzen

die quadratische Erweiterung erzeugt und a®> = d € Q ist.

Da wir die Galoisautomorphismen ¢, — é’; firk € F, gut
kennen, aber die Erzeugenden ¢ nicht, ist es praktisch sich zu
tiberlegen, dass wir die Summen in obigem Ausdruck gut kennen:

Beobachtung: Fir b € Fy, = (Z/pZ)* ist gf; genau dann von der
Form o2¢(¢ p) — also ein Summand in der geraden Summe — wenn p
ein Quadrat in IFj, ist. Andernfalls ist C’r‘, von der Form ¢2*1(¢ p)-

Das ist relativ klar, denn unter dem Isomorphismus ¢: (IF}, ) =
(Z/p—1Z,+) iibersetzt sich b = ¢ in ¢(c-c) = ¢(c) + ¢(c) = 2¢(c).



Also entsprechen die Quadrate in I}, genau den Elementen von
2Z/(p—1)Z C Z/(p—1)Z.
Also kénnen wir die Summe umschreiben:

&= Z O'Zk(ép> _ Z 0.2k+1(€p>
k=0 _ k=0 _
— —

Summe iiber gerade Potenzen = Summe iiber ungerade Potenzen

=Y 45 X &
be]F’;, beIF;“,

b Quadrat b kein Quadrat
Notation 104 (Quadratisches Restsymbol). Fiir [a] € (Z/pZ)*
notieren wir
(a) 1 aQuadrat modulo p
p —1 a kein Quadrat modulo p

und nennen diesen Ausdruck das quadratische Restsymbol.

Fiir [a] = 0 € Z/pZ wird hiufig (%) := 0 definiert, weil das in
den Rechnungen gut passt. Das brauchen wir aber nicht.

-5 ()

belF} p

Zum Rechnen — und das Muster im Satz — sind zwei Rechenregeln

Also ist

fur das Restsymbol niitzlich:

() -()=(5)

denn die Aussage ,ein Produkt ist genau dann ein Quadrat in

1. Fir alle a, b gilt:

IF,, wenn entweder beide oder keiner der Faktoren Quadrate sind”
iibersetzt sich in Z/(p — 1), + in die Aussage, dass eine Summe

von zwei Elementen genau dann gerade ist, wenn entweder beide
Summanden gerade, oder beide Summanden ungerade sind.

2. Fiir ungerade Primzahlen p gilt

-1y 1 p=1 mod4
-1 p=3 mod4

p

Das folgt einfach weil fiir ein Erzeugendes a gilt, dass (apTil 2 =1
ist aber apT_l # 1, also apT_l = —1. Damit ist —1 genau dann ein
Quadrat wenn pT_l = 2k gerade ist, d.h wenn p = 4k + 1 gilt.
Lassen Sie uns nun endlich a? = (%) p ausrechnen:
2

+(50)e

beF; \P

EG)(G)as
y (4

u,be]F;; 14
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Die Primzahlen p =1 mod 4 sind im
iibrigen auch genau die Primzahlen, die
sich als Summe von zwei Quadraten

p = a*> + b? schreiben lassen,

5=1+413=4+9,17=1+16,....

Das ist eine schone Knobelaufgabe, die
Sie mit etwas Algebra herausbekom-
men konnen.



130 JOCHEN HEINLOTH

Diesen Ausdruck wiirde ich gerne nach (%) sortieren. Setzen wir
a =a/bist
ab
“2 _ () gl;-&-b
« \ P
a,beF}
112
— a’b y a'b+b
= ; p
a'eF; beF),
!/
_ ( a > 2 ga’bH)
B p
acky NP/ per,
!/
_ a a+1\b
- (5) @
a' €y belF),

nun ist aber gg,“ fiir a # —1 eine primitive p-te Einheitswurzel und
fiira = —1 ist Q‘;,H = gg =1, also gilt

ooy <> 5 @y

dck; NP/ peF,
a’ -1
-1z (5) @y |+(5) T
a€F} P he]F;, p belF;
a#—1 N————

/*<
aEPp

aF#—1

Hierbei folgt die letzte Gleichung daraus, dass es in IF, genauso
viele Quadrate wie nicht Quadrate gibt (die beiden Summen in der
Definition von & hatten gleich viele Summanden. Damit ist also

- GG
O

Avus DIESEM RESULTAT lésst sich ein sehr tiberraschendes Ergebnis
— das quadratische Reziprozitidtsgesetz — ableiten. Fiir ungerade
Primzahlen p, / haben die Fragen ob / ein Quadrat modulo p

ist, bzw. ob p ein Quadrat modulo /¢ ist zunédchst keinen rechten
Zusammenhang. Wenn Sie das in Beispielen anschauen, miissen Sie
eine Weile probieren, bevor Sie ein Muster erkennen:

Das ist ein guter Trick, der erste
Versuch wire a’ = ab, was nicht so glatt
funktioniert.
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Satz 105 (Quadratisches Reziprozitdtsgesetz). Sind p, ¢ zwei ungerade

Primzahlen, so gilt
AN p-le1 /p
() =02 (D).

p-le-1 -1 y4—
z 7 ist nur dann —1 wenn pT,ng

Bemerkung. Der Faktor (—1)
beide ungerade sind, d.h. wenn p und ¢ beide kongruent 3 modulo

4 sind.

(5)r
Das ldsst sich auch als (%) = PT formulieren.

Dieses Resultat hat eine lange Geschichte. Euler hatte als erster
das Muster erkannt, aber ein vollstandiger Beweis gelang erst Gauss,
der das Resultat gerne besser verstehen wollte und darum nach
immer neuen Beweisen gesucht hat.

Zum Abschluss der Vorlesung mochte ich fiir dieses Ergebnis
gerne einen Beweis vorstellen, der die Galoiskorrespondenz verwen-
det und damit einen Ausblick auf ein sehr allgemein vermutetes
aber noch immer nicht ganz verstandenes Phdnomen liefert, das
einen sehr merkwiirdigen Zusammenhang zwischen der Struktur
von Galoisgruppen von Korpererweiterungen und der Arithmetik
des Korpers selbst gibt — genannt Langlands-Korrespondenz. Das
quadratische Reziprozititsgesetz war die Keimzelle hiervon.

Im Beweis werden Sie sehen, dass wir einerseits (Z/pZ)* als
Galoisgruppe interpretieren und andererseits (Z/¢Z) als Quotient
von Z C Q, also als Objekt das zum Kérper gehort.

Beweis. Nach unserer Berechnung des quadratischen Unterkorpers
von Q({p) ist die Zahl £ genau dann ein Quadrat in Fj wenn der
zugehorige Korperautomorphismus oy der durch g, — gf, bestimmt

ist, das Element 4/ (_71) p fest ldsst, also
2=
o, — = — |
o ( ; p) b )7

Der Automorphismus o, permutiert die p-ten Einheitswurzeln
und definert daher auch einen Automorphismus von

Z(Zy) =Z[x]/(xP T4+ 22+ x+1) CQ(Z))
und
(5)r= 5, () ez
Rechnen wir nun modulo ¢, so erhalten wir einen Isomporphismus
0 Fy[x]/ (P x4+1) = Fylx]/ (P PP+ 1)

fiir den &([x]) = [x]" ist. Weil fiir alle Elemente ¢ € F, gilt dass ¢/ =
c ist, ist 7 einfach der Frobeniushomomorphismus @ ([f]) = [f]’.
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Wegen unserer Formel fiir 4/ (%) p wir wissen auch, dass

FFy( (_71) p) C Fylx]/(xP~1 + -+ x? + x + 1). Aber die Fix-
punkte des Frobenius f + f¢ auf einer Kérpererweiterung sind

genau der Korper [F; selbst, d.h. | (’71) p] ist genau dann unter

f + f% invariant wenn (%) p ein Quadrat in IF, ist.

Also ist £ genau dann ein Quadrat modulo p wenn (%) p ein
Quadrat in F, ist. Das war zu zeigen. O

Riickblick: Welche allgemeinen Konzepte und Resultate haben wir
gelernt?

Um die Galoiskorrespondenz anzuwenden, sind wir einer Reihe von
Techniken und Begriffen begegnet:

1. Gruppen und Gruppenoperationen

* Zyklische Gruppen

* Normalteiler

¢ Auflosbare Gruppen

¢ Einfache Gruppen

¢ Das Zentrum einer Gruppe

¢ Kommutatoruntergruppe (Beispiele fiir S, und A;,)
¢ Gruppenoperationen

¢ Stabilisatoren, Bahnen, Fixpunkte

* Normalisator einer Untergruppe

* Bahnen-Stabilisator-Formel

* Bahnenformeln

¢ Sylowsitze

¢ Konjugation, Konjugationsklassen

¢ Auflgsbarkeit von Gruppen der Ordnung p"

¢ Die alternierenden Gruppen A, sind fiir n > 5 einfach.
2. Kreisteilung und Einheitswurzeln

¢ Welche regelméfiigen n-Ecke sind konstruierbar?
e Korpergrad und Galoisgruppe von Q({n)|Q

¢ Eulersche ¢-Funktion

¢ Kreisteilungspolynome

¢ Galoisgruppe von Wurzel-Erweiterungen
3. Koérpererweiterungen

¢ Galoiserweiterungen (verschiedene Charakterisierungen)

¢ Normale Erweiterungen



* Zusammenhang: Normalteiler und normale Erweiterungen

¢ Abelsche Erweiterungen

¢ Radikalerweiterungen

¢ Auflosbarkeit von Korpererweiterungen

¢ Minimalpolynome und Bahnen von Elementen in Galoiserwei-
terungen

. Endliche Korper

¢ Konstruktion aller endlichen Kérper
e Multiplikative Gruppe eines endlichen Korpers ist zyklisch
¢ JFys56 steckt in QR-Codes.

ALGEBRA
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Glossar mathematischer Symbole und Begriffe

[L: K] Grad der Korpererweiterung L|K
U disjunkte Vereinigung, M = A \J B bedeutet

M=AUBund ANB = @.

H < G H ist Untergruppe von G
N < G N ist Normalteiler in G.

[G : G] Kommutatoruntergruppe von G.
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