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Vorwort

Im Wintersemester 2022/23 hatte ich einmal wieder die Gelegen-
heit die Anfdangervorlesung zur linearen Algebra zu halten und
dies sind meine Notizen, die ich als Skript parallel zur Vorlesung
aufgeschrieben habe. Dies ist noch eine Rohversion mit Tippfehlern.

Die wiederkehrenden Gesprache mit Studierenden und Kol-
leg*innen tiber den Studieneinstieg und einige der Forschungsar-
beiten hierzu, waren fiir mich ein Anlass, die Vorlesung gerade zu
Beginn wieder etwas zu verdndern und zudem die Ubungen anders
zu gestalten. Das mochte ich kurz erklédren.

FUR MICH 1sST MATHEMATIK insbesondere dazu da, komplizierte
Probleme so einfach darzustellen, dass wir dartiber nachdenken
konnen.

BEI DEN STUDIERENDEN nehme ich zu Anfang des Studiums

oft den umgekehrten Eindruck wahr, dass in der Mathematik zu
Beginn einfache Dinge grundlos kompliziert gemacht werden.

Ich erinnere mich aus meinem eigenen Studium zum Beispiel an
die Wahrheitstabelle fiir die Schlussfolgerung ,,=*, bei der ich

das merkwiirdige Gefiihl hatte, dass ich Satze der Form ,.aus A
folgt B” eigentlich sicher verstehe, mich aber anstrengen muss, die
Tabelleneintrdge zu begreifen. Die Konstruktion der ganzen Zahlen
mit Hilfe von Aquivalenzrelationen fand ich deutlich komplizierter,
als einfach ,,—" vor die positiven Zahlen zu schreiben, und die
Aufgabe, dariiber nachzudenken warum in jedem Korper die
Gleichung 3 - 0 = 0 gilt, schien mir eher eine Fingertibung, denn
ernsthafter Studieninhalt.

IMm NACHHINEIN weifd ich, wieso diese Dinge aus gutem Grund
in die Grundlagen der Mathematik Einzug gefunden haben, aber
zu Anfang des Studiums habe ich diese selbst eher als Spielereien
wahrgenommen, die leider fiir viele Studierende eine sehr ernstzu-
nehmende Hiirde darstellen.

Gespréche mit Studierenden bestédtigen meine Sorge, dass die Auf-
16sung, wieso das sinnvoll ist, vielfach auch bei guten Studierenden
bis zum Ende des Studiums nicht eintritt.

IN DER VORLESUNG habe ich darum versucht, die mathematischen
Techniken und Begriffe in der Vorlesung nach Moglichkeit erst
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dann zu entwickeln, wenn dazu ein Anlass geschaffen wurde. Ein
positiver Nebeneffekt hiervon ist, dass sich die Begriffsbildungen
damit etwas gleichméfiger tiber das Semester verteilen.

Insbesondere habe ich versucht interessante Beispiele wo ir-
gend moglich immer vor und nicht erst nach den zugehorigen
Definitionen vorzustellen. Das ist kein neues Konzept, aber ich
war tiberrascht, wie wenig es in Biichern fiir den Studieneinstieg
verwendet wird.

Ich hatte etwas Sorge, dass ich mit diesem Vorgehen sehr viel Zeit
mit Spaltenvektoren und dem Rechnen von Beispielen verbringen
wiirde, ohne mit der Theorie wirklich voran zu kommen und das
alles in dem Wissen, dass ich viele Aussagen dann spéater noch
einmal in abstrakterer Sprache formulieren musste.

Am Ende war es umgekehrt so, dass die fiir Beispiele und An-
wendungen genutzte Zeit, die allgemeinen Resultate erleichtert hat.
Zum Beispiel war ich tiberrascht, dass mir die Studierenden in der
Vorlesung in der wir nach vielen Beispielen den abstrakten Vektor-
raumbegriff einfithren wollten, selbst eine insgesamt vollstandige
Liste von Axiomen vorschlagen konnten, in der nur eines — obgleich
dquivalent — inhaltlich etwas von der Standardformulierung abwich.

D1t UBUNGSAUFGABEN habe ich im Vergleich zu den Vorjah-
ren etwas angepasst. Mir hatten einige sehr gute Studierende in
Seminaren zum Ende des Studiums berichtet, dass sie die Ubungs—
zettel zu Beginn ihres Studiums als fast ausschliefslich frustrierend
wahrgenommen hatten. Das hatte mich schockiert. Zusitzlich zur
Ubungsstruktur habe ich daher noch starker versucht auf jedem
Aufgabenblatt mehrere Aufgaben anzubieten, die leichtere Erfolgs-
erlebnisse ermoglichen und die Studierenden explizit gebeten, mich
zu warnen, wenn die Aufgaben als zu schwer wahrgenommen wer-
den, da ich mich verschitzen kann. Das ist in Woche 6 dann leider
tatsdchlich passiert, aber so konnte ich immerhin versuchen, das
abzumildern.

Bei der Formulierung der Aufgaben habe ich schliefslich versucht,

die Anregungen von Thomas Bauer und Lisa Hefendehl-Hebecker® * Thomas Bauer and Lisa Hefendehl-
Hebecker. Mathematikstudium fiir

L . S . . das Lehramt an Gymnasien. Springer
einigen wenigen Wochen Zeit fiir peer-instruction Modelle gefunden. Spektrum Wiesbaden, 2019. ISBN
978-3-658-26681-3. URL https://doi.
org/10.1007/978-3-658- 26682- 0

wenigstens im Hinterkopf zu behalten. Leider habe ich nur in

D1t UBUNGSGRUPPEN zur Vorlesung haben wir zum niederlan-
dischem Modell umgestellt, d.h. statt einer Mischung aus Présenz
und Hausuafgaben, sollten die Ubungen vorwiegend dafiir genutzt
werden, an den Aufgaben zu arbeiten, die in der Woche abgegeben
werden sollten. Dies, damit einerseits fiir die Frage ,Ich weif3 gar
nicht wie ich anfangen soll?” ein Ansprechpartner verfiigbar ist und
andererseits die Inhalte der Ubungsgruppen mit denen der Vorle-
sung zeitlich besser iibereinstimmen. Nach Abgabetermin wurden
dann Losungen fiir die Aufgaben bereit gestellt.

Zusétzlich zu den schriftlichen Aufgaben, gab es fiir die einzel-
nen Themenblocke digitale Aufgaben zur Wiederholung, die von


https://doi.org/10.1007/978-3-658-26682-0
https://doi.org/10.1007/978-3-658-26682-0

Natascha Scheibke {iber die universititseigene JACK-Umgebung in
Moodle bereitgestellt wurden. Die Bearbeitung war freiwillig, zur
Klausurvorbereitung wurden die Studierenden aber verpflichtet,
sich ein eigenes unverbindliches Wochenziel fiir diese Aufgaben zu
setzen.

BEI DER NACHSTEN GELEGENHEIT wiirde ich gerne noch am Ende
der Kapitel jeweils eine strukturierte Ubersicht iiber die jeweils im
Kapitel enthaltenen Begriffe und Resultate hinzuftigen. Zudem
wiirde ich das Ubungsformat gerne noch um einen Anlass erweitern,
sich mit den Korrekturen der eigenen Losungen zu beschéftigen.

DANKSAGUNG: An dieser Stelle mochte ich mich ganz herzliche bei
Freunden, Kolleg*innen, Studierenden, Tutor*innen, kurz bei allen
bedanken, die sich immer wieder Zeit genommen haben, um mit mir
tiber Fragen, Inhalte, Formate und Stolpersteine zum Studieneinstieg
zu sprechen, zu diskutieren und mir Anregungen zu geben. Vielen
herzlichen Dank! Vielen Dank auch an alle Studierenden und Tu-
tor:innen, die mir Kommentare, Fehler und Verbesserungsvorschldge
geschickt haben: Fereshteh Fattahi, Kevin Kristen, Jonas Lensing,
Florian Leptien, Natascha Scheibke und ebenfalls vielen Dank an die
anonymen Hinweisgeber:innen auf Moodle.
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Einleitung

Diese Notizen waren eigentlich nicht als Skript gedacht, sondern eher als
Hilfestellung zur Erinnerung an die Vorlesung. Wiithrend des laufenden
Semesters ist es schwierig, zusitzlich zur Vorlesung ein Buch zu schreiben
— Sie konnen gerne einmal versuchen selbst eine Vorlesung im Computer
aufzuschreiben, dann sehen Sie vielleicht, was ich meine — daher werden Sie
hier auch mehr Tippfehler finden als mir lieb ist. Hinweise zu Fehlern und
Tippfehlern nehme ich gerne entgegen.

Es gibt viele gute Quellen zur linearen Algebra und es ist niitzlich, den
Umgang mit anderen Quellen zu iiben. Viele Biicher zur linearen Algebra
sind iiber die Universititsbibliothek auch online verfiigbar, ein Beispiel ist
das Buch von Gerd Fischer?, es gibt auch viele Skripte wie zum Beispiel
das von Ulrich Gortz3 oder das von Wolfgang Soergel*, englische Quellen
wie das Buch von David Lay, Steven Lay und Judi McDonald> sind

hiufig sehr viel anwendungsorientierter und darum eine gute Erginzung.

Sie werden sehen, dass die Quellen fast den gleichen Inhalte umfassen,
aber unterschiedlich erkliren. Welche Darstellung Ihnen personlich am
leichtesten zuginglich ist, wird von Ihren Vorlieben und Vorkenntnissen
abhiingen.

DIE LINEARE ALGEBRA ist ein erstaunlich universell einsetzbares
Werkzeug, das Sie einerseits unbemerkt tdglich im Alltag verwenden
und das andererseits in fast jedem Stiick moderner Mathematik
eine Rolle spielt. Das ist fiir mich noch immer tiberraschend, denn
vereinfacht gesagt geht es in der linearen Algebra nur darum, lineare
Gleichungssysteme zu losen und wir werden in der ersten Vorlesung
ein Verfahren dafiir kennenlernen — vielleicht kennen Sie das sogar
schon aus der Schule.

Fiir mich ist das ein gutes Beispiel dafiir, dass es sich oftmals
lohnt, ein zunédchst einfach erscheinendes Problem genauer anzu-
schauen. Haben wir den Kern des Problems so gut verstanden, dass
wir den Kern kompakt zusammenfassen kénnen, findet sich das
gleiche Prinzip mit etwas Gliick auch in ganz anderen Zusammen-
héngen wieder. Kurz: Abstraktion lohnt sich.

DAS KOMPAKTE ZUSAMMENFASSEN UND GENAUE VERSTEHEN ist
nach den linearen Gleichungen (und der weitldufigen Verwandt-
schaft derselben) der zweite Kernpunkt der Vorlesung und vielleicht
der schwierigere Teil, denn das Zusammenfassen ist mit der ma-
thematische Sprache unverschamt gut moglich, aber wie mit jeder

2> Gerd Fischer. Lineare Algebra, volu-
me 17 of Grundkurs Mathematik. Friedr.
Vieweg & Sohn, Braunschweig, fifth
edition, 1979. ISBN 3-528-17217-7.
URL https://link.springer.com/
book/10.1007/978-3-8348-9365-9. In
collaboration with Richard Schimpl

3 Ulrich Gortz. Lineare algebra.
Vorlesungsskript, 2020. URL https:
//math.ug/lecture-notes.html

¢ Wolfgang Soergel. Lineare algebra.
Vorlesungsskript, 2022. URL http:
//home.mathematik.uni-freiburg.de/
soergel/Skripten/XXLALl.pdf

5 David Lay, Steven Lay, and Judi McDo-
nald. Linear Algebra and Its Applications.
Harlow: Pearson Education, Limited,
2015. ISBN 9781292092232. URL
https://elibrary.pearson.de/book/
99.150005/9781292092249


https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-8348-9365-9
https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-8348-9365-9
https://math.ug/lecture-notes.html
https://math.ug/lecture-notes.html
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/XXLA1.pdf
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/XXLA1.pdf
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/XXLA1.pdf
https://elibrary.pearson.de/book/99.150005/9781292092249
https://elibrary.pearson.de/book/99.150005/9781292092249
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Sprache braucht es Zeit und Ubung, um sich an die Formulierungen
und Formeln zu gewohnen.

Mit etwas GewOhnung ist es dann sehr erfreulich, dass wir damit
komplexe Probleme so kompakt fassen kénnen, dass wir einerseits
leichter dartiber nachdenken kénnen — ich kann nicht ernsthaft
tiber Losungsmengen im 10 dimensionalen Raum nachdenken, aber
viele natiirliche Probleme haben viel mehr als 10 Parameter — und
andererseits auch so sicher argumentieren konnen, dass wir verlass-
lich richtig und falsch unterscheiden kénnen. Der zweite Punkt ist
ebenso wichtig, denn in umstandlicher Sprache werden Argumente
leicht lang und untiberschaubar. Das genaue Argumentieren, das
notwendig ist, um sicher zu sein, dass ein Argument wirklich auch in
einem allgemeineren Kontext tragfdhig ist, konnen Sie in der linearen
Algebra gut lernen und iiben.

Die moderne Form dieser algebraischen Sprache wurde wesent-
lich von Emmy Noether gepragt. Sie hat das selbst schén zusammen-
gefasst:

,Meine Methoden sind wirklich Methoden des Arbeitens und
Denkens; deshalb haben sie sich tiberall anonym eingeschlichen.”
(Emmy Noether, 1882-1935)

,ENTSCHULDIGUNG, ICH HABE DAS NICHT VERSTANDEN. KONNTEN
SIE DAS BITTE NOCH EINMAL WIEDERHOLEN" sind wichtige Sitze,
die Sie in jedem Sprachkurs ganz zu Anfang lernen, weil Sie sich
ohne diese kaum unterhalten kénnen. Das ist mit jeder Fachsprache
genauso: Formulierungen, die Ihnen bei der ersten Begegnung
unverstidndlich erscheinen, werden Thnen mit etwas Nachfragen nach
kurzer Zeit geldufig werden.

,Ich habe das nicht verstanden” bedeutet, dass Sie gerade versu-
chen, etwas zu verstehen. Haben Sie keine Angst vor diesem Satz.
Das Nachfragen ist wichtig, denn es kann immer einmal passieren,
dass ich versehentlich zu schnell mit der mathematischen Sprache
umgehe und dabei Konstruktionen verwende, die fiir Sie ungewohnt
oder gar unbekannt sind. Das ist keine Absicht. Zudem mache ich
wie alle Menschen auch Fehler und dann ist es gut, wenn Sie das
bemerken.

Sie werden niemals die einzige Person in der Vorlesung sein, die
Ihre Frage hat, alle anderen werden sich heimlich bedanken, dass Sie
sich getraut haben die Frage zu stellen.

Wissenschaft entsteht im Gesprach, nur selten in Monologen.

Bildquelle: Wikipedia



Lineare Gleichungssysteme

Lineare Algebra spielt in sehr unterschiedlichen Zusammenhéidngen
eine wichtige Rolle, wahrscheinlich ohne dass Ihnen das bewusst ist.
Hier eine kleine Auswahl:

Bildquellen: WikiCommons, Nasa, Statistisches Bundesamt, eigene Bilder

Die Liste kénnte ich noch weiter verldngern, wenn Sie aus den
Wirtschafts- oder Ingenieurwissenschaften kdmen, hétte ich andere
Bilder ausgewihit.

AM BEISPIEL DER INTERNETSUCHE mochte ich Ihnen zeigen, wie
der Zusammenhang zu Gleichungen in Problemen entstehen kann,
die zundchst nicht mathematisch aussehen.

Wenn Sie eine Suchanfrage in eine der iiblichen Suchmaschinen
eintippen, bekommen Sie — nach werbefinanzierten Links — eine sor-
tierte Liste, die meist in den ersten Eintrdgen eine fiir Sie relevante
Seite enthilt. Das Ursprungsproblem war hier:

FRAGE: Wie sortieren wir Seiten nach Relevanz, ohne den Inhalt zu
analysieren?

Das hat zu Anfang ziemlich schlecht funktioniert, bis Google den
PageRank-Algorithmus gefunden hat.

D1E IDEE war, nur auf das Netzwerk der Verkniipfungen von Seiten
zu achten und dann anzunehmen, dass

1. eine Seite wichtig ist, wenn viele Seiten auf diese verlinken und
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2. diese selbst nicht gleichzeitig auf sehr viele andere Seiten verwei-
sen.

EIN MATHEMATISCHES MODELL fiir diese Grundidee konnte so

aussehen: Die Relevanz einer Seite geben wir durch eine Zahl® S w fiir Wichtigkeit
Wseite an, 0 sind vollig unwichtige Seiten, je grofier die Zahl, desto

wichtiger die Seite. Fiir die Verteilung stellen wir die folgenden

Regeln auf:

1. Jede Seite gibt Ihre Wichtigkeit gleichmiflig an die Seiten ab, auf
die sie verweist.

2. Jede Seite ist so wichtig, wie die Summe der Links auf die Seite.

Lassen Sie uns das an einem sehr kleinen Netzwerk aufschreiben:

Die Seiten sind im Bild nummeriert und die Links durch Pfeile
gekennzeichnet. Die Anzahl der Links, die von den Seiten ausgehen
sind:

Seite 1: 1 Link (nur nach 3),
Seite 2: 2 Links (nach 1 und 4)
Seite 3: 3 Links (nach 1,2,4)
Seite 4: 2 Links (nach 1 und 3).

Die Regeln konnen wir jetzt als Gleichungen lesen: Die Wichtigkeit
w1 von Seite 1 ist durch die Summe der Links gegeben. Die Seiten Das Zeichen # méchte ich fiir ,, Anzahl”
2,3,4 verweisen auf 1 und geben jeweils 1/ (# eigene Links) an w; verwenden.

weiter also:

1 1 1
w1 = EZUQ + §W3 + EZU4

Genauso erhalten wir

1
Wy = §w3

w3 :w1+§w4

Wy = sz + gﬂ)g

Bringen wir alle Terme auf eine Seite erhalten wir ein Gleichungs-

system fur die wy, wy, w3, wy: Vielleicht sehen Sie hier eine fiir uns
nutzlose Losung sofort. Wenn Sie diese
unniitze Losung loswerden mochten

1 1 1
W — ZWy — W3 — W 0
1 272 % 3 274 konnten Sie die Summer der Relevanz
w2 — 3W3 =0 aller Seiten fixieren, zum Beispiel als
1
- ) 1w3 - sws = 0 w1 +wy + w3 +wg =1
— Wy — 3W3 + wy = 0



Dies ist ein lineares Gleichungssystem, d.h. es kommen hier nur
Vielfache der Unbekannten wy, wy, w3, w4 vor, keine Produkte oder
Potenzen.

Das Gleichungssystem fiir ein Netzwerk aus dem wirklichen
Leben wird sehr grof$ sein, so grof3, dass es nicht so klar ist, wie wir
jemals eine Losung finden.

FRAGE: Kennen Sie ein Losungsverfahren, das fiir jedes derartige
Gleichungssystem funktioniert?

In der Mathematik wird es vielfach um die Frage gehen, wie wir
an ein Problem herangehen kénnen, fiir das wir noch keine Losung
kennen.

Wie finden wir ein Losungsverfahren?

EINE LOSUNGSSTRATEGIE mochte ich an dieser Frage vorstellen.
Selbst wenn Sie schon ein Losungsverfahren kennengelernt haben,
ist es niitzlich, die Frage zu stellen, woher die Idee zu dem Verfahren
vielleicht kam.

Wenn ich unser Beispiel anschaue, dann stéren mich zunéchst die
Briiche, die noch schlimmer werden, wenn ich ein grofSeres Netzwerk
mit mehr Links anschauen mochte.

SCHRITT EINS: Sammle Beispiele, die
¢ tiiberschaubar genug sind, um leicht eine Losung zu finden und
* zusammen eine Chance haben, typisch zu sein.”

Insbesondere werde ich statt krummen Zahlen, zunichst einfache
Koeffizienten ausprobieren, weil ich sonst die Ubersicht verliere.
Genauso nenne ich meine Unbekannten xq, x1, ..., weil ich mich
daran gewohnt habe.
Fiir ein Gleichungssystem sehe ich zwei Moglichkeiten, meine
Arbeit zu erleichtern:

1. Weniger Gleichungen.
2. Weniger Unbekannte.

Vielleicht fangen wir mit weniger Gleichungen an:

HABEN WIR NUR EINE GLEICHUNG zum Beispiel
X1 + 2xp + 3x3 + 4x4 = 10

so konnen wir alle Losungen sehen: Setzen wir namlich fiir xp, x3, x4
beliebige feste Werte a, b, c ein, so kénnen wir den notigen Wert fiir
X1 ausrechnen:

x1 =10 —2a —3b — 4c

LINEARE ALGEBRA 13

7 Ich wiirde das allgemeine Problem
gern auf meine einfachen Beispiele
zuriickfiihren.

Diese Notation ist nicht sehr nachhaltig,
mit a,b, c werden uns die Buchstaben
schnell ausgehen.
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Damit haben wir die Losungen der Gleichung bestimmt:
Losungsmenge = {(x1,x2, x3,x4) = (10 —2a —3b—4c,a,b,c)|a, b, c beliebig}.

Die Losungsmenge sihe also geometrisch aus, wie ein 3-dimensionaler
Raum mit den Koordinaten a, b, c. Das passt ganz gut zu Beispielen
mit weniger Unbekannten:

X1+ 2x =10
beschreibt eine Gerade in der Ebene und
x1 +2x3 4+ 3x3 =10
eine Ebene im Raum.
IN TERMEN vON FORMELN wird das erfreulicherweise nicht

schwieriger, wenn wir mehr Variablen haben als wir uns geometrisch
vorstellen konnen.

WAS MACHEN WIR NUN MIT MEHEREREN GLEICHUNGEN? Ein
einfaches Beispiel wire vielleicht:

x1 + 2x 4+ 3x3 = 10
4x, + 5x3 = 10
6X3 = 12.

Aufgabe. Sehen Sie eine Losung?
Wieso sehen wir die Losung?
¢ In der letzten Zeile steht x3 = 2 in komplizierterer Schreibweise.

e Setzen wir x3 = 2 in der Zeile dariiber ein, erhalten wir 4x, +5 -
2 =10 also 4x, = 0 und damit x, = 0.

e Setzen wir die Werte x, = 0, x3 = 2 in die erste Zeile ein erhalten
wir x1 +0+3-2 =10 also x; = 4.

FaziT: Wenn das Gleichungssystem so aussieht, dass ab der 2.
Gleichung nur noch die Unbekannten Nummer 2,3, ... in der 3. Glei-
chung nur noch die Unbekannten Nummer 3, ... usw. vorkommen,
so konnen wir die Losung einfach bestimmen.

Lassen Sie uns die gerade verwendeten Argumente noch ein-
mal systematisch durchgehen, um zu sehen, was wir daraus fiir
kompliziertere System lernen konnen:

* In der letzten Zeile steht x3 = 2 in komplizierterer Schreibweise.

Bedeutet: Wir teilen die letzte Zeile durch 6 (=multiplizieren mit 1 ):

X1 + 2x + 3x3 = 10
4x, 4+ 5x3 = 10

6x3 = 12.]-1
X1 + 2x + 3x3 = 10
4x, + b5xz3 = 10

X3 = 2.



OPERATION 1: Die Losungsmenge einer Gleichung &ndert sich nicht,
wenn wir die Gleichung mit einer Zahl # 0 multiplizieren.
Denn giltx = y,soistax = ay. Wenna # 0, so kénnen wir
umgekehrt ax = ay mit % multiplizieren und erhalten dann x = y
zuriick.

Den zweiten Schritt:

e setzen wir x3 = 2 in der Zeile dartiiber ein, erhalten wir 4x, +5 -
2=10also4x, =0

konnen wir auch als: Subtrahiere das 5-fache der letzten Zeile von
der zweiten:

X1 + 2x + 3x3 = 10
4x; + 5x3 = 10 ﬁ+
X3 = 2. | - -5
X1 + 2x3 + 3x3 = 10
4x2 = 0
X3 = 2.

interpretieren.

OPERATION 2: Die Losungsmenge einer Gleichung dndert sich nicht,
wenn wir ein Vielfaches einer Gleichung zu einer anderen addieren.
Denn gilt x = y und z = w, so gilt fiir jede Zahl 2 auch x + az =
Yy +aw.

Umgekehrt erhalten wir aus x +az = y +aw und z = w die
Gleichung x = y zurtick, indem wir das —a fache der Gleichung
z = w zu X + az = y + aw addieren.

Mit den beiden Operationen kénnen wir jetzt auch den Rest
unserer Losung formulieren:

X1 + 2x 4+ 3x3 = 10
4x; + = 0|1
X3 = 2.
X1 + 2x + 3x3 = 10 + J+

Xy + = 0 | -2
X3 = 2. ‘ -—3
X1 = 4
X2 = 0
X3 = 2.

Im einfachen Beispiel haben wir die Umformungen jetzt so for-
muliert, dass wir diese fiir allgemeine Gleichungssysteme verwenden
konnen. Damit kénnen wir jedes System so umschreiben, dass es wie
im Fazit zu unserem einfachen Beispiel aussieht.

Ein allgemeines Losungsverfahren

LINEARE ALGEBRA 15

FaziT: Wenn das Gleichungssystem

so aussieht, dass ab der 2. Gleichung
nur noch die Unbekannten Nummer
2,3, ... in der 3. Gleichung nur noch
die Unbekannten Nummer 3, ... usw.
vorkommen, so konnen wir die Losung
einfach bestimmen.

2. Vorlesung 12.10.
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DER GAUSs-ALGORITHMUS macht das wie folgt: Gegeben ein
lineares Gleichungssystem fiir die Unbekannten x1, x, ..., Xj.
Etappe 1: Entferne von oben nach unten, schrittweise jeweils die vordere
Variable aus den darunter stehenden Gleichungen. Formal geht das so —
keine Sorge wir machen gleich ein Beispiel in dem das hoffentlich
einfach aussieht:

Schritt 1 Sortiere die Gleichungen so, dass die Unbekannte x; in
der ersten Gleichung vorkommt. Das Kleingedruckte: Wenn
x1 in keiner Gleichung vorkommen sollte, kann der Wert fiir
x1 beliebig gewidhlt werden. Wir fithren Schritt 1 dann fiir die
nichste Variable x, durch.

Schritt 2 Teile die 1. Gleichung durch den Koeffizienten von x;. Die
Gleichung ist jetzt also x; 4 etwas - x; + - - - = Konstante.

Schritt 3 Subtrahiere dann von oben nach unten jeweils das Vielfa-
che der 1. Gleichung von den darunter stehenden Gleichungen
2, 3, usw., das durch den Koeffizienten von x; gegeben ist. Damit
wird x; aus den Gleichungen 2, 3, usw., entfernt.

Erstes Zwischenergebnis: x; kommt in den Gleichungen 2,3, ...
nicht mehr vor.

Schritt 4+ Wiederhole das Verfahren fiir die Gleichungen 2,3...
mit den Variablen x, und danach mit den ndchsten Variablen.

ERGEBNIS DER ERSTEN ETAPPE: Wir erhalten durch Umformen
von oben nach unten, ein Gleichungssystem in dem dass ab der 2.
Gleichung nur noch die Unbekannten Nummer 2,3, ... in der 3. Glei-
chung nur noch die Unbekannten Nummer 3, ... usw. vorkommen
und der Koeffizient der fithrenden Variablen in jeder Gleichung
jeweils 1 ist.

Etappe 2: Entferne - wie im einfachen Beispiel - mit Umformungen
von unten nach oben, die fithrenden Variablen der Gleichungen aus den
dariiberstehenden:

Schritt 5 Subtrahiere jetzt das Vielfache der letzten Zeile von den
dariiberstehenden, das die fithrende Variable der letzten Glei-
chung aus den dartiberstehenden entfernt.

Schritt 6+ Wiederhole das Verfahren danach von unten nach oben
fur alle Gleichungen, so dass die fithrenden Unbekannten jeweils
nur in einer einzigen Gleichung vorkommen.

ERGEBNIS DER ZWEITEN ETAPPE: Im Gleichungssystem kommt
die erste Variable nur in der ersten Gleichung vor, in den darunter
stehenden fillt jeweils wenigstens eine weitere Variable weg. Die
jeweils fithrende Variable in jeder Gleichung kommt in keiner
anderen Gleichung mehr vor.

In der nichsten Vorlesung werde ich
genauer formulieren, was hiermit
gemeint ist

Wir sollten noch eine bessere Notation
fiir etwas finden.

Wir sagen dazu: Das Gleichungssystem
hat Zeilenstufenform.
X1 +2x2+3x3+x4 =5
X3+5x4 =6

X4:1.

Wir sagen dazu: Das Gleichungssystem
hat reduzierte Zeilenstufenform.
X1+ 2x3 =1
X3 =1

X4:1.
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MERKSCHEMA:

* ok Kk k=% X1 ok ok k=% x1 0 0 x=x
* Kk KX K= % ~ 0 x * *=x ~ 0 x 0 x=x%
* Kk Kk k=% 0 0 x3 *=x% 0 0 x3 *=x%

Jetzt konnen wir die Losungen ablesen:

¢ Die Unbekannten, die nicht als fiihrende Variable des vereinfach-
ten Gleichungssystems vorkommen, konnen beliebig gewdahlt
werden.

e Fiir die Unbekannten, die als fithrende Variable in einer Gleichung
vorkommen, gibt diese Gleichung eine Formel fiir die Losung.

¢ Ist eine der Gleichungen von der Form 0 = Konstante ungleich 0,
so hat das System keine Losung.

Das wird klarer, wenn wir ein Beispiel rechnen:

Ein Beispiel fiir das Gauf-Verfahren

Beispiel 1. Losung des Gleichungssystems:

X + x 4+ x3 =1
3xq; + 2xp 4+ x3 = 6
6x; + b5x; 4+ 5x3 = 6
X1 + x 4+ x3 = 1 | -—3 | -—6
3xy + 2x 4+ x3 = 6 Q+ w
6x; + 5x + bx3 = 6 +
X1 4+ x + x3 = 1
— X2 - ZJC3 = | -1
— X2 — X3 = 0
X1 + x 4+ x3 = 1
+ x + 2x3 = -3
- x» — x3 = 0 +
X1 4+ x + x3 = 1 +
+ x + 2x3 = -3 + J
+ X3 -3]--2 |- —1

Zeilenstufenform
X1+ X = 4 ﬁ+
+ox - 3 |-—1

X1 = 1

X2

X3 = -3 reduzierte Zeilenstufenform

17
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Bemerkung. Es istin fast jedem Beispiel verlockend, sich den
Algorithmus zu erleichtern indem geschickte Umformungen einge-
schoben werden. Oben hitte ich zum Beispiel erst einmal die letzte
und die erste Zeile vertauscht, um mir Briiche zu ersparen.

Das erstaunliche ist aber, dass die Methode als Kochrezept immer
funktioniert und ich selbst haufig weniger Rechenfehler mache, wenn
ich mich schlicht an das Verfahren halte.

Aufgabe 1. Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystems:

X1 + X2 + 2xy4
X + X3 + x5 =
X1 + 2x 4+ x3 + 3x4

In der Vorlesung haben wir das gemeinsam gelost:

X1 + X + 2x = 1]-1
X + x3 + x5 =1
X1 + 2x 4+ x3 4+ 3x4 = 2 +
X] + x + 2x4 =1
X o+ x + x o= 1]-1
X2 + x3 + x4 =1 +
x1 + x + 2x4 =1 ﬁ+
X o+ x + x = 1]-1
0 =0
x1 + —X3 + X4
X2 + x3 + x3z =1

Also kénnen x3 und x4 beliebig gewdhlt werden und jede Wahl

bestimmt x7, x, dann eindeutig: Wie Sie die frei wihlbaren Variablen

nennen, bleibt Thnen iiberlassen, ich

nehme immer aufeinander folgende

Buchstaben, aber wenn Sie statt s, t

Xp=1—5s—1t L. lieber ,Emmy” und ,Oscar” nehmen,
s, t beheblg ist das Ihre Entscheidung.

x1=s5—1t
Losungsmenge =
X3 =S
x4 =1t

Aufgabe 2. Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystems:

X1+ x + 2x4 1
X2 + X3 + x4

X1 + 2x2 + x3 + 3x4

Matrizen - eine abkiirzende Schreibweise fiir Gleichungssysteme

Wahrscheinlich ist Ihnen die Schreibarbeit in den Beispielen schon
unangenehm vorgekommen. Das liegt an den Unbekannten x;,
die immerzu abgeschrieben werden, ohne wirklich an den Um-
formungen beteiligt zu sein. Um das loszuwerden sind Matrizen
praktisch.



EIN LINEARES GLEICHUNGSSYSTEM mit n Unbekannten x1, x5, ..., X,
und m Gleichungen ist ein Gleichungssystem der Form:

anx1 + apxo + -+ ayx, = by

Ax1X1 + apXy + - -+ aypXxy = by

A1 X1 + QX2 + - + AgnXny = by

wobei (ai]-) i=1,.m und b; fest gewdhlte Zahlen sind.
j=1,.m

Zur Abkiirzung schreiben wir die Koeffizienten 4;; in eine Matrix

M1 412 o M

a1 a2 - dp
A=

An1 Am2 - Amn

In unserem Beispiel

X1 4+ x + x3 =1
3x¢1 4+ 2x + x3 = 6
6x; + S5x3 4+ bxz3 = 6
Bekommen wir also
1 11
A=13 1 1
6 5 5

Wenn wir daraus das Gleichungssystem zuriick bekommen méchten,
schreiben wir die Variablen untereinander als Vektor
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Der erste Index in a1, gibt die Nummer
der Gleichung (die Zeile) an, der zweite
die Nummer der Unbekannten (die
Spalte). Also

AZeile Spalte-

X1
X2
X =
Xn
Und definieren
a1 a1z - Aip X1 a;xy +apxy + -+ ayxs
a1 Azp - A2y X2 ax1x1 +anxy + -+ axy Xy
Ax=1 | . L=
Aml Am2 - Amn Xn A1 X1 + A2 X2 4+ - -+ ApnXn
IcH MERKE MIR DIE REGEL sO:
a1 42 --. Ap X1
a1 422 ... dop X2
Aml Am2 --- Amn Xn

Laufen Sie mit zwei Fingern, an den beiden Pfeilen entlang, multiplizieren
Sie jeweils die Eintrige und addieren Sie die Ergebnisse auf. Das ist der
Erste Eintrag im Ergebnisvektor. Dann machen Sie das fiir die 2. Zeile
Usw.
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DER VEKTOR AUF DER RECHTEN SEITE der Gleichung fiir A - x hat
m Eintrage. Schreiben wir also

by
by
b=1 .
bm
so wird unser Gleichungssystem zur Gleichung Diese kompakte Schreibweise wird
noch ihr Eigenleben entwickeln.
A-x=b.
FaziT:
Mit
X1
a1 a12 ... A1n b1
X2
A= : Clx= ) und b =
Am1 m2 --- Amn ) bm
Xn
wird aus dem Gleichungssystem
a11%1 +a1pX2 + -+ a1 uXn = by
AmAX1 + AmpXy + -+ AmuXn = b
die kurze Gleichung
Diese einfache Gleichung wird bald
noch ein Eigenleben entwickeln.
A-x=Db

IMm GAUSsS-ALGORITHMUS mussten wir die rechte Seite des Glei-
chungssystems mitfiihren. In Matrixnotation schreiben wir dafiir
die rechte Seite hinter einem senkrechten Strich an die Matrix: Fiir
das Beispiel

X3 + x5 = —4
X1 — X2 + x3 — 2x4 = 1
2x1 — 2xp 4+ 2x3 — 2x4 =
schreiben wir also
Das nennen wir auch die erweiterte
Koeffizientenmatrix.
0 01 0 1]-4 Der senkrechte Strich markiert die
1 -1 1 -2 0 1 Stelle des ,,=" in den Gleichungen,
2 2 2 _2 0 0 also die Stelle an der die Unbekannten

aufhoren.



Den Gauf3-Algorithmus hierfiir konnen wir dann so aufschreiben:

0 0 1
(1 -1 1
2 =2 2
1 -1 1
(0 0 1
2 =2 2
1 -1 1
(0 0 1
0 0 O
1 -1 0
(0 0 1
0 0 O
1 -1 0
(0 0 1
0 0 O
1 1 0
(0 0 1
0 0 O

OrRO OO OO

0

‘14) .

3
—4
-1

Daran konnen wir wie gehabt die Losungsmenge ablesen: Die

Variablen, die den fettgedruckten Spalten entsprechen kénnen wir

frei wihlen und dann fiir die fithrenden Variablen eine Formel

ablesen:

Losungen(A -x =b) =

X1
X2
X3
X4
X5

3+s+t
S
—4—t
—1
t

s, t beliebig

Fiir den Moment, bleibt es Thnen tiberlassen, ob Sie die lingere

Schreibweise bevorzugen.
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Zahlbereiche

Wie bei der Suche nach einem Losungsverfahren lohnt es sich,
nachzuschauen, was wir im Verfahren wirklich benutzt haben, auch
wenn das zunéchst banal erscheint.

Zur Losung von linearen Gleichungssystemen haben wir nur die
Grundrechenarten +, —, -, : verwendet. Die kennen Sie natiirlich
lange aus unterschiedlichen Zahlbereichen:

FUR DIE NATURLICHEN ZAHLEN
N=1{1,23,...}

haben wir die Verkniipfungen + und -, aber schon die Subtraktion
ist nicht immer moglich.

IN DEN GANZEN ZAHLEN
Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,... }
sind +, —, - definiert, nur dividieren macht Probleme.

IN DEN RATIONALEN ZAHLEN (den Briichen)

Q= { Briiche i
m

neZ,meN }
sind dann alle Verkniipfungen +, —, -, : definiert.

AUSSERDEM KENNEN SIE DIE REELLEN ZAHLEN R, tiber die Sie
wahrscheinlich als Dezimalzahlen, mit potentiell unendlich vielen
Nachkommastellen nachdenken

R = {n,d1d2d3... Inezd;e {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,}};

zum Beispiel enthilt R die Zahl 7t = 3,141592653589... .

Komplexe Zahlen

Es gibt weitere niitzliche Zahlbereiche in denen wir genauso gut
rechnen konnen, zum Beispiel die komplexen Zahlen C.

Die komplexen Zahlen wurden urspriinglich erfunden, weil
aufgefallen war, dass sich mit Zwischenergebnissen wie Termen aus

3. Vorlesung 17.10.
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der p—g-Formel auch dann sinnvoll weiter rechnen ldsst, wenn in der

Whurzel eine negative Zahl steht. Dieser Zahlbereich hat sich dann als

auferordentlich niitzlich erwiesen.®

8 Zum Beipiel kann ich mir selbst die
Rechenregeln fiir die Winkelfunktionen

L. . .. 9 sin, cos erst merken, seitdem ich weif3
der Algebra zu vertrauen: Da wir in R keine Zahl 4 mit = = —1 wie sich diese in den komplexen

finden, d.h. es gibt kein 2 = /-1 in IR, fligen wir Symbol i zu R Zahlen zu einer sehr viel einfacheren
Formel zusammensetzen.

Der Trick fiir die Definition der komplexen Zahlen ist, einfach

hinzu, fiir das wir die Rechenregel i = —1 festlegen (also i = v/—1
definiert wird). Wir machen uns zunéchst keine Gedanken tiber eine
Bedeutung hiervon, sondern rechnen mit dem Symbol i.

Dazu werden wir mindestens alle Ausdriicke der Form a +i-b wo-
bei a, b reelle Zahlen sind benétigen und es wird sich herausstellen,
dass das schon ausreicht:

C:={a+ib|abeR},

d.h. die komplexen Zahlen sind einfach formale Ausdriicke der
Form a + ib fiir reelle Zahlen g, b, also beispielsweise

1,i, 144, 1—14,2+3i, 1—V2i, ...

Sie sehen, dass ich statt 0 + i einfach i schreibe und fiir1 +17-0
einfach 1.

Fiir komplexe Zahlen konnen wir die Grundrechenarten +, —, -, :
erweitern:

(a+ib) + (c+id) = (a+c)+i(b+4d)
denna+ib+c—+id =a+c+ib+id = a+c+i(b+4d)
(a+1ib)- (c+id) :=ac — bd + i(ad + bc)
denn
(a+1ib) - (c+id)= ac + aid + ibc + ibid (Ausmultiplizieren)

= ac + iad + ibc + i*bd

]'2

=lac+ i(ad 4 bc) — bd.

Die Rechenregeln ergeben sich also einfach aus den iiblichen Regeln
zum Ausmultiplizieren und Zusammenfassen fiir reelle Zahlen, wir
miissen uns also keine neuen Formeln (aufler i> = —1) merken.

EINE GEOMETRISCHE INTERPRETATION dieser Regeln ist beruhigend
und hilfreich. Wenn wir uns C := {a +ib|a, b € R} geometrisch als
die Punkte in der Ebene vorstellen:
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ib

4+ 3§

konnen wir die Addition und Multiplikation auch geometrisch
interpretieren.

DI1E ADDITION ist durch aneinanderlegen von Ortsvektoren gegeben:
ib

5+5

D +4i T

Die MULTIPLIKATION mit i ergibt
i-(a+ib) =ia+i*h = —b +ia.

Die a—Achse wird also auf die ib-Achse gedreht und die ib—Achse
auf die —a-Achse. Das entspricht also einer Drehung um 9o°:
ib
4i — 4 4440
3i—1

\

LASSEN SIE UNS TESTEN, ob diese Vorstellung gut funktioniert.
Wenn i = \/—1 eine Drehung um 9o° ist, sollte vielleicht /i eine
Drehung um 45° sein. Mein erster Versuch fiir die Drehung wire
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vielleicht, die Winkelhalbierende zwischen i und 1 zu nehmen. Das
ware 140 1+i 1 .1
1+~ V2 V2 V2
weil die Diagonale im Einheitsquadrat die Lange /2 hat.
Probe:

1 .1 12 1 1
R TR TR
_1+i+(1’21):1+i71:l’.
2 2772 2

Wir haben also tatsdchlich geometrisch eine Wurzel gefunden. Sie
konnen das gern fiir v/i oder v/—1 auch selbst einmal probieren.

NUN FEHLEN UNS NocH die Grundrechenarten ,—* und ,:”. Die
Subtraktion konnen wir als

(a+ib) —(c+id) = (a—c)+i(b—4d)

definieren, denn — ist die Operation die + riickgédngig macht.

DiEe DivisioN ist vielleicht iiberraschender. Der Ausdruck er'l’s lasst

sich mit einem Trick in die Form e + if bringen. Die 3. binomische
Formel sagt namlich, dass

(c+id)-(c—id) =c* — (id)> = * — (—d*) =c® +d?

gilt und ¢ + d? ist eine positive reelle Zahl wenn c + id # 0 ist. Also
gilt:

a+ib _ (a+ib)(c—id)
ct+id  (c+id)(c—id)
(ac 4+ bd +i(bc — ad)

= 212 Ausmultiplizieren
ac+bd . bc—ad
T 214 T3 e Bruchrechnen.
N—— ——
in R in R

erweitere den Bruch mit ¢ — id

Beispiel 2.

U %Jrl berechnen wir, indem wir den Bruch wie oben mit1 — i
erweitern:

1 1(1—1) 1—i 1—i 1—i 1 1

1+i (1+i)(1—i) 12— 12—-(-1) 2 2 2

L] % = 71_1 = —i = 71 AISO

1
- = —1
i
Um das Rechen zu iiben, haben wir in der Vorlesung noch den
Gauflalgorithmus fiir das Gleichungssystem

ix1 — 3X2 =3i
2ix; — (3+3i)x2 =6



durchgefiihrt.
iX1 — 3XZ = 3i ‘ %
2iX1 — (3 + 3i)X2 = 6
X1+ 3ixp = 3 | —2i
2ixy — (B3+3i)x, = 6 +
X1 + 3iX2 = 3
0 + (3-3i)x, = 6—6i | 35
x1 + 3ix, = 3 +
X2 = 2 ‘ - —3i
X1 = 3—6i
Xy = 2.

Also ist die einzige Losung x; = 3 — 6i und x, = 2.
Ich empfehle an dieser Stelle dringend, eine Probe zu machen, um
das Ergebnis zu priifen.

Es GIBT JETZT EIN ERNSTES PROBLEM: Die Rechnungen sind schén
und gut, aber wie konnen wir uns systematisch davon tiberzeugen,
dass tatsédchlich ,alle tiblichen Rechenregeln” auch fiir die komple-
xen Zahlen gelten? Einige davon haben wir gerade verwendet!

Bei der Gelegenheit wére es auch schon zu kldren, was genau hier
mit ,,alle” gemeint ist.

Aufgabe 3. Sammeln Sie bevor Sie weiterlesen wenigstens 5 Eigen-
schaften und Rechenregeln fiir die 4 Grundrechenarten, die Sie beim
Rechnen mit reellen Zahlen gewohnt sind.

Das konnen einfache Termumformungen mit 4+, —, -, : sein, oder
einfache Riickschliisse, die Sie aus Gleichungen wie zum Beispiel
a-b =0, ziehen konnen.

LINEARE ALGEBRA 27
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VIELLEICHT HABEN SIE einige der folgenden Regeln gesammelt:
e g—(b—c)=a—b+c

¢ Ein Produkt ist genau dann 0, wenn einer der Faktoren 0 ist.

e a—b=a+(-1)-0b

* Ausa+b=a+cfolgtb=c.

o Ista#A#Qunda-b=a-c,sogilth=rc.

e Wir teilen durch einen Bruch, indem wir mit dem Kehrwert
multiplizieren, d.h. es gilt

a:(b:c)=a-(c:b)
wenn b # 0 und ¢ # 0.
e Gilta-b="bsoistentwedera =1 oder b = 0.

Es scheint ein mittlerer Alptraum alle diese Dinge nachzupriifen,
oder einen wirklichen Uberblick iiber die Regeln zu bekommen.
Schlimmer noch, wenn wir nidchste Woche noch einen neuen Zahlbe-
reich finden sollten, dann geht das wieder von vorne los.

DIE EINZIGE BRAUCHBARE LOSUNG ist, eine moglichst minimale
Liste von Regeln zu finden, aus der sich alle anderen ergeben. Wenn
die Liste kurz genug ist, konnen wir das leicht nachpriifen und dann
einmal {iberlegen, was sich alles aus der Liste ergibt.

Korperaxiome: Ein Minimum an Rechenregeln geniigt

Um nicht fiir die komplexen Zahlen C und jeden weiteren Zahlbe-
reich keine lange Liste von Eigenschaften nachpriifen zu miissen, ist
es hilfreich eine minimale Liste zu finden, aus der sich alle anderen
automatisch ergeben. Die tibliche Liste hierfiir nennen wir die ,Kor-
peraxiome”, wobei , Korper” der abstrakte Begriff fiir Zahlbereiche
ist in denen die 4 Grundrechenarten verfiigbar sind. Sie werden
gleich merken, dass der erste Kniff ist, sich zu erinnern, dass sich
schon bei den Briichen — aus + und : aus - ergeben hat.

KurzeR EINSCHUB zU ZWEI GRUNDBEGRIFFEN: Wir haben bereits
den Begriff der Menge verwendet. Als umgangssprachliche Erkldarung
fiir diesen Begriff ist noch immer die Beschreibung von Cantor
tiblich, dass eine Menge , die Zusammenfassung von bestimmten,
wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres
Denkens ist”. Die Objekte die zu einer Menge M gehoren, heifien
die Elemente der Menge, die Notation m € M bedeutet, dass m ein
Element von M ist und m ¢ M, dass m kein Element von M ist.

Die wesentliche Eigenschaften der Definition einer Menge M sind,
dass

Fiir die komplexen Zahlen hatten wir
zum Beispiel CJ&I. 7 mit einem Trick
berechnet, wenn Sie einen anderen
Trick finden, konnte ein anderes
Ergebnis herauskommen, d.h. es konnte
doch sein, dass mehrere Zahlen als
Inverse funktionieren, oder?

Vorlesung 4, 19.10.

Der Mengenbegriff lasst sich weiter
formalisieren, aber das mochte ich hier
nicht tun.



¢ prinzipiell geklart ist, welche Objekte Elemente von M sind und
welche nicht und

* das Wort ,wohlunterschieden” verlangt, dass wir von zwei
Elementen sagen konnen, ob diese gleich, oder verschieden sind.

Zum Beispiel werden Sie in der Analysis kldren, dass in den reellen
Zahlen 0,99999 - - - = 1 gilt. Die Anforderung zu klédren, welche
Elemente gleich sind, ist also nicht immer offensichtlich.

SIE HABEN SCHON VIELE BESIPIELE VON MENGEN gesehen,
in dieser Vorlesung hatten wir schon Loungsmengen und die
Zahlbereiche N, Z, Q, R, C gesehen.

RECHENOPERATIONEN wie + sind Vorschriften, die aus zwei Zahlen
eine neue Zahl machen. Das wird tiblicherweise als Abbildung;:

+:  MxM—M

aufgeschrieben.

Das ist schnell erklart: Eine Abbildung f: M — N von einer Menge
M in eine andere Menge N ist eine Vorschrift, die jedem Element
m € M ein Element f(m) € N zuordnet.

In unserem Beispiel mochten wir zwei Zahlen ihre Summe
zuordnen also aus 2 Elementen ein neues Element machen. Darum
fithren wir die Notation

MxM:={(a,b)|ac Mundb e M}

fiir die Menge aller Paare von Elementen von M ein.
Die Verkniipfung + ist damit eine Abbildung

+:RxR—=R
(a,b) — a+b.

Mit DIESEN GRUNBEGRIFFEN konnen wir jetzt die versprochene
minimale Liste von Eigenschaften aufschreiben, die ein Zahlbereich
haben sollte.

Definition 3. Ein Korper ist eine Menge K, zusammen mit zwei
Verkniipfungen:

+:KxK—=K
(a,b) —»a+b

-t KxK—=K
(a,b) —a-b,

die folgende Eigenschaften erfiillen:

Ao (neutrales Element fiir +) Es gibt ein Element 0 € K so dass fiir
alle a € K gilt, dass a + 0 = a.
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Auf Nachfrage hatten wir in der
Vorlesung zwei Griinde gesehen:

1. Auchin Rsollte 3- 1 = 1 gelten.
Dort schreiben wir aber % =
0,333333... und berechenen
1=3-(0,33333...) =0,99999....

2. Fiir die endliche Dezimalzahlen gilt
1-0,999...99 =0,000...01 = ﬁ,
die Differenz 1 — 0,9999999...
muss also kleiner als jede positive
Zahl sein.

Der Pfeil ,—* bedeutet ,wird abgebil-
det auf”.

Statt einen Begriff einer Funktion

in mehreren Verianderlichen einzu-
fithren, haben wir hier einfach Paare
von Elementen als Elemente einer
neuen Menge eingefiihrt. Das ist eine
technische Kleinigkeit, aber wie bei
den Grundrechenarten, ist es auch
bei der Entwicklung der Grundlagen
praktisch, mit den Begriffen sparsam
umzugehen.

Jeder Zahlbereich sollte eine 0 enthal-
ten.
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AKom (Kommutativgesetz) Fiir alle a,b € K gilta+b =b +a.

AAss (Assoziativgesetz) Furalle a,b,c € Kgilt (a+b) +¢c =
a+ (b+c).

Alnv (inverse Elemente) Zu jedem Element 2 € K existiert ein
Element —a € K so dass a + (—a) = 0.

M1 (neutrales Element fiir -) Es gibt ein Element 1 € K\ {0} so
dass fiir alle 2 € K gilt, dass 1-a = a.

MKom (Kommutativgesetz) Fiir alle a,b € K gilta-b =10 -a.
MAss (Assoziativgesetz) Fiir alle a,b,c € K gilt (a-b)-c=a-(b-c).

MiInv (inverse Elemente) Zu jedem Element a € K mit a # 0 existiert
ein Element a~! € Ksodassa- (a7 !) = 1.

Dist (Distributivgesetz) Fiir alle a,b,c € K gilta- (b+c) =a-b+a-c.

FAST MOCHTE ICH MICH fiir eine so lange Definition entschuldigen,
aber ich hoffe, dass Sie umgekehrt eher tiberrascht sind, dass wir
schon fertig sind.

DiE ERSTE GUTE NACHRICHT ist, dass es nicht so schwer ist, diese
Liste von Eigenschaften fiir die komplexen Zahlen C zu priifen, fiir
die rationalen Zahlen Q und die reellen Zahlen R kennen Sie das
ohnehin.

Behauptung 4. Die komplexen Zahlen C mit den Verkniipfungen + und -
sind ein Korper.

Beweis. Das ist recht schnell gepriift:Die 0 erfullt
(a+ib)+0=(a+0+ (b+0)i) =a+ib,

genauso gilt 1 - (a +ib) = a + ib. Kommutativitit folgt aus der
Definition von + und - weil diese Rechenregeln in R gelten. Das
gleiche gilt fiir das AAss. Die Assoziativitdt der Multiplikation ist
eine kleine Fleiflaufgabe (von der wir uns noch iiberlegen werden,
wieso wir die mit Nachdenken vermeiden kénnen):

((a+ib)(a +ib"))(a" +ib") = (ad’ — bV’ +i(ab’ + ba"))(a" + ib")
= (aa’'a” —bb'a" — ab'b" — ba'b")
+i(ad'b" —bb'V" + ab'a” + ba'a")

(a+ib)((a" +ib)(a" +ib")) = (a+ib)(a'a" — V'V +i(a'V" + V'a"))
= (ad'a” — ab'b" — ba'b" —bb'a")
+i(aa't’ +ab'a" + ba'a" —bU'V")

und die beiden Ergebnisse stimmen tatsdchlich tiberein.

Das Distributivgesetz rechnen Sie bitte selbst nach. O

Das war der Grund, warum wir in
Rechnungen mit + keine Klammern
setzen miissen.

Hier ist — versteckt.

Jeder Zahlbereich sollte eine 1 enthal-
ten, die Bedingung 1 # 0 hétten Sie
wahrscheinlich zunéchst vergessen.

Das war der Grund, warum wir in
Rechnungen mit - keine Klammern
setzen miissen.

Hier ist : versteckt.



AUs DEN ZWEI VERKNUPFUNGEN + und - kdnnen wir wegen
Bedingung Alnv die Subtraktion — und wegen MInv auch die
Division : wie folgt erkldren: Da es zu jedem a € K wie in Alnv
festgehalten ein Element (—a) € K gibt, konnen wir

—KxK—=K
(b,a) —~b—a:=b+ (—a)

1

und da es zu jedem a € K~ {0} ein 2~ wie in MInv gibt

2 Kx (KN {0}) =K
(ba) —b:a:=b-(at)
definieren.

HaLrt! Wenn Sie genau hinschauen, sehen Sie vielleicht, dass ich
gerade geschummelt habe.

SEHEN SIE wWO?
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=" bedeutet ,wird definiert als”,

d.h. der Ausdruck auf der Seite des
Doppelpunktes wird durch den Term
auf der anderen Seite definiert.

~ ist das Symbol mit dem wir eine
Teilmenge aus einer Menge entfernen,
also das Subtraktionssymbol fiir
Mengen.

In der Mathematik sollten Sie keinem
Argument leichtfertig glauben.

Aufierdem diirfen Sie sich daran
gewohnen, sehr genau hinzuschauen
und nachzufragen.

Kleine Fehler in den Grundlagen,
konnen spiter relativ grofie Resultate
zum Einsturz bringen. Gerade wenn
Sie Argumente spéter in Situationen
anwenden mochten, an die Sie ur-
spriinglich nicht gedacht hatten, ist es
wichtig, ganz sicher zu sein, dass Sie
wirklich alle Voraussetzungen fiir Thre
Schliisse gepriift haben.
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IN DER DEFINITION hatten wir nur verlangt, dass es zu jedem
Element a ein anderes Element —a bzw a~! gibt, das die gewiinschte
Eigenschaft hat. Das sagt aber nichts dartiber, ob es davon vielleicht
mehrere gibt.9

Das wiire schlecht, weil mit unterschiedlichen (—a), (—a’) mit
a+ (—a) = 0 = a+ (—a’) nicht gleich klar ist, warum dann
b+ (—a) = b+ (—a’) gelten sollte. Damit — eine Abbildung wird,
muss das gekldrt sein.

Behauptung 5. In jedem Korper K sind die inversen Elemente (—a) und

a~! aus den Axiomen Alnv und MInv eindeutig bestimmt.

Beweis. Wir miissen zeigen: Ista € Kund sind b,c € K zwei™
Elemente so dass 2 +b = 0 und a + ¢ = 0 gilt, so ist b = c.

Wie fange ich an? Eigentlich stehtin a + b = 0, 2 — a’ = 0, subtrahieren wir
auf beiden Seiten a, bekommen wir —a’ = —a. Das Problem ist nur, dass wir
— gerade definieren mochten und darum —a’ durch +b ersetzen miissen.

Dann sieht das so aus:

a+b=0 | + ¢ ( brauche ¢ in der Gleichung)

= (a+b)+c=0+4c benutze ¢ + 0 = ¢ und kommutativ
= (b+a)+c=c
=b+(at+c)=c

=b+0=c

benutze das Assoziativgesetz

gewonnen: Kann jetzt a 4- ¢ = 0 verwenden!

=b=c.

Also gilt b = c.
Fiihren Sie ein dhnliches Argument fiir (a~!) jetzt selbst einmal
durch. O

HIER NOCH EIN BEISPIEL fiir eine Rechenregel, die in jedem Korper
gilt.

Behauptung 6. In jedem Korper gilt ,,Minus von Minus ist Plus”, d.h.
fiir alle a € K gilt
—(—a) =a.

Beweis. (Lange Version mit Erklirung wie ich vorgehe.)
Fiir jedes b € K ist —b das (nach dem vorigen Resultat eindeutig
bestimmte) Element von K fiir das die Gleichung

b+ (~b) =0

gilt.

Um —(—a) = a zu zeigen, miissen wir uns also tiberlegen, dass
wenn wir b = (—a) setzen, die Gleichung b +a = 0 gilt.

Das stimmt aber, denn

weil

9 Das ist keine esoterische Frage: Bei
den komplexen Zahlen hatten wir zum
Beispiel H% mit einem Trick berechnet
und es ist zunichst nicht so klar, ob
Thnen vielleicht noch ein anderer

Trick mit einem anders aussehenden
Ergebnis einfallt.

Argumente dieser Art sind gewoh-
nungsbedtirftig und brauchen manch-
mal einen Trick, Sie werden das aber
schnell lernen. Mir scheint es in jedem
Fall einfacher, mir das allgemein zu
tiberlegen, als die Gleichungen in C
nachzurechnen.

*° Es ist sehr hilfreich, die zwei poten-
ziellen inversen mit unterschiedlichen
Buchstaben zu bezeichnen, damit die
Frage weniger verwirrend aussieht.

,=" ist die Kurzform fiir ,,daraus
folgt”.

Eine andere Moglichkeit, auf einen
Ansatz zu kommen, ist sich ganz
formal zu tiberlegen, dass Sie beide
Gleichungen zusammen benutzen
mochten. Fangen Sie mit einer von
beiden an und schauen Sie, welche
Umformungen helfen kénnten, die
zweite einzusetzen.

Definition von —etwas nachgeschaut,
weil die merkwiirdig war.

Setze die Definition von ,—etwas” in
die Aussage der Behauptung ein.
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* (—a)+a =a+ (—a) wegen des Kommutativgesetzes fiir + gilt

* 4+ (—a) = 0 gilt weil —a das additive Inverse von a war.

O
Beweis. (Kurze Version) Wir wissen dass gilt Das Argument ist das gleiche, nur ist
es auf eine gewohnungsbediirftige Art
(—a)+a=a+ (—a) + ist kommutativ aufgeschrieben.
=0 verwende Eigenschaft AlInvo
Also erfiillt a die Bedingung Alnv fiir das Element —a. O

IN DEN UBUNGSAUFGABEN konnen Sie jetzt nachpriifen, dass die
tiblichen Rechenregeln tatsdchlich in jedem Korper gelten und also
insbesondere in C. Ich hoffe, dass Sie sich nach dem Schreibaufwand
fiir das Assoziativgesetz in C dabei auch davon {iberzeugen koénnen,
dass die allgemeinen Argumente sehr viel angenehmer sind, als
wenn Sie diese Dinge direkt mit der Definition der Verkniipfungen
in C nachrechnen wiirden.

Die rationalen Zahlen — Aquivalenzrelationen

Vorlesung 24.10.
Sie hatten relativ schnell zugestimmt, dass die rationalen Zahlen

einen Korper bilden — andernfalls ware die Definition auch schlecht.
Ganz am Anfang der Definition ,Ein Korper ist eine Menge K gibt
es jedoch den kleinen Haken, dass wir die Menge der rationalen
Zahlen angeben sollten. Ich hatte diese als:

Q= { Briiche i
m

neZ,melN}

notiert.
Wenn wir die Definition als

Menge aller Ausdriicke der Form %

lesen, haben wir gerade bewiesen, dass diese Menge kein Korper
sein wird, denn bei Bruchsymbolen sind multiplikativ inverse
Elemente nicht eindeutig bestimmt, schliefilich ist % = %, obwohl die
Ausdriicke formal verschieden sind.

Eine Losung hierfiir wire, nur gekiirzte Briiche zuzulassen,
was sofort unpraktisch ist, weil ich bei grofieren Briichen nicht
sehe, ob der Bruch gekiirzt ist oder nicht und schlimmer noch die

Rechengesetze
a ¢ ad+bc

b AT bd

keine gekiirzten Briiche liefern. Kurz, das wére eine ganz unnattirli-

che Definition.

Um das in Ordnung zu bringen, sollten wir darum besser eine
Methode finden, die erlaubt verschiedene Symbole als gleiche
Elemente einer Menge aufzufassen.
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In den Briichen wissen wir, wie wir priifen konnen, ob zwei
komplizierte Briiche gleich sind. Wir berechnen einfach die Differenz
und schauen ob 0 herauskommt:

a_c . ad — bc

b d bd
Briiche die diese Gleichung erfiillen sind also gleichwertig (=dquiva-
lent).

=0« ad—bc=0.

FUR DIE RATIONALEN ZAHLEN Q sollten wir also einfach alle
formalen Ausdriicke der Form , die den gleichen Wert haben als
unterschiedliche Reprédsentanten des gleichen Elementes von Q
auffassen.

GANz AHNLICH miissen wir bei den reellen Zahlen aufpassen, dass
0,9999 .- =1,0000... gilt. Wenn Sie reelle Zahlen als unendliche
Dezimalzahlen auffassen mochten, sollten Sie also darauf achten,
dass Zahlen die auf,...9 (d.h eine unendliche Folge von 9) enden
mit der Zahl identifiziert wird in der Sie die letzte Ziffer, die keine
9 war um eine erhhen und dann 0 anfiigen. Dann bekommen Sie
tatsdchlich einen Korper.

DAs ZUSAMMENFASSEN VERSCHIEDENER SYMBOLE Zu einem
Objekt formalisieren wir mit dem Begriff der Aquivalenzrelation (=
Gleichwertigkeitsbegriff). Das ist wie bei Kérpern eine minimale
Liste an Anforderungen fiir einen Gleichwertigkeitsbegriff.

Definition 7. Eine Relation auf einer Menge M ist eine Teilmenge
R C M x M. Fiir zwei Elemente a,b € M schreiben wir

a~gb:s (a,b) €eR.

Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge ist eine Relation R C
M x M fiir die gilt, dass

o (reflexiv) Fiir alle m € M gilt m ~g m.
e (transitiv) Gilt m ~g m’ und m’ ~g m" so folgt dass m ~g m”.

e (symmetrisch) Gilt m ~g m’ so gilt auch m’ ~g m.

Die BEDINGUNGEN sind hoffentlich einleuchtend, am Ende soll
uns eine Aquivalenzrelation erlauben, m durch andere Symbole zu
ersetzen, ohne die Bedeutung zu dndern. Die Symmetrie bedeutet
einfach, dass Ersetzungen riickgangig gemacht werden diirfen,
Transitivitiat formalisiert, dass wenn ich % durch % ersetzen darf und
% durch %, dann darf ich auch direkt % durch % ersetzen.

Die Reflexivitit ist nur dafiir da, festzuhalten, dass m = m immer
gelten soll.

Beispiel 8 (Rationale Zahlen). Die Relation

Ngéad—bc:o

[Nl RS

< bedeutet ,,genau dann wenn”,
also: Es gilt, sowohl, dass aus der
linken Aussage die rechte folgt, als
auch umgekehrt, dass aus der rechten
Aussage, die linke folgt.

Wenn Sie eine genau-dann-wenn-
Aussage begriinden wollen, miissen
Sie darum immer zwei Aussagen
begriinden: , < und ,="!

Ich stelle mir M x M hier als Kreuzta-
belle vor, R gibt die angekreuzten Paare
(a,b) an.

~p lese ich als ,a ist in Relation zu b”.

m sollte gleichwertig mit sich selbst
sein

Wenn wir ein Konzept formalisiert
haben, sollten wir testen, ob die Liste
der Bedingungen auch wirklich im
Beispiel funktioniert.



auf der Menge der Bruchsymbole:
BruchSymb = {% |neZmelN}
ist eine Aquivalenzrelation.

ENTsCHULDIGUNG. Formal sollte ich die Relation eigentlich als
Teilmenge

R = {(%, 2) |ad — bc = 0} C BruchSymb x BruchSymb
aufschreiben. Ich finde es aber einfacher, direkt an die Relation ~g
zu denken.

Beweis. e (reflexiv) Fir alle /: € M gilt, -2 ~ 1., weil in der Tat
mn —nm = 0 gilt.

! 1"
1 . dann muss

* (transitiv) Zu zeigen: Gilt 2 ~ ”1“1—/, und ;7 ~ o7

"
L~ I gelten, also nm” = n''m:

Die erste Voraussetzung |- ~ ,’;—,, bedeutet:

n
m

nm' =n'm

. . n n
Die zweite Voraussetzung .; ~ - bedeutet:

Multiplizieren wir die erste Gleichung mit m"” (denn m" das sollte
in der Gleichung die wir suchen vorkommen), dann folgt:

nm'm” = n'mm” Setze die 2. Gleichung ein
=n"m'm also
nm/m// — n//m/m

Also gilt m'(nm") = m’'(n"”"m) und da m’ # 0 ist, folgt daraus die
Behauptung;:

e (symmetrisch) Gilt m ~g m’ so gilt auch m’ ~g m.

Das ist einfacher als die Transitivitit und ich iiberlasse es darum Ihnen,

dies nachzuweisen.
O

MERKE:

1. Wenn ich etwas nachpriifen mochte und nicht weif3, wie ich
anfangen soll, schreibe ich erst genau auf, was zu zeigen ist und
dann, was die Voraussetzungen genau bedeuten.

2. Wenn ich zwischendurch nicht weiter weif3, hilft es oft auf einem
Schmierzettel anzuschauen, wie wir in einem Beispiel weiterkom-
men.
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Zum Anfangen ist es immer niitzlich,
klar aufzuschreiben was wir eigentlich
zeigen wollen.

Wenn ich nicht weif3, wie ich anfan-
gen soll, schreibe ich zunéchst die
Voraussetzungen aus.

So, jetzt weifs ich nicht weiter. Wie
komme ich zu einem Ausdruck
der Form nm’? In meinem Beispiel
2 ~ 1 ~ & sehe ich das Problem auch
schon, denn zum Vergleichen brauchen
wir den Hauptnenner aller 3 Briiche.
Die erste Gleichung weif8 noch nichts
vom 3. Nenner, aber es hilft, mit dem 3.
Nenner zu multiplizieren.

Das probiere ich einmal auf gut Gliick
im allgemeinen.
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WIE IDENTIFIZIEREN WIR JETZT gleichwertige Symbole? Die

Idee ist so einfach wie genial: Statt nach einer tieferen Bedeutung
der verschiedenen Ausdriicke zu suchen, fassen wir einfach die
jeweils gleichwertigen Ausdriicke zu einem Objekt zusammen und
betrachten die Elemente davon als die erlaubten Darstellungen fiir
das Objekt.

Definition 9. Sei ~y eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M.

¢ Fiir ein Element m € M heifit die Menge
[m] :={m' € M|m ~gm'}

die Aquivalenzklasse des Elementes m.

Jedes Element m’ € [m] heif$t Vertreter der Aquivalenzklasse [m).

* Die Menge der Aquivalenzklassen:
M/ ~gi={ACM|A=|m]fireinme M}

heit Quotientenmenge der Aquivalenzrelation.

Es GIBT UNTERSCHIEDLICHE SCHREBWEISEN fiir Aquivalenzklassen,
statt [m] wird manchmal auch 7 verwendet.

Die EIGENSCHAFTEN von Aquivalenzrelationen kénnen wir in
Eigenschaften der Aquivalenzklassen iibersetzen, da leisten die das
was wir uns wiinschen:

* Reflexivitiat sagt m € [m], d.h. jedes Element taugt als Vertreter
seiner Aquivalenzklasse.

e Symmetrie sagt m’ € [m] gilt genau dann, wenn m € [n'], d.h.,
wenn m’ als Vertreter von m taugt, dann auch umgekehrt.

e Transitivitit und Symmetrie zusammen besagen:
Aus m’ € [m] folgt [m'] = [m].

Vielleicht ist Thnen das bereits klar. Wenn nicht, dann sollten wir
das noch nachweisen: Angenommen m’ € [m]. Dann bedeutet

a € [m'] per Definition m’ ~g a und aus m ~g m’ ~p a folgt
wegen der Transitivitit, dass m ~g a also a € [m].

Damit haben wir nachgewiesen, dass aus m ~g m’ folgt, dass™*
[m'] C [m]. Wegen der Symmetrie folgt aus m ~pg m’ auch

m' ~g mund darum aus dem ersten Argument [m] C [m’].
Zusammen folgt also [m] = [m].

FaziT: Eine Aquivalenzrelation ~ zerlegt eine Menge in paarweise
disjunkte Aquivalenzklassen. Die Quotientenmenge M/ ~rp ist
die Menge, mit der wir rechnen, wenn wir Elemente, die in M nur
dquivalent waren, wirklich als gleich betrachten wollen.

[m] ist die Menge der gleichwertigen
Symbole fiir m.

™, C”bedeutet ,ist Teilmenge von”

MERKE: Um eine Gleichheit von
Mengen M = N zu zeigen, miissen wir
die beiden Aussagen

M C N ,M ist Teilmenge von N und
M D N ,N ist Teilmenge von M*

nachweisen.



Beispiel 10 (Rationale Zahlen). Die Quotientenmenge der Menge der

Bruchsymbole:
BruchSymb = {:1 neZ,me JN}
nach der Relation
a c
E ~ H == ﬂd — bC =0

die Menge der rationalen Zahlen:
Q = BruchSymb/ ~ .

Bei Briichen schreiben wir statt [%] immer %t und denken uns den
Bruchstrich als Erinnerung, dass es sich hier um Aquivalenzklassen
handelt.

BEI JEDEM ABSTRAKTEN BEGRIFF, sollten wir uns Beispiele und
Nicht-Beispiele suchen, um einerseits ein Gefiihl fiir den Begriff zu
bekommen und andererseits zu priifen, ob das iiberhaupt ein
niitzliches Konzept ist. Wenn es nur ein Beispiel gibt, war die
Begriffsbildung vielleicht eher tibertriebener Aufwand.

FrAGE: Kennen Sie mehr Beispiele aus Mathematik oder Alltag, bei
denen wir das Konzept als Aquivalenzrelation auffassen konnen
und die Aquivalenzklassen vielleicht auch eine Bedeutung haben?

Beispiel 11 (Aquivalenzrelationen). 1. Gerade/Ungerade
2. gleiche Endziffer

3. Gleiche Marke, Gleiches Modell

FRAGE: Was ist mit der Relation auf den reellen Zahlen
x~y&x-y>0,

ist das eine Aquivalenzrelation? Falls Nein, warum nicht? Falls Ja,
was bedeuten die Aquivalenzklassen?

FrAGE: Kennen Sie Relationen, die keine Aquivalenzrelationen sind?
Beispiel 12 (Keine Aquivalenzrelationen). Fiir Personen:

1. A kennt B oder

2. A hat B einmal die Hand gegeben oder

3. A mag B.

Vielleicht priifen Sie einmal, welche der Axiome hier gelten, welche
nicht und warum das fiir die Aquivalenzklassen jeweils problema-
tisch wire.
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FUR DIE MENGE der rationalen Zahlen: Vorlesung 26.10.
n a c
Q:= {m neZ,me]N}/(bNd(:)ad—bc—O)

haben wir mit dem Konzept der Aquivalenzrelation jetzt eine gute
Beschreibung gefunden. Um alle Korperaxiome ordentlich zu for-
mulieren sollten wir der guten Form halber noch die Rechengesetze

aufschreiben:
+:QxQ—-0Q
a c a c ad + cb
(ba)~ s 7=
<t QxQ—0Q

ac a c _ac
(5’E> b dT bd

SEHEN Si1E, dass wir hier — wie bei der Definition von ,,—* in

Koérpern — wieder ein kleines Problem haben?

Fiir die Bruchsymbole, war klar, dass das die Formeln Abbildun-
gen definieren, aber fir Q, ist [¢] + [] := [“4] eine Formel fiir
die Aquivalenzklassen, d.h, wir diirfen die Etikette % und % jederzeit
durch andere Elemente der jeweiligen Aquivalenzklassen ersetzen
(also statt % zum Beispiel % schreiben). Dann dndert sich formal der
Ausdruck auf der rechten Seite und wir sollten uns davon tiberzeu-

gen, dass die beiden Ergebnisformeln die gleiche Aquivalenzklasse Tst Thnen das fiir die Bruchrechnung

beschreiben. Kklar, oder sind Sie jetzt unsicher?

) ) ) ,Lemma” bedeutet Hilfssatz. Lemmata
Lemma 13. Die Operationen +: Q x Q — Q und -: Q x Q — Q sind sind in der Regel kleine, niitzliche
wohldefiniert, d.h. die Restklasse der Ergebnisformel hiingt nicht davon ab, Behauptungen, die wir gerne fiir etwas

a c . anderes verwenden mdochten.
welche Vertreter der Restklassen von [§] und [§5] gewiihlt wurden. Hier ist es eine Hilfsbehauptung fiir
. . . . / / . die Aussage ,,Q ist ein Korper”.
Beweis. Zu zeigen ist: Gilt [¢] = [{/] und [5] = [5], so gilt auch ge,Q P
Schritt 1: Schreibe auf, was wir zeigen
ad +cb a'd +c'v’ d [aC} a'c wollen.
= und |—| = |—|.
bd b'd bd bv'd’
Wir wissen: Schritt 2: Schaue die Definitionen der
, Symbole nach.
1. [§] = [§7] bedeutet ab’ = a’b und
/
2. [§] = [§] bedeutet cd" = c'd.
?
Wir wollen zeigen: {udbtl{:h} = {”,dﬁf,b l} , das bedeutet
?
(ad +cb)(V'd") = (d'd' + V') (bd). (1)

Um das zu zeigen, rechnen wir beide Seiten aus: Schritt 3: Jetzt habe ich eine Aussage,

die ich nachrechnen kann.

(ad + cb)(b'd") = ab'dd’ +bb'cd”  (linke Seite von (1))
('d +'b')(bd) = a'bdd’ +bb'c'd (rechte Seite von (1))

Wegen der Voraussetzung 1. und 2 sind also in der Tat beide Seiten Schritt 4: Schreibe auf, dass wir erreicht
gleich. haben, was wir zeigen wollten.
Die Behauptung fiir - ist einfacher, diese rechnen Sie als Ubungsaufgabe

bitte selber nach. O
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Rechnen mit Restklassen

Die Beispiele von Aquivalenzrelationen ,,Gerade/Ungerade” und
,gleiche Endziffer” (oder auch , 3 letzten Stellen sind gleich”) beru-
hen auf dem selben Prinzip, denn wenn wir die ganzen Zahlen Z
im Bindrsystem aufschreiben wiirden, wire die Endziffer die Zahl,

die entscheidet ob eine Zahl gerade oder ungerade ist." 2 Mit der Wahl des Zahlsystems ent-
scheiden Sie, welche Teilbarkeitsregeln

Sie verwenden das gleiche Prinzip beim Rechnen mit Uhrzeiten, ‘ e e -
einfach zu sehen sind, in Dezimalzah-

dort rechnen Sie fiir die Minuten bis auf Vielfache von 60, fiir die len ist die Teilbarkeit durch 2,5,10
Stunden bis auf Vielfache von 12. sichtbar, aber Teilbarkeit durch 7

. . . . . schwerer, im 7-er-System wire es

Lassen Sie uns das einmal allgemein formulieren: umgekehtt.
Beispiel 14 (Restklassen und Z/NZ). Sei N € IN eine ganze Zahl,
dann ist die Relation
a ~N b genau dann wenn (a = b+k- N fireink € Z)

eine Aquivalenzrelation. Die Bediungung ,a = b+ k-

N fiir ein k € Z” kdnne wir auch

L . . . . als ,,a — b ist durch N teilbar)” formu-
Die Aquivalenzklasse [a] einer Zahl a € Z ist die Menge lieren.

Statt a ~y b sagen wir auch ,a ist kongruent zu b modulo N*.

[a) ={a+k-N|keZ}.
Die Menge der Aquivalenzklassen bezeichnen wir als
Z/NZ =7/ ~n,
und nennen diese die Menge der Restklassen modulo N.

Beweis. Den Nachweis der Eigenschaften {iberlasse ich Thnen, fragen
Sie nach, falls Sie mit einer der Eigenschaften Schwierigkeiten haben
sollten. 0

Die MENGE Z/NZ hat N Elemente:

Z/NZ = {[0],[1],...,[N —1]}

={[1,[2],...,[N]}
={[2,[8,...,[N+1]}

Beispiel 15. Die IBAN verwendet eine Priifziffer, die in Z/97Z be-
rechnet wird (Die Zahl 97 ist die grofite zweistellige Primzahl). Das

funktioniert so: Die IBAN ist aus Bankleitzahl und Kontonummer
zusammengesetzt und sieht so aus:

DEXY567890123456789012

Das Landerkiirzel wird in zwei 2stellige Zahlen iibersetzt (A=10,B=11,
usw., alsoDE = 12 13) die Ziffern XY werden dann so berechnet, dass

[5678901234567890121213 XY]| = [1] € Z/97Z

gilt.
Hierbei wird XY in {02,03,...,98} gewdhlt.
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Mit Restklassen konnen wir rechnen, genau wie Sie mit Endziffern
rechnen konnen:

Behauptung 16. Sei N > 2 eine ganz Zahl. Dann sind die Verkniipfun-
gen

+:Z/NZ xZ/NZ — Z/NZ
(lal, []) = [a] 4 [b] := [a + b] und
- Z/NZ xZ/NZ — Z/NZ
([al, [6]) = [a] - [b] := [a - D]

wohldefiniert und erfiillen alle Rechenregeln, die fiir die ganzen Zahlen
gelten, d.h. bis auf die Existenz von multiplikativen Inversen gelten die
Korperaxiome fiir diese Verkniipfungen.

Beweis. Das ist einfach: Zu zeigen ist: Wenn [a] = [¢'] und [b] = [V']
gilt, dann ist

[a+b]=1[d +b]und [a-b] =[da"-V].

Die Bedingung [a] = [a'] bedeutet @’ = a+ k- N fiir ein k € Z und
[b] = [V'] bedeutet b’ = b+ ¢ - N fiir ein ¢ € Z.
Dann gilt aber

[@+V)=la+k-N+b+{-N=[a+b+ (k+£) N]=l[a+Db
und genauso:

[@ V] =[(a+k-N)-(b+{-N)]
— [a-b+ (al+kb+KIN) - N]
=[a-D].

Die Rechengesetze die fiir + und - fiir ganze Zahlen gelten tiber-
tragen sich automatisch, denn die Formeln fiir die Verkniipfungen
wurde einfach durch hinzufiigen von [ | erhalten, z.B.

a+b=b+a=[a+b] =[b+a]
O

Beispiel 17 (Rechnen mit Wochentagen). Wenn wir die Wochentage
von 1 bis 7 durchnummerieren konnen wir die mit den Elementen
von Z/7Z = {[1],]2],...,[N]}. identifizieren.

Das erklart vielleicht wie wir mit Wochentagen rechnen:

FrAGE: Heute ist Mittwoch der 25.10. welcher Wochentag ist der
25.117

Der Oktober hat 31 Tage, 31 = 28 + 3 also [31] = [3] € Z/7Z. Der
25.11. ist also 3 Wochentage nach Mittwoch, also ein Samstag.

Bemerkung. Die Menge Z/7Z ist mit den Verkniipfungen +, - ein
Korper, Z/10Z nicht.
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Beweis. Fiir Z /77 miissen wir nur noch zeigen, dass jedes Element
[a] # [0] ein multiplikativ inverses Element besitzt. Das kénnen wir
entweder ausschreiben:

[1]-[1]
8] - [5] = [15] = [1], [6] - [6] = [-1] - [-1] = [1],

|
=
N
=

|
®

I
=

oder tiberlegen uns, warum das funktioniert bzw. wie wir die
Inversen berechnen kénnen. (Das machen wir spéter, wir benotigen
dafiir nur, dass 7 eine Primzahl ist.)

Fiir Z/10Z hatten Sie das Argument gegeben, dass [5] kein
inverses Element haben kann, da 7 - 5] immer auf 0 oder 5 endet, und
darum [n-5] # [1] € Z/10Z fiir alle n € Z.

Mein Lieblingsargument ist, dass [5] - [2] = [10] = [0] € Z/10Z,
aber in jedem Korper ein Produkt nur dann 0 ist, wenn einer der
Faktoren 0 ist. (Das hatten Sie in den Ubungen gezeigt.) O

Behauptung 18. Die Menge Z/NZ ist zusammen mit +, - genau dann
ein Korper, wenn N eine Primzahl ist.

Das iiberlegen wir uns am Montag.

WIR HABEN UNS SCHON UBERLEGT, dass wenn N = a - b keine
Primzahl ist, die Gleichung

[a] - [b] = [a-b] = [N] = [0]

zeigt, dass Z / NZ kein Korper sein kann, da in Kérpern ein Produkt
nur dann 0 ist, wenn einer der Faktoren 0 ist.

Damit haben wir eingesehen, dass wenn Z/NZ ein Korper ist, N
eine Primzahl sein muss.

FUR p1E UMKEHRUNG (,,N = p Primzahl = Z/NZ Korper”) wire
es praktisch, wenn wir fiir eine Primzahl p zu jedem [a] # [0] €
Z/pZ. ein multiplikativ inverses [a]~! berechnen kénnten.

Der euklidische Algorithmus

Haben Sie vielleicht in der Schule gelernt, wie wir den grofsten
gemeinsamen Teiler ggT(a,b) von ganzen Zahlen a, b ausrechnen
konnen? Das geht so:

Behauptung 19 (Teilen mit Rest). Sind a,b € Z ganze Zahlen mit
b > 0, so lisst sich a eindeutig mit Rest durch b teilen, d.h. es existieren
eindeutige Zahlen q, Rest € Z mit 0 < Rest < b so dass

a=4q-b+ Rest.
Fiir diese Zahlen gilt dann
e ggT(a,b) = ggT (b, Rest) und

® Rest =1-a—q-blisst sich als ganzzahligen linearen Ausdruck in a, b
schreiben.

41
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Beweis. Der erste Teil ist Ihnen vielleicht klar: da b > 0 ist, gibt es

eine grofite’ ganze Zahl g fiir die g - b < a. Dann ist aber 3 Wir wissen sogar, dass 7 €
{—la|,—|a|+1,...,0,1,...,]a|}.
0<a—q-b<b

denn sonst wiirde g + 1 ebenfalls g + 1 - b < a erfiillen und g wére
dann nicht maximal mit dieser Eigenschalft.

Wir kénnen also Rest := a — g - b wahlen. Die zweite angegebene
Eigenschaft haben wir dann per Definition erfiillt.

Die Eindeutigkeit der Zahlen g, Rest ist vielleicht einsichtig, der
Vollstandigkeit halber hier ein Argument: Hatten wir eine zweite
Losung a = q' - b+ Rest’, so wire

g b+ Rest' =a=g-b+ Rest
also nach umstellen:
(9" —q) - b = Rest — Rest'.

Da 0 < |Rest — Rest'| < b gilt und die linke Seite durch b teilbar ist,
muss also 0 = Rest — Rest’ gelten und darum auch (¢’ —q) -b =0,
also (¢’ —q) = 0.

Die Eigenschaft ggT(a,b) = ggT(b, Rest) folgt, weil die Gleichung

a=q-b+ Rest

besagt, dass der grofite gemeinsame Teiler von (b, Rest auch a teilt
und umgekehrt besagt die Gleichung

Rest=1-a—qg-b
dass der grofite gemeinsame Teiler von a4, b auch den Rest teilt. O
Mit HILFE DIESER BEOBACHTUNG konnen wir fiir Zahlen a,b den
grofiten gemeinsamen Teiler bestimmen und diesen in der Form
ggT(a,b) =n-a+m-b fir geeignete n,m € Z

schreiben. Das wiirde unser Problem l6sen, denn ist p eine Primzahl
und 0 < a < p ein Vertreter einer Restklasse # 0in Z/NZ, so ist
ggT(a,p) =1 (da p nur durch 1 und p teilbar ist, a aber nicht durch
p) und wenn wir dann
l=n-a+m-p
geschrieben haben, gilt
1] =[n] [a] inZ/pZ.

Den ggT(a,b) konnen wir zusammen mit der Darstellung
ggT(a,b) = n-a+ m-b wie folgt berechnen:

Wegen der Behauptung ist ggT(a,b) = ggT (b, Rest) und Rest ist
< b. Wenn wir also induktiv:

a=qb+rmit0<r <b ggT(a,b) = ggT(b,r1)
b= qor1 + 12 mit 0 <rp <rq ggT(b, 1’1) = ggT(?’l,T’z)
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eine absteigende Folge b = ry > r; > r, > - -+ > 0 nicht-negativer
ganzer Zahlen, d.h. nach endlich vielen Schritten muss r, = 0 gelten
und die letzte Zahl r; # 0 ist der ggT(a,b), denn

ggT(a,b) = ggT(b,r1) =--- = ggT(r;,0) =r;.

Durch riickwaérts-Einsetzen konnen wir dann
ri ="Yi—2 —{qiti—1

schreiben, in der rechten Seite konnen wir dann r;_; mit der vorheri-
gen Gleichung durch r;_y = r;_3 — gq;_pr;_p ersetzen

ri = rica = qi(ti-3 — qi—27i—2)
und erhalten damit induktiv die Darstellung von ggT(a, b).
Das ist an einem Beispiel leichter nachvollziehbar:

Beispiel 20. Bestimme das Inverse von 11 in Z/97Z.:

97 =8-114+9

11=1-9+2
9=4.2+1 Wenn der Rest 1 ist, haben wir den ggT
gefunden.

Also

1=9-4-2
=9-4.(11-1-9)
=5.9-4-11
=5.(97—-8-11) —4-11
— —44.1145-97.

Also ist [11]7! = [—44] = [53] € Z/97Z.
Prose: [11] - [53] = [530 + 53] = [583] = [582+ 1] = [97 -6+ 1] = [1].

INsBESONDERE haben wir jetzt gesehen, dass falls p eine Primzahl
ist, fuir jede Zahl a € Z, die nicht durch p teilbar ist, wir eine Zahl
b € Z berechnen konnen fiir die

[a][b] = [1] € Z/pZ.
Insbesondere ist Z /pZ ein Korper.

Folgerung 21. Teilt eine Primzahl p ein Produkt, so teilt p einen der
Faktoren.

Beweis. Nach Definition teilt p eine Zahl n genau dann, wenn
[n] = [0] € Z/pZ gilt.

Also teilt p ein Produkt a - b, genau dann wenn [a][b] = [0] €
Z./ pZ. In einem Korper ist ein Produkt aber genau dann 0 wenn
einer der Faktoren 0 ist. O

Hiermit haben Sie nun einige neue Zahlbereiche kennengelernt.
Lassen Sie uns nun zu linearen Gleichungen zurtickkehren.






Lineare Gleichungen und Matrizen als Abbildungen

Wir hatten gesehen, dass wir ein lineares Gleichungssystem

a11x1 +aipxo + -+ aygx, = by
ap1X1 +axpxo + -+ ayuxy = by
AmaX1 + AmpXy + -+ aAmuXn = bm

Mit der Schreibweise

X1
a1 a12 ... Ain b1
X2
A= : Clx= . und b =
Am,1 dm,2 --- Amn bm
Xn

kompakt als eine Gleichung
A-x = b

schreiben konnen.

Die Vektorschreibweise und der K"

Fiir die Koeffizienten konnen wir nun Elemente eines beliebigen
Korpers zulassen. In den reellen Zahlen hatten wir Losungen x als
Elemente des

X1

X2
R" ={ ) X1,...,%; € R}

Xn

aufgefasst. Hierbei stelle ich mir IR? als die Punkte in der Ebene und
R3 als 3-dimensionalen Raum mit einem ausgezeichneten 0-Punkt
Vvor.

GENAUSO WERDEN WIR fiir jeden Korper K die Losungen x als
Elemente der Menge
X1
X2
K'={[| . X1,..., %, € K}

Xn
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auffassen, die Elemente von K" heifden Vektoren.

Zum Beispiel stelle ich mir die Elemente von Z /273 als die
Ecken des Wiirfels mit Kantenlédnge 1 vor. Mein Bild von Q" ist von
meiner Vorstellung von R"” kaum zu unterscheiden, bei C" denke
ich manchmal an einen R?"?, in dem die Koordinaten paarweise
zusammengefasst wurden.

Entsprechend zu x € K" ist b € K™.

Bemerkung. Eine m x n-Matrix ist eine 2-dimensionale Liste von
Eintrdgen, das wird manchmal als R"*" = R™ ® R" geschrieben.
Wenn Sie Datenmengen beschreiben oder analysieren méochten,
kommen 6fters hoherdimensionale Listen vor, Sie konnen sich sicher
(a:jk)ijk=0,..n als Wiirfel-Matrix vorstellen. Solche mehrdimensio-
nale Listen heifien auch Tensoren — dies nur fiir den Fall, dass Sie
einmal {iber das Wort stolpern sollten.

GENAUSO wie bei den komplexen Zahlen, konnen wir Elemente von
K" komponentenweise addieren

X1 X} x1 + X}

X2 x5 X2 + x5
+| 7=

/ /

Xn Xy Xp + Xy

Das entspricht geometrisch wieder dem aneinanderlegen von
Ortsvektoren im R”".
Die Streckung eines Ortsvektors um den Faktor ¢ € K ist durch

X1 cX1

X2 CXp
C- =

Xn CXn

gegeben.
Als Verkniipfungen konnten wir das formal wieder als

+:K" x K" - K"

(x,x') = x+x und
<t Kx K" — K"
cxq
(c,x) = c-x:= .
CXp

schreiben. Hier verkniipft - Elemente aus unterschiedlichen Mengen
(ein Element aus dem Koérper und einen Vektor). Das Konzept der
Verkniipfung als Abbildung ist so flexibel, dass wir damit auch
solche Operationen formalisieren konnen.

Vorlesung 2.11.
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Losungsmengen und der Kern einer Matrix

Der Gauf3-Algorithmus erlaubt uns, die Losungsmenge von Glei-

chungssystemen Ax = b zu bestimmen. Wenn wir fiir die gleiche

Matrix die Losungen fiir unterschiedliche b suchen, wird es lastig,
das jedes Mal von neuem anzufangen.

FRAGE:

1. Kénnen wir bestimmen fiir welche b das Gleichungssystem
Ax = b losbar ist?

2. Wie hdngen die Losungsmengen von Ax = bund Ax = b’

zusammen?
X1 x]
X xh
BEOBACHTUNG: Sind x = ) und x’ = ) Losungen von
Xn X,

Ax = b und Ax = b/, so gilt fiir x + x/, dass
A(x+x)=b+1/, dh

A-(x+x)=A-x+A-X. (2)

DENN hierbei haben wir einfach nur die Gleichungssysteme

a11x1 +aipxe + -+ aypuxy = by

ar X1 +apXxo + -+ ay Xy = by

AmaX1 + AmpXy + -+ AmuXn = b

und

aux’l + {11,23(& +-- 4+ al,nx; = bi

ap Xy Fagpxh 4+ +apux, = b

/ / / _ b/

Xy + Ap2Xy + -+ AmpXy = by

addiert, addieren wir ndmlich die jeweils i-te Gleichung erhalten wrir:

a;1X1 + j2X2 +o BjjnXn = b
+ a4 a4t 4y, = b
/ / /
ai1(x1+x7) + app(xo+xy) +---+ apu(xn+x,) = b+

und das ist die i-te Zeile von A(x+x') = b +b’.

GENAUso konnen wir das erste Gleichungssystem mit einer Zahl ¢
multiplizieren und erhalten:

A-x=b=A-(cx)=c-b, dh.

A-(ex)=c-(A-x), (3)
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da genauso
apx1 + apxa et apgxy = b e
= ai,l(c'xl) + ai,Z(C'XZ) +---+ ai,n(c'xﬂ) = C'bi

Folgerung 22. Je zwei Losungen des Gleichungssystems A-x = b
unterscheiden sich um eine Losung von A - x = 0.

Beweis. Ist A-x=bund A-x' = b so gilt
A-(x—=x)=b-b=0.
Ist umgekehrt A-x =bund A-z =0, so gilt

A-(x+z)=b+0=Db.

O
Definition. Ist A eine m x n-Matrix mit Koeffizienten in K, so heif3t
die Menge
Ker(A) :={z € K"|A-z =0}
Kern der Matrix A.

Damit haben wir die 2. Frage beantwortet:

Folgerung 23. Ist fiir eine n x m-Matrix A das Gleichungssystem
Ax = b losbar und ist v € K" eine Losung dieser Gleichung, so ist die
Losungsmenge

Losung(Ax =b) = {v+2z|z € Ker(A)}.

Insbesondere gibt es nur dann eindeutige Losungen wenn Ker(A) = {0}.

Matrizen als Abbildungen und das Bild

Fiir die erste Frage konnten wir einfach alle x in A einsetzen und
schauen welche Ergebnisse wir erhalten, d.h. wir fassen die Matrix
A als Abbildung

A: K" — K™

x— A-x

auf, zum Beispiel definiert die Matrix A = < 123 ) die

4 5 6
Abbildung
A: K — K
X— A-X
1
die zum Beispiel | 1 | auf
1

1 2 3 1_1+2+3_6
4 5 6 1_4+5+6_15

Wir schreiben oft 0 = . . Die
0

Notation 0 wird fiir sehr viele unter-

schiedliche 0-Elemente verwendet.



abbildet.
Die b zu finden, fiir die Ax = b losbar ist, ist also das gleiche
Problem, wie das Bild der Abbildung

Bild(A) := {b € K" |es gibteinx € K" mit A-x =b}

zu bestimmen.

WIR SOLLTEN EIN BEISPIEL ausrechnen, um ein Gefiihl fiir diese
Menge zu bekommen. Sei

1 0 1
A— 01 1
2 35
1 1 2
welche b sind im Bild von A?
1 0 1 .
A-x= 0 11 x1
|2 3 5 xz
11 2 3
1-x1+ 0-xp4+ 1-x3
B O-x1+ 1-x04+ 1-x3
B 2-x1+ 3-x+ 5-x3
1-x1+ 1-x04+ 2-x3
1 0 1
=X 0 +x 1 +Xx 1
R ) 271 3 > s
1 1 2

FrAGE: Fillt Thnen etwas auf?

IHRE ANTWORT WAR: Der letzte Vektor ist die Summe der beiden
ersten:

N O m =
— N O -
+
_ W = O

FrRAGE: Konnen Sie damit entscheiden, ob ein zuféllig gewéahlter
7

Vektor, zum Beispiel im Bild von A liegt?

5
3
2
IHRE ANTWORT WAR: Der Vektor liegt nicht im Bild. Da der letzte
Vektor ist die Summe der beiden ersten ist, konnen wir den fiir die
Beschreibung des Bildes vergessen, denn wir konnen eine Summe in
der dieser Vektor vorkommt durch eine Summe in der nur die ersten
beiden Vektoren vorkommen ersetzen.

LINEARE ALGEBRA 49
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Dann ist aber

1 0 X1 7
X - 0 T 1 _ X2 ; 5
2 3 2x1 4+ 3xp 3
1 1 X1+ x2 2

Das ist nicht losbar, da die ersten Zeilen x; = 7,x, = 5 bedeuten,
aber dann ist 2x1 4+ 3x, # 3.

D1ese UBERLEGUNGEN funktionieren genauso fiir allgemeine
Matrizen. Lassen Sie uns das formal aufschreiben. Dazu ist ein
neues Wort niitzlich.

Definition. Sind vy,...,v, € K" und a4,...,a, € K, so heifien
Ausdriicke der Form

ap-vi+ay-vy+---+a, vy
Linearkombinationen der Vektoren vy, ..., v,.

Die allgemeinen Aussagen zum Beispiel konnen wir jetzt so
formulieren:

Bemerkung. 1. Das Bild der Matrix A besteht genau aus allen
Linearkombinationen der Spaltenvektoren von A: Sind vy, ..., v,
die Spaltenvektoren von A, so ist

Bild(A) ={b=c1-v1+ - -+cn-vulc1,...,cn € K}.

2. Ist eine Spalte, eine Linearkombination der anderen, so konnen
wir diese Spalte bei der Berechnung des Bildes weglassen:

Istv, =a1vqi+...4,_1v,_1 soist
fer-vit 4V € K™ey,... cn € Ky = {d-vi+ -+ dyy Vo1 € K"|cr,.. a1 € K

3. Das Bild von A dndert sich nicht, wenn wir ein Vielfaches einer
Spalte zu einer anderen addieren: Ist 2 € Kund 1 <i < n so gilt

{e1-vi+ - +cn-vp €K"er,...,cn €K} ={dy - vi+---+dy - (vy+a-v;) € K"|dy,...,dy, € K}.
Wir konnen das Bild also bestimmen, indem wir den Gauf3-

Algorithmus auf die Spalten der Matrix anwenden.

Aber: Spaltenumformungen machen fiir das Gleichungssystem keinen
Sinn, nur fiir das Bild.
BewEIs: Wir schreiben jetzt einfach die Uberlegung aus unserem
Beispiel fiir eine allgemeine Matrix auf:
1. Wir hatten A - x definiert als
ma1 42 o 0 x1 a11x1 +aXz + -+ a1 Xn
a1 A2 ot A2 X2 a21x1 +anXy + -+ dopXn

Ax=1| - 1 .]=

Aml Am2 *°° Amn Xn A1 X1 + A2 X2 + -+ -+ AynXn
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und
anxy +apxy + -+ ayxs an a a1p
a1 x1 +apxy + -+ axy Xy a1 a A
=X | X N B e ol T
Ap1X1 + Ay X + - -+ ApnXn Am1 A2 Amn
Also ist

Bild(A) = {A - x|x € K"}
={c;-vi+-+cy - vylcy,...,cn € K}

2. Die Inklusion ,,C” folgt, indem wir wie im Beispiel den Ausdruck
fiir v, einsetzen: Istb =c; - vy + -+ -+ ¢y - vy, und

Vy =a1Vy +...0,-1Vy—1
so gilt

b=cr-vi+-+cu- (mvi+...a0, 1V, 1)
=C1:Vi+ - F+couadvi+ -+ Cnly-1Vy—1

= (Cl + Cna1>V1 +-- (Cn—l + Cnan—l)vn—l

und das ist eine Linearkombination der Vektoren vy,..., v, 1.

Die umgekehrte Inklusion ,,O* ist klar, da jede Linearkombination
der Vektoren vy, ..., v, 1 auch eine Linearkombination der
Vektoren vy, ..., vy ist, indem wir den Koeffizienten von v, gleich
0 wiahlen.

3. Diesen Punkt konnen Sie dhnlich wie den vorigen Punkt zeigen,
das mochte ich Thnen als Ubung iiberlassen. Fragen Sie nach,
wenn Sie dabei auf Probleme stofSen.

Unterriume und lineare Unabhingigkeit

Fiir die Berechnung des Bildes, ist es demnach praktisch, einen
Begriff zu haben, der erkldrt wann wir in einer Liste vy, ..., v, keinen
Vektor als Linearkombination der anderen schreiben kénnen.

Die Formulierung , Wir konnen keinen der Vektoren vy, ..., v, als
Linearkombination der anderen schreiben” ist etwas sperrig, formal
sdhe das vielleicht so aus:

Firallei=1,...vund ay,...,ar € K gilt

Vi #avi s+ aivie F aiavip o a4y

Es wire ldstig, das nachzupriifen, weil wir die Bedingung fiir alle r
Vektoren einzeln priifen miissten.

Mit einem Trick, konnen wir das Gleiche viel einfacher formulie-
ren:

Definition. Eine Menge von Vektoren vy, ..., v, € K" heifst linear
unabhiingig, wenn die Gleichung

avi+avoe+---+av, =0
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in K nur die triviale Losung a; = a, = - - - = a, = 0 besitzt, d.h.
(mvi4+avo+---+av,=0)=>a=a=--=a=0.

Entsprechend heiflen vy, ..., v, € K" linear abhingig, wenn die
Gleichung
a1vy +avo + -+ a,vy =0

eine Losung besitzt, in der wenigstens ein a; # 0 ist.

FrRAGE: Sehen Sie, wieso diese Definition linear unabhéangiger
Vektoren auch eine korrekte Beschreibung der Bedingung , Wir
konnen keinen der Vektoren vy, ..., v, als Summe der anderen
schreiben” ist?

ANTWORT: Wenn wir v| = apvy + - - - 4+ a,v, schreiben kénnen, so ist
(=1)-vi+avo+---+av, =0

eine nicht-triviale Losung der Gleichung ayvy +ayvo + -+ - +a,v, =0,
also sind die Vektoren dann nicht linear unabhéngig.
Haben wir umgekehrt eine Losung der Gleichung

avi+apvo+ -+ a,v, =0

in der ein a; # 0 ist, so konnen wir die Gleichung umstellen:

_ -1
—aivi=mvy+ - +a; Vi1 +aj Vi1 + ... 4 vy |- (—a;)
! i1 Ai+1 ar
U= ——V]i— Viel = ——Viy1 = — —Vr
aj a; a; aj

und sehen, dass wir dann v; als Linearkombination der anderen
Vektoren schreiben konnen.

Notation 24. Fiir gegebene Vektoren vy, ..., v, € K™ bezeichnen wir
mit
Span(vy,...,v,) :={v=mvi+...av,|4ay,...,a, € K} CK"

den Spann (oder die lineare Hiille) der Vektoren.
Per Konvention ist der Spann der leeren Menge Span() := 0 C K"
der 0-Vektor.

Teilmengen dieser Art heiffen auch Unterrdaume von K.

Definition. Eine nicht leere Teilmenge U C K™ heifst Unterraum von

K™, wenn gﬂt Einige lineare Unterraume in R3:

1. Fir jeden Vektor v € U sind alle Vielfachen ebenfalls in U, also:

(velU,ceK)=c-vel.

2. Fiir je zwei Vektoren v, v’ € U ist auch ihre Summe v+ v’ € U,
also:
(vivV el =v+v el




Bemerkung. 1. Wenn Sie sich an die Formelschreibweise gewoh-
nen, konnen Sie irgendwann die Formelzeilen schneller lesen, als
den gleichbedeutenden Text.

2. Statt zu fordern, dass U nicht leer ist, konnten wir genauso gut
fordern, dass 0 € U liegt, denn wenn ein v € U ist, dann auch
0-v=0.

Wenn Sie von einer Teilmenge priifen wollen, ob diese ein Un-
terraum ist, ist es oft einfacher 0 € U zu zeigen, als ein anderes
Element von U anzugeben.

DER SPANN Span(vy,...,v,) € K" von Vektoren vy, ..., v, € K" ist
ein Unterraum, insbesondere ist das Bild einer Matrix Bild(A) ist ein
Unterraum. Wir werden noch sehen, dass sich alle Unterraume als
Spann geeigneter Vektoren schreiben lassen.

Wir waren aber eigentlich auf der Suche nach einem maoglichst
einfachen Erzeugendensystem fiir das Bild einer Matrix, zum

101
I . . . 011 .
Beispiel waren fiir das Bild der Matrix A = b 3 5 die
11 2

ersten beiden Spalten ausreichend und besonders niitzlich, um zu
sehen, ob ein Vektor b im Bild liegt oder nicht.

Das erste Kriterium fiir ein einfaches Erzeugendensystem soll-
te sein, dass wir keinen der Vektoren weglassen konnen. Diese
Eigenschaft bekommt einen Namen:

Definition. Eine Teilmenge vy, ..., v, € U eines Unterraum U C K™
hei3t Erzeugendensystem von U, wenn sich jeder Vektor in U als
Linearkombination der vy, ..., v, schreiben ldsst, d.h. wenn

U = Span(vy, ..., vy).

Eine Basis eines Unterraums ist ein linear unabhédngiges Erzeu-
gendensystem.

Behauptung 25. Ist vi,..., v, € U eine Basis von U, so lisst sich jeder
Vektor v € U eindeutig als Linearkombination v = a;vy + ...a,v,
schreiben, die Koeffizienten dieser Gleichung heiffen die Koordinaten von
v beziiglich der Basis vy, ..., V.

Beweis. Nach Definition ist eine Basis vy, ..., v, € U insbesondere
ein Erzeugendensystem

Span(vy,...,v,) =U

also lasst sich jedes Element v € U als Linearkombination der v;
schreiben. Angenommen wir hétten zwei Darstellungen

mvy+...a,vy, =v=>byvi+...bvy,

dann gilt
(611 — bl)Vl +... (Llr — br)vr =0.

LINEARE ALGEBRA 53
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Da die Vektoren linear unabhédngig sind, muss dann a; — b; =
ap —bp = -+ = a, — b, = 0gelten, d.h. a; = b; fiir alle i. Die

Darstellung war als eindeutig. O

Bemerkung. Das Argument des Beweises ldsst sich umdrehen:
Lasst sich jeder Vektor v € U eindeutig als Linearkombination
v = ayvi + ...a,v, schreiben, so sind die Vektoren v, ... v, eine
Basis von U.

Beweis. Hier wére nur zu zeigen, dass die v; linear unabhéingig sind,
d.h., dass das Gleichungssystem

avi+avo+---+av, =0

nur die triviale Losung a; = 0 besitzt. Das gilt aber, da sich der
0-Vektor nach Voraussetzung eindeutig als Linearkombination der
v; schreiben lasst. O

Mit diesen Begriffen konnen wir nun die Losbarkeit von Glei-
chungssystemen neu beschreiben:

Folgerung 26. Sei A eine m x n Matrix mit Koeffizienten in einem Korper
K dann gilt:

1. Das Gleichungssystem Ax = b ist genau dann fiir alle b l0sbar, wenn
die Spalten ein Erzeugendensystem von K™ bilden.

2. Das Gleichungssystem Ax = b kann nur dann eindeutig l0sbar sein,
wenn die Spalten der Matrix A linear unabhingig sind.

3. Das Gleichungssystem Ax = b ist genau dann fiir alle b eindeutig

losbar, wenn die Spalten der Matrix A eine Basis von K™ bilden.

DAs 1sT UBERRASCHEND da der Gaufs-Algorithmus nur die Zeilen
der Matrix betrachtet hat, die Bedeutung der Spalten der Matrix war
daraus nicht klar ersichtlich.

WIR HABEN SCHON GESEHEN, wie wir aus einem Erzeugendensys-

tem eine Basis eines Unterraums U = Span(vy, ..., v,) bestimmen

konnen, denn wir wissen:
1. Furallec € Kund i < r gilt
Span (vl, ... ,Vr) = Span (Vl, e, (v F Civi)),

d.h. der Spann dndert sich nicht wenn wir ein Vielfaches eines
Vektors zu einem anderen hinzuaddieren.

2. Firallece Kmitc#OQund 1 <i <rgilt
,Vy) = Span(vy,..., Vi 1,0V;, Vii1,...Vy),

Span(vy, ...

d.h. der Spann éndert sich nicht wenn wir einen Vektor mit einer
Zahl # 0 multiplizieren.

Woher kommt hier K"'? Berechnen wir
fiir die m x n-Matrix A - x fiir einen
Spaltenvektor x mit n Eintragen, so
erhalten wir einen Spaltenvektor mit m
Eintragen.

Spaltenvektoren mit m Eintrdgen
sind genau die Elemente von K.
Insbesondere sind die Spalten von A
Elemente von K™. Wir konnen uns also
fragen, ob die Spaltenvekotren eine
Basis oder ein Erzeugendensystem von
K™ sind.
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3. Istv, =ay;vi 4+ -+ 4+ 4a,_10,_1 so gilt
Span(vy,...,v,) = Span(vy,...,v,_1),

d.h. ist einer der Vektoren eine Linearkombination der anderen,
z.B. der 0-Vektor, so konnen wir diesen Vektor weglassen.

Damit kénnen wir den GaufSalgorithmus auf Spaltenvektoren
anwenden, zum Beispiel fiir die folgenden Vektoren in R>:

1 2 3 1 2 1 3 1
Span(| 4 |, 5 |,] 6 |)=Span(| 4 |,| 5 | -2 4 |,1 6 |-3 )
7 8 9 7 8 7 9 7
1 0 0
=Span(| 4 |,| -3 |, -6 |) | —1/3- (2. Vektor)
7 —6 —12
1
= Span(| 4 (1) 06 ) | addiere 6 - 2.
- opa ’ A zum 3. Vektor
7 2 —-12
1 0 0
=Span(| 4 |,| 1 |, 0o |)
7 2 0
1 0
=Span(| 4 |,| 1 |) | —4-(2.) zum (1.)
7 2
1 0
=Span(| 0 |,| 1 |).

-1 2

Die letzten beiden Vektoren sind linear unabhéngig, da die jeweils
1. Koordinate # 0 nur in einem der beiden Vektoren vorkommt.

a
Mi1T DIESER Basis konnen wir von einem Vektor b € R3 sofort

c
sehen, ob dieser ein Element des Spanns der Vektoren ist, da

1 0 X1
X1 0 + X7 1 = Xo ,
-1 2 (—x1 + 2X2)
a
alsoist [ b | genau dann im Spann wenn ¢ = —a + 2b.
c

Der erste Blick auf diese Rechnung sagt Ihnen vielleicht, dass die
letzte Koordinate fiir den Spann in gewisser Weise tiberfliissig ist.
Uberfliissige Koordinaten sind manchmal niitzlich, Sie konnten die
letzte Koordinate —a + 2b hier als , Priifziffer” auffassen.
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Exkurs: Lineare Codes

Codes dienen dazu, Fehler, die bei der Ubermittlung von Daten
immer einmal auftreten, zu erkennen und wenn moglich zu korri-
gieren. Mathematisch konnen wir das in der Sprache der linearen
Algebra zum Beispiel so verstehen: Eine Nachricht ist eine Folge
von Zeichen, zum Beispiel einfach eine Folge von Oen und 1len, die
Buchstaben koénnen wir in jedem Fall durchnummerieren und damit
als Elemente eines Korpers K auffassen. Eine Nachricht ist dann ein
X1

X2
Vektor v = . € K". Versenden wir eine Nachricht v, so treten

Xn
bei der Ubertragung Fehler auf'4, d.h. einige Koordinaten von v
kommen moglicherweise verkehrt an.

CopEs VERSUCHEN geschickt Koordinaten so hinzu zu fligen,
dass Fehler erkannt und bestenfalls korrigiert werden kénnen. Das

einfachste Beispiel ist ein Wiederholungscode, statt ( Z > konnten

a

wir Z verschicken, das entspricht in Matrixschreibweise der
b

Abbildung

A: K? - K (4)

= = O O

/N
S D

N———
1

o O =

_ O

Erhalten wir dann zum Beispiel die Nachricht so sehen wir,

1
dass ein Fehler aufgetreten ist, wissen aber nicht, ob die erste oder
die zweite Koordinate falsch tibertragen wurde.

DAs GEHT etwas iiberraschenderweise mit lingeren Nachrich-
ten besser. Zum Beispiel hat Hamming die folgende Abbildung

“zB.v=

X1

X3

Xn

statt

X1
X2
X3

Xn
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vorgeschlagen:

H: (2/22)* - (z/27Z) (6)

x1 100 0

X 0100

2 X3 0010
v = . —> X4 =] 00 0 1 v (7)

N X2 4+ x3 + x4 0111

4 X1 4 x5 + x4 101 1

X1+ Xo + Xg 1101

Behauptung 27. Sindv # v/ € (Z/2Z)* zwei unterschiedliche
Nachrichten, so unterscheiden sich die codierten Nachrichten Hv und Hv'
an mindestens 3 Koordinaten.

Wird bei der Ubertragung eine Koordinate falsch iibertragen, so kann der
Fehler erkannt und korrigiert werden.

BEwEISIDEE Wenn sich Hv und Hv' an weniger als 3 Stellen unter-
scheiden, bedeutet das, dass im Vektor H(v — v') mehr als 7 — 3 = 4
Koordinaten = 0 sind. Wir miissen also nur nachpriifen, dass fiir alle
Matrizen H’, die aus H entstehen indem wir 5 der Zeilen auswéhlen
gilt, dass Ker(H') = {0}. Wegen der Symmetrie der Definition ist
miissen wir dafiir nur recht wenige Matrizen einzeln priifen, die
vollstandige Liste {iberlasse ich Thnen als Ubung.

FRAGE: Angenommen Sie empfangen die Nachricht . Was

—_ O = O R =

war wahrscheinlich die Originalnachricht?

IN DER VORLESUNG haben Sie die Auflosung: gefunden: Fiir

S = O =

den Vektor v = wiren die letzten Koordinaten von Hv

O R

Xp+x34+x4=14+14+0=0in Z/2Z
X1+x3+x4=14+14+0=0inZ/2Z
X1+x+x4=1+14+0=0in Z/27Z

damit sind 2 Priifziffern falsch. Die einzige Koordinate die in der
Berechnung der beiden falschen Ziffern vorkommt ist x, &ndern
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wir den Eintrag von 1 zu 0, so stimmen alle Priifziffern, d.h. fiir

1

1 !

V= (1) git Hv=| 0
0 1

0

1

DErR HAMMING CODE ist fiir Worter der Lange 4 in den Zeichen 0, 1
optimal und wird darum noch immer in Speicherbausteinen und
Speichermedien verwendet'5. Lassen Sie uns kurz tiberlegen, was
mit ,,optimal” gemeint ist.

Angenommen wir mochten Fehler im Vektor w = Hv € (Z/2Z)7
korrigieren. Es gibt 7 Stellen an denen der Fehler auftreten kann,
also sollten Hv und 7 weitere Vektoren als w erkannt werden. Das
Bild von H enthilt aber 2* Elemente, fiir jedes davon wollen wir 8
Vektoren als , richtig” erkennen, das macht insgesamt 8 - 24 = 77
Vektoren. Genauso viele Elemente hat (Z/2Z)7.

FUR LANGERE NACHRICHTEN ist eine bessere Fehlerkorrektur
moglich — das ist wichtig, wenn Sie zum Beispiel im Mobilfunk oder
bei der Ubertragung von Bildern von Satelliten oder dem James-
Webb-Teleskop recht stérungsanfillige Ubertragungswege haben.
Zum Beispiel verwenden QR-Codes einen linearen Code, der fiir ein
Alphabet mit 256 Buchstaben Nachrichten so kodiert, dass bis zu
30% fehlerhaft tibertragener Daten korrigiert werden koénnen.

Die Dimension eines Unterraums

Zuriick zur Bestimmung von Basen eines Unterraums. Erinnern Sie
sich an die Definition, was eine Basis ist? Vielleicht zum Aufwidrmen
die Bemerkung, dass fiir Basen die gleichen Umfromungsregeln
gelten, wie fiir den Spann:

Bemerkung. Sind vy, ..., v, eine Basis eines Unterraums U dann
gilt:

1. Wir diirfen einen Vektor mit einer Zahl # 0 multiplizieren:

Firallea #0und 1 <i <ristdann auch vy,...,c-v;,Viyq,..., Vs
eine Basis von U.

2. Wir konnen Vielfache eines (oder mehrerer) Basisvektors zu einem
anderen addieren: Ist vg =vVvi+cvi+ -4 ci1vi1 +Cip1Vie1 +
<-4 c¢vymitey, ..., ¢, € Kdannistauch vy,..., v, viiq,..., v,
eine Basis von U.

DeNN: Wir hatten beide Aussagen fiir den Span schon gesehen,
miissen also nur noch zeigen, dass die angegebenen Vektoren wieder
linear unabhéngig sind.

5 Auch dort werden zunehmend mit
dhnlichen Verfahren ldngere Blocke
codiert, aber es wird fast nirgends
einfach nur die Nachricht gespeichert,
sondern immer ein Code dazu.

Abbildung 1: Grafik aus Wikipedia
entnommen, der englische Artikel ist
recht detailliert.


https://en.wikipedia.org/wiki/QR_code
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1. Zu zeigen ist: Das Gleichungsystem
a1v1+---+ai(c-vi)—|—~~~—0—arvr:O

hat in K nur die triviale Losung a1 =a, = --- = a, = 0.

Da aber vy, ..., vy linear unabhédngig sind folgt aus
a1v1+...+(ai.c).Vi+...+arvr:0,

dassa; = --- = a;c = --- = a, = 0 und weil ¢ # 0 ist folgt auch
ai:0.

2. Geht genauso: Angenommen
mvi+-+avi4 -+ av, =0
Dann ist

O:ﬂ1V1+-'-+aiv§+---+grvr

=apvi+--4a; (vitovi 6 Viog F G Vigr F o ovy) o+ ap vy

=V;

= (a1 +ajc1)vy + -+ a;vi + - - -+ (ar + a;c, ) vy.

eine Linearkombination der v;, also ist 4; = 0 und alle a; + a;c1 =
0, weil a; = 0 ist, bedeutet das aber aj =0 fiir alle j. Daher sind
auch vy, ..., V;,ViJrl, ...,V linear unabhéngig.

Wir haben Basen mit einem Algorithmus bestimmt. Fiir groflere
Gleichungssysteme ist leider nicht so klar, ob wir mit unterschiedli-
chen Verfahren unterschiedlich viele linear unabhédngige Vektoren
erhalten. Das sollte nicht sein, lassen Sie uns das formulieren.

Satz 28. Je zwei Basen eines Unterraums haben gleich viele Elemente.

ZU ZEIGEN IST: Sind vy, ..., v, und wy, ..., w,; Basen eines Unter-
raums U C K™, so gilt n = d.

Es gibt unterschiedliche Beweisideen mit denen Sie diese Aussage
nachweisen konnen. Zum Beispiel konnten Sie im Fall, dass d > n
ist, alle w; als Linearkombination der v; schreiben, die Koeffizienten
in eine Matrix eintragen und dann mit dem Gauflalgorithmus eine
nichttriviale Linearkombination der 0 finden. Das ist leider ziemlich
untibersichtlich und braucht viele Indices.

Ein besserer Trick ist, sich zu iiberlegen, dass wir nach und
nach v;’s so durch w’s ersetzen konnen dass wir wieder eine Basis
erhalten.

Behauptung 29 (Austauschsatz). Sind die Vektoren v, ..., vy eine
Basis des Unterraums U und wy, ..., w; € U linear unabhiingig. Dann
existiert eine Liste von j Indices I = {iy,...,i;} C {1,...,n} so dass
(W1, Wi, (Vo) geqa,.. ny1) eine Basis von U ist. Insbesondere gilt dann
j<n.
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Das BEwErsprINzIP fiir diese Aussage ist vollstindige Induktion: Wir
zeigen zundchst, dass die Aussage fiir j = 1 stimmt und tiberlegen
uns dann, dass wenn die Aussage fiir j = k gilt, dann auch fiir

j = k+ 1. Damit haben wir dann gezeigt, dass die Aussage fiir alle
j € IN gelten muss.

Beweis. INDUKTIONS ANFANG: Zeige, dass die Behauptung fiir j = 1 gilt,
d.h. zu zeigen: Ist wy € U ein Vektor # 0, so existiert ein 7, so dass
(W1,V1,...,Vi_1,Vis1,...,Vy) eine Basis von U ist.

Da vy,..., v, eine Basis von U ist und wy € U, konnen wir wq als
Linearkombination

w1 =mvy+---+ayvy, a;, €K

schreiben. Da wy # 0 ist, muss wenigstens ein a; # 0 sein, dann gilt
aber

Sie hatten in Aufgabe 3 (3) von Blatt
4 eine solche Ersetzung in einem
Beispiel konstruiert.

Span(vy,...,vj,...,vy) = Span(vy,...,a; - Vj,...,Uy) mult.v; mit a; # 0)

= Span(vy,...,mvy + - +anvy,...,v,) addiere Vielfache anderer Spalten

=W

= Span(wy,Vvy,...,Vi_1,Vit1, ..., Vp).

Wir haben uns auSerdem vorhin tiberlegt, dass diese Umformungen
auch die lineare Unabhingigkeit der Vektoren erhalten, die Vektoren
sind also wieder eine Basis von U.

INDUKTIONS SCHRITT: Wenn wir die Aussage fiir eine Zahl k bewiesen
haben, so folgt die Aussage auch fiir die Zahl k + 1.

Sei also

Wi,y Wk, (Vﬂ)ée{l,...,n}\l

eine Basis von U und die Vektoren wy, ... wy seien linear unab-
héngig. Dann miissen wir zeigen, dass wir einen der v;’s durch wy.
ersetzen konnen.

Der Ubersicht halber nummerieren wir die v; so um, dass I =
{1,...,k},also {1,...,n} NI ={k+1,...,n}

Dann kénnen wir wie zuvor

Wil = CQW] + -« + kWi + Cpp 1 Vi1 + -+ - € Vi

als Linearkombination der Basis schreiben. Da die w; linear unabhén-
gig sind, lasst sich wy_ 1 nicht als Linearkombination der wy, ..., wy
alleine schreiben. Darum muss eine der Konstanten ¢ 1,...,cx
ungleich 0 sein. Ist ein solches ¢y # 0, konnen wir aber wie im ersten
Schritt, v; durch wy 1 austauschen, d.h. dann sind

Wi, Wit 1, (Vidie (k1,0

eine Basis.
Im letzten Schritt, haben wir auch gesehen, dass j < n gelten
muss. O

Aus DEM AUSTAUSCHSATZ folgt insbesondere, dass je zwei Basen
Vi,...,Vy und wy, ..., w, Basen eines Unterraums U C K™ gleich
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viele Elemente haben, da damit d < n erhalten und wenn wir die
Rollen der v; und w; vertauschen genauso n < d gezeigt haben.

Damit ist die Anzahl der Elemente einer Basis ein sinnvoller
Dimensionsbegriff.

Definition. Ist U C K™ ein Unterraum, so heif3t die Anzahl der

Elemente einer Basis Dimension von U: Wir geben manchmal den Korper K
als Index des Symbols dim an, da
dimg U := Anzahl der Elemente einer Basis von U. zum Beispiel C = R? und damit

dimp C = 2, aber dim¢ C = 1.
Beispiel 30. Es gilt fiir alle n, dass dimg K" = 1, denn die Vektoren

1 0 0 0
0 1 0 0
e1=| 0 [,ea=1] 0 vew1=1 1 |en=1:
: 1 0
0 0 0 1

sind ein linear unabhingiges Erzeugendensystem, genannt die
Standardbasis von K”.

In den Ubungsaufgaben werden Sie aus dem Austauschsatz das
folgende Ergebnis ableiten.

Folgerung 31. Sei U C K" ein Unterraum, dann gilt:
1. U besitzt eine Basis und es gilt dimg U < n.
2. Ist dimg U = n, so gilt sogar U = K".

3. Sind die Vektoren vy, ...,v, € U linear unabhingig, so konnen wir
diese zu einer Basis vq,...,Vy, Vpi1,..., vz von U erginzen.

Lasse Sie uns noch einige Beispiele berechnen:

111
Beispiel 32. 1. SeiA= | 1 1 1 | danngilt
111

1
(a) dimg(Bild(A)) =1, denn Bild(A) = Span(| 1 |), also ist

1
1 | eine Basis von Bild(A).
1
(b) dimg(Ker(A)) =2
12 3
2. SeiA=| 4 5 6 | danngilt
7 8 9
(a) dimg(Bild(A)) = 2, denn wir haben
1 2 3 1 0
Bild(A) =Span(| 4 |,| 5 |,| 6 [)=Span(| 0 |,| 1 |)
7 8 9 -1 2

berechnet und damit eine 2-elementige Basis des Bildes gefun-
den.
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(b) dimg(Ker(A)) = 1, denn mit dem Gauf3-Algorithmus finden

wir
a 1
Ker(A) = Losung(Ax =0) = —2a | |a€eKj =Span(| -2 |).
a 1
210
3.S5¢iA=| 1 2 1 | danngilt
01 2

(a) dimg(Bild(A)) = 3, denn der Gauf-Algorithmus zeigt, dass
Losung(Ax = 0) = {0} gilt, die Spalten der Matrix also linear
unabhingig sind. Da dimg K3 = 3 gilt, muss also Bild(A) = K?
gelten.

(b) dimg(Ker(A)) =0

1 111
4. SeiA=11 1 1 1 |:K*— K3danngilt
1 1 11
1
(a) dimg(Bild(A)) =1, denn Bild(A) = Span(| 1 |[), also ist
1
1
1 | eine Basis von Bild(A).
1
(b) dimg(Ker(A)) =3, da
—(a+b+c)
Losung(Ax = 0) = Z la,b,c € K
c
-1 -1 -1
1 0 0
=S s 7 .
pan(| 1 L
0 0 1

In der Vorlesung hatten Sie sich statt
Beispiel 3 eine 4 x 3-Matrix gewtinscht.
FrAGE: Féllt Ihnen an den Resultaten etwas auf?

Die Dimensionsformel

Sie hatten in der Vorlesung als Antwort die folgende RegelmafSigkeit
vorgeschlagen:

Satz 33 (Dimensionsformel). Ist A eine m x n Matrix, mit Koeffizienten
in einem Korper K so gilt fiir die Abbildung

A: K" — K",

dass
n = dim K" = dim(Bild(A)) + dim(Ker(A)).
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Beweis. Voriiberlegung: Die Aussage des Satzes scheint zu sagen, dass

es moglich sein sollte, aus einer Basis von Ker(A) und einer von Bild(A)

eine Basis von K" zu konstruieren. Lassen Sie uns das versuchen: Sei

vi,..., Vi € Ker(A) eine Basis von Ker(A) C K" und wy,...,wy, €

Bﬂd(A) eine Basis von Bﬂd(A) C K™, Die Basis des Bildes besteht aus
Da wy,...,w, € Bild(A) = {Ax € K" |x € K"}, existieren Elementen von K™ nicht K.

W1, ..., Wy, € K" mit AW; = w;.

BeuHAUPTUNG: Die Vektoren vy, ..., v, Wi, ..., W} sind eine Basis
von K", d.h die Vektoren sind linear unabhéngig und erzeugen K".
Wir zeigen zunéchst, dass die Vektoren linear unabhingig sind:

Sei also Wir miissen irgendwie die Konstruk-
avi+ -+ v+ oW+ ...pWy =0 tion der w; verwenden, in dieser kam
. . die Matrix A vor, also wenden wir A

mit a;, ¢ i € K. Dann gllt auf die Linearkombination an.
0=A0=A(a1vi+ 4+ avip+c1Wy +...c,Wp) daA-(v+V)=Av+ AV

= A(a1v1 —+ -4 leVk) —+ A(C]Wl) —+ 4 A(wab) da A- (CV) = cAv

eKer(A)
=04 1AW+ +cp... AWy daAZTJ]':W]‘

=C1W1 + - -+ Wy,

Die Vektoren wy, ..., wy sind aber linear unabhédngig, also hat die

Gleichung
QW1 + -+ cpwy =0
nur die Losung ¢ = ..., ¢, = 0.
Also gilt

O=avi+-F+aqvr+ ¢c1 Wi+... ¢ Wy
~—~— ~—~—
-0 -0
=a1vy + - -+ agvg.

Da die Vektoren vy, ..., vy linear unabhédngig sind muss darum
auch 4y = - -+ = a; = 0 gelten. Damit haben wir gezeigt, dass die
Gleichung

mvy+ - ave oW LWy =0

nur die triviale Losung a1 = --- = ay = c; = -+ = ¢;, = 0 hat, die
Vektoren also linear unabhingig sind.

GANz AHNLICH kdnnen wir auch zeigen, dass die Vektoren ein
Erzeugendensystem bilden:

Seiv € K". Dann ist Av € Bild(A). Da die Vektoren w; ein
Erzeugendensystem von Bild(A) sind kénnen wir also Av =
c1W1 + - - - + ¢y als Linearkombination der w; schreiben.

Dann gilt

AV =W+ -+ Wy
=AW+ - Fcp... AWy

= A(C1V~V1 +... wab)
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Also gilt
AV — (W1 +...cpWp)) = Av— Av =0,

d.h. der Vektor v — (c;W1 + ...cyWy,) € Ker(A) ist ein Element des
Kerns von A, lasst sich also als Linearkombination der v; schreiben:

v — (W1 +...cpWp) = a1vy + -+ - + apvy

& v=a1vy 4+ apve + QW 4 .. Cp W

Also lasst sich jeder Vektor v als Linearkombination der vy, ..., vg, Wi, ...

schreiben, d.h. die Vektoren sind ein Erzeugendensystem von K. O

Die Dimensionsformel erklart einige Muster, die Sie beim Losen
von Gleichungssystemen beobachtet haben:

D1k FAUSTREGEL, dass fiir m Gleichungen in n Variablen n — m freie
Variable {tibrig bleiben werden, ist nur dann richtig, wenn die Spalten
der Matrix linear unabhédngig sind, fiir eine zuféllig gewahlte Matrix
wird das meist der Fall sein. In speziellen Beispielen kénnen mehr
freie Variable {iibrig bleiben, jedoch niemals weniger.

DiE ANZAHL DER FREIEN VARIABLEN am Ende des Gauf3-
Algorithmus koénnen wir jetzt als Dimension des Kerns verstehen,
diese hdngt insbesondere nicht davon ab, mit welcher Methode wir
Losungen bestimmen.

Die DIMENSIONSFORMEL ist auSerdem praktisch, um einzusehen,
ob wir eine Basis von Bild oder Kern gefunden haben, denn wenn
wir die Dimension bereits kennen, und wir wissen von einer Liste
von dim U Vektoren, dass diese entweder linear unabhingig sind
oder ein Erzeugendensystem von U bilden, so folgt die andere
Eigenschaft dann automatisch.

Der Rang einer Matrix

Eine weitere Merkwiirdigkeit bei Gleichungssystemen war, dass wir
fir die Bestimmung von Losungen Zeilenumformungen durchfiih-
ren konnten, fiir die Bestimmung der Dimension des Bildes, aber
Spaltenumformungen verwendet haben.

Behauptung 34 (Zeilenrang=Spaltenrang). Ist A eine m x n Matrix
mit Koeffizienten in einem Korper K, so ist die maximale Anzahl linear
unabhiingiger Spalten der Matrix gleich der maximalen Anzahl linear
unabhingiger Zeilen der Matrix.

Beweis. Dieses Resultat folgt wieder aus der Dimensionsformel: Die
maximale Anzahl linear unabhéngiger Spalten der Matrix ist die
Dimension des Bildes Bild(A) = n — dimKer(A).

Der Gaufi-Algorithmus bestimmt die Anzahl der linear unabhangi-
gen Zeilen. Bleiben dort r Zeilen # 0 {ibrig, so haben wir n — r freie
Variable, also ist die Dimension des Kerns dimKer(A) =n —r.
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Damit ist dann aber
dimBild(A) = n —dimKer(A) =n—(n—r) =r.

Die Zahl r war genau die Anzahl linear unabhéngiger Zeilen,
dim Bild(A) die Anzahl linear unabhéngiger Spalten. Das zeigt also
die Behauptung. O

Die Anzahl der linear unabhédngigen Zeilen/Spalten einer Matrix
bekommt einen Namen.

Definition 35. Ist A eine m x n Matrix mit Koeffizienten in einem
Korper K, so heifst

Rang(A) := dim(Bild(A))

der Rang der Matrix.

Anwendung von Zeilenrang=Spaltenrang

Mit diesem Resultat konnen wir jetzt eine Frage aus der ersten
Vorlesung beantworten. Wir hatten fiir den PageRank-Algorithmus
aus einem Netzwerk

eine Gleichungssystem gemacht, in dem die Variablen mit den Kno-
ten des Netzwerks nummeriert waren, die Eintrdge der zugehorigen
Matrix waren: Im Beispiel ist

. (Anzahl Links von j — 1)
ANetzwerk = (ai,j)i,jzl,...,n mit ajj = (Anzahl Links von ]) : A=

o~ oo
Ni= O O NI
Wl= O W=l
o = O O

Falls von einem Knoten j gar keine Links ausgehen, hatten wir
kiinstlich Links von j zu allen anderen Knoten hinzugefiigt. Um die
Relevanz der verschiedenen Knoten zu berechnen, hatten wir eine
Losung der Gleichung

Av = vmitv € KN~ {0}
gesucht. Das ist dquivalent dazu, eine Losung von

Av—v =0

zu finden. Wenn wir die n x n Matrix id, := (4;;) als 6;; := 1

1 wenn i=j .- idy =
{ 0 wenn i £0 } definieren, bedeutet 0 1 0

=)
o =
o
o

Av—v=Av—id,v=(A—idy)v.

FrAGE: Wieso sollte (A — id,)v = 0 immer eine Losung v # 0 haben,
d.h. warum gilt Rang(A —id,) < n?
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ANTWORT Die Spaltensummen s; :=ayj +4ap;+ -+ +4a,; von A ist
immer 1, da

bbbt — (Anzahl Links von j — 1) (Anzahl Links von j — n) 1
LTt " (Anzahl Links von j) (Anzahl Links von j)
Im Beispiel ist
Also sind alle Spaltensummen der Matrix B := A — id,, gleich 0. 1]
Wir schreiben B = (b;;); j—1,..n- B A_id — (1) —01
Vertauschen wir in B die Zeilen und Spalten, d.h. wir definieren 0 1
die Matrix B! = (cij) mit Eintrdgen c; ; := b;; in denen wir Spalten :
und Zeilenindices vertauschen — B! heif$t transponierte Matrix — so
hat B! die Zeilensummen 0, d.h. und
! PR
1 Bi=| i O
B! =0 0 0 1
1

Also gilt Rang(B') < n. Da Zeilenrang und Spaltenrang iiberein-
stimmen gilt aber
Rang(B') = Rang(B).

Also ist auch Rang(B) < n.

Wir haben hiermit eine Methode gefunden, von einer Matrix zu
zeigen, dass diese einen nichttrivialen Kern hat, ohne dass wir eine
konkrete Losung angegeben hitten.

Lassen Sie uns das Argument formal zusammenfassen:

Folgerung 36 (Stochastische Matrizen). Ist A eine n x n Matrix mit
Eintriigen in einem Korper K, so dass die Summe der Eintrige der Spalten
von A gleich 1 ist, so existiert ein v € K" mit v # 0 fiir das

Av=v
gilt.

Bemerkung. Matrizen mit Spaltensumme 1 und Eintragen in R>¢
heifSen stochastische Matrizen. Diese treten auf, wenn Sie Prozesse
mit n moglichen Zustanden modellieren, die mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit von einem Zustand i in einen anderen Zustand
j wechseln, tragen Sie diese Ubergangswahrscheinlichkeiten in eine
Matrix A ein

a;j = Wahrscheinlichkeit dass Zustand j in Zustand i iibergeht,

so modelliert v — A - v die Entwicklung des Prozesses.
Eine Losung der Gleichung A - v = v ist dann ein Gleichgewichts-
punkt.

Fazit und Berechnung von Inversen

Wir haben jetzt gesehen, wie wir die Losbarkeit von Gleichungs-
systemen in Termen des Rangs der zugehorigen Matrix erkennen
konnen:

wim | oo
[y

| Gopron— o

—_

_ o o

|
[
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Folgerung 37. Sei A eine m X n-Matrix, dann gilt:

1. Das Gleichungssystem Av = b ist genau dann fiir alle b losbar, wenn
Rang(A) = m.

2. Das Gleichungssystem Av = 0 hat genau dann eine eindeutige
Losung, wenn Rang(A) = n.

3. Das Gleichungssystem Av = b ist genau dann fiir alle b eindeutig
losbar, wenn n = m = Rang(A).

Beweis. 1. Das Gleichungssystem Av = b ist nach Definition des
Bildes, genau dann fiir alle b losbar, wenn Bild(A) = K™ gilt. Das
ist nach Aufgabe 3 Blatt 6 gleichbedeutend mit dim(Bild(A)) = m.
Da Rang(A) = dim(Bild(A)) nach Definition gilt, folgt die
Behauptung.

2. Das Gleichungssystem Av = 0 hat genau dann eine eindeutige
Losung, wenn die Spalten der Matrix A linear unabhingig sind,
d.h wenn der Spaltenrang von A gleich # ist.

3. Das Gleichungssystem Av = b ist nach 1. genau dann fiir alle b
losbar, wenn Rang(A) = m gilt, je zwei Losungen unterscheiden
sich um ein Element von Ker(A). Nach 2. ist Ker(A) = {0}
gleichbedeutend mit Rang(A) = n. Also ist das Gleichungssystem
genau dann fiir alle b eindeutig losbar, wenn m = Rang(A) = n
gilt.

O

BERECHNUNG DER INVERSEN. Ist A eine n X n-Matrix vom Rang n,
so konnen wir fiir das Gleichungssystem Av = b eine Losungsfor-
mel angeben.

Wenn wir namlich fiir die Standardbasis ey, ..., e, von K" Ldosun-
gen vy, ..., v, der Gleichung Av; = e; finden, dann ist fiir einen

by
beliebigen Vektor b = : der Vektor v := byvy +--- +byvy
by
eine Losung von Av = b, da
Av = A(byvy + -+ -+ byvy) Definition von v
=b1Avy + -+ b, Avy, Rechenregel fiir Av
=bie1+---+byey weil Av; = e;
=b.
Wenn wir also A~! := (v1...v,) als die Matrix mit den Spalten

Vi,...,Vy definieren, gilt
Al b=bvi+ - +byv,=v.

Die Matrix A~! liefert uns also die gewiinschte Losungsformel.
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DAS KONNEN WIR MIT DEM GAUSS-ALGORITHMUS BERECHNEN
indem wir die Gleichungen Av; = e; simultan l6sen. Lassen Sie uns
das an einem Beispiel durchfiihren:

1 11
A=11 2 2
1 1 2

Schreibe die erweiterte Koeffizientenmatrix:

11 1|1 0 0
1 2 2|01 0
11 2|0 01

auf und wende das Gaufi-Verfahren an:

111 1] 10 0| -1 |- —1
122 | 010 J+ w
112 | 001 +
11 1| 1 00 +
01 1] -110 + ‘
001 ] -1 01 ;—jl | -—1
11 0 | 0 -1 +
01 0 | 1 -1 ;—jl
001 ] -1 0 1
100 ] 2 -1 0 +
01 0 | 1 -1 ij
001 ]| -1 0 1
Also ist
2 -1 0
Al=10 1 -1
-1 1
1
BerspieL: Fiirb=| 2 | ist
3
2 -1 0 1 0
A= 0 1 -1 =| -1
-1 0 1 3 2
0 1
und dieser Vektor erfulltinder Tat A | -1 | =
2 3

ProBE: Wir konnen die Rechnung auch simultan fiir alle Vektoren
priifen, indem wir

11 1
AAT=l1 22| 0o 1 —1|=
11 2

O O =
o R O
= o O
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berechnen — hierbei haben wir die Multiplikation von Matrizen
einfach so definiert, dass wir A - Spalten von A~! nebeneinander
schreiben.

Bemerkung (Matrizenmultiplikation). In der Probe haben wir
gesehen, dass wir eine m x n Matrix A mit einer n x ¢ Matrix

B multiplizieren konnen, indem wir die ¢ Spalten von B mit A
multiplizieren und die Ergebnisse als Spalten in eine m x ¢-Matrix
schreiben.

LAsseEN SIE UNs NACH diesem konkreten Verfahren noch einmal auf
die Argumente zur Dimension und Unterrdumen zuritickkommen.
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Allgemeine Vektorriume

Wenn wir die Argumente zur Dimension von Unterrdumen, zu
Basen und dem Beweis der Dimensionsformel anschauen, kommen
Vektoren dort nur noch als Symbole v; vor, nicht mehr als explizite
Spaltenvektoren. Die Rechenoperationen die wir verwenden sind
die Addition von Vektoren + und in den Ausdriicken der Form c - v
die Multiplikation mit Elementen von K.

Diese Notation kennen Sie aus anderen Beispielen:

1. Sind f,g: R — R reelle Funktionen, so ist
f+g:R—R
x = (fHg)(x) = f(x) +g(x)
wieder eine reelle Funktion und genauso ist fiir c € R auch
(c- f)(x) := c- f(x) eine reelle Funktion.
Das funktioniert fiir Funktionen auf einem Intervall f: [4,b] — R

ganz genauso.

2. Sind (a,)pen und (by),en zwel Folgen reeller Zahlen, so konnen
wir diese ebenfalls addieren, oder mit einer Zahl multiplizieren.

Genau wie bei Korpern, lohnt es sich, die wesentlichen Grundeigen-
schaften der Operationen formal zu beschreiben, denn dann kénnen
wir unsere Resultate iiber Untervektorraume auch auf die obigen
Beispiele anwenden.

Definition (Vektorraum). Sei K ein Korper. Ein K-Vektorraum ist eine
Menge V zusammen mit zwei Verkniipfungen:

+:VxV=V
(v,vV) = v+v und
G KxV =V

(c,v)—>c v
die die folgenden Eigenschaften erfiillen:

Vo (neutrales Element fiir +) Es gibt ein Element 0 € V so dass fiir
alleve Vgilt, dassv+0=v.

VKom (Kommutativgesetz) Fiir alle v,v' € V gilt v+ v/ = v/ 4 v.

VAss (Assoziativgesetz) Fiir alle v, v/, v/ € V gilt (v+ V') +v" =
v+ (v +v").

Jeder Vektorraum sollte einen 0-Vektor
enthalten.
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VInv (inverse Elemente) Zu jedem Element v € V existiert ein
Element —v € V so dass v+ (—v) = 0.

S1 (neutrales Element fiir -) Fiir alle v € V gilt, dass 1 - v = v.

SAss (Assoziativgesetz) Fiir alle 4,b € Kund v € V gilt In S1 und SAss ist die Rechenregel
v=(c1¢)-v=c1.(c-v) versteckt.

(a-b)-v=a-(b-v).

Dist1 (Distributivgesetz) Fiir alle a,b € Kund v € V gilt

(a+b)-v=a-v+Db-v.

Dist2 (Distributivgesetz) Fiir alle a € Kund v, v’ € V gilt

a-(v+v)=a-v+a-v.

Die Axiome fiir die Addition + sind die gleichen, die wir auch
fiir Korper haben, bei der Verkntipfung - miissen wir aufpassen,
dass wir es nun mit zwei unterschiedlichen Argumenten (einer
Zahl und einem Vektor) zu tun haben, daher miissen wir jetzt zwei
Distributivgesetze formulieren, die sehr dhnlich aussehen, aber
einmal das + in K und einmal das + in V verwenden.

BerspIkLE fiir Vektorraume haben wir schon gesehen:

1. Der K" mit den tiblichen Verkniipfungen +, - war das Beispiel,
dass die Definition motiviert hat.

2. Vektorrdume von Abbildungen
Abb([a,b],R) := {f: [a,b] = R | f Abbildung}

sind mit den Verkniipfungen vom Anfang des Kaptiels ein
Vektorraum.

3. Folgen Folgeng := {(an)nen |an € R fiir alle n € IN} bilden
ebenso einen Vektorraum.

Die VEKTORRAUME von Folgen und Abbildungen, unterscheiden
sich vom K" dadurch, dass wir keine endliche Basis finden konnen
— vielleicht finden Sie eine unendliche Liste linear unabhéangiger
Elemente? Fiir Unterrdume spezieller Folgen oder spezieller Abbil-
dungen kann das anders aussehen.

Ubersetzung der Grundbegriffe im K" fiir allgemeine Vektorriiu-
me

Die Definitionen von linear unabhingigen Vektoren, dem Spann
einer Teilmenge, von Unterrdumen des K", oder von Basen von
Unterrdumen konnen wir genauso fiir einen abstrakten Vektorraum
V verwenden:
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Definition. Eine Menge von Vektoren vy, ..., v, € K" heif3t linear
unabhingig, wenn die Gleichung

avi+avo+---+av, =0

in K nur die triviale Losung a; = a, = - - - = a, = 0 besitzt.

BEISPIELE:

1. Die Funktionen f(x) = x,g(x) = x + 1,h(x) = x> € Abb(R,R)
sind linear unabhéngig, denn ist

a1f +axg+azh =0
die Null-Abbildung, so gilt
0=ax+ay(x+1)+az3(x?) = ar+ (a1 +ax)x + azx? fiir alle x € R.
Fir x = 0 bedeutet das a, = 0 und damit
0 = ayx + azx® = x(a; + azx)

fir alle x. Also gilt insbesondere (setze x = £1), dass a; + a3 =
0 = a1 — a3, aber daraus folgt ap = a3 = 0.

2. Die Funktionen f(x) = x,g(x) = x+1,h(x) = x — 1 sind in
Abb(R, R) linear abhéngig, da

f(x) = g(x) = h(x) = f(x) also 2f(x) — g(x) —h(x) = 0
gilt.

3. Die Elemente 1,i € C sind im R-Vektorraum C linear unabhingig,
da wir jede komplexe Zahl eindeutig als a + b - i schreiben
konnen, im C-Vektorraum C sind die Elemente linear abhédngig,
dal+i-i=0gilt.

Der Korper K spielt also in der Definition von K-Vektorraumen
eine wichtige Rolle.

Notation 38. Fiir gegebene Vektoren vy, ..., v, € V bezeichnen wir
mit

Span(vy,...,v,) :={v=mvi+...av,|ay,...,a, €K} CV

den Spann (oder die lineare Hiille) der Vektoren.
Per Konvention ist der Spann der leeren Menge Span() :=0 C V
der 0-Vektor.

Definition. Eine Liste vq,...,v; € V heifst Basis des K-Vektorraums
V, wenn vy, ..., v, ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von
V ist.

Die Dimension dimg V von V ist die Anzahl der Elemente einer
Basis.

Ein Vektorraum V heifst endlich-dimensional wenn dim V eine
endliche Basis vq,...,v; € V besitzt.
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Die R-Vekotrraume Abb(R,R) und Folgeny, sind nicht endlich-
dimensional, wir werden aber sehen, dass diese Raume viele inter-
essante, endlich-dimensionale Unterraume haben.

Bemerkung. Wie zuvor sind vy,...,v; € V genau dann eine Basis
von V, wenn sich jedes Element v € V eindeutig als Linearkombina-
tion

V=ai1vy+---+a4vy
mit Koeffizienten a; € K schreiben ldsst, denn der Beweis dieser Aus-
sage fiir Unterrdume des K" hatte nur die Rechenreglen fiir Vektoren
verwendet, nicht die Eigenschaft dass die Vektoren Elemente von K"
sind.

Genauso hat der Beweis des Austauschsatzes und damit auch
der Aussage, dass je zwei Basen die gleiche Anzahl von Elementen
haben, nur die Rechenoperationen in Vektorrdaumen verwendet.
Darum gelten diese Aussagen auch in allgemeinen Vektorraumen.
Sie sollten sich die Beweise noch einmal anschauen, um zu priifen,
dass wir dort tatsdchlich K" durch V ersetzen kénnen.

Definition. Sei V ein K-Vektorraum. Eine nicht leere Teilmenge
U C V heifst Unterraum von V, wenn gilt

1. Fiir jeden Vektor v € U sind alle Vielfachen ebenfalls in U, also:

(vel,ceK)=c-vel.

2. Fiir je zwei Vektoren v, v’ € U ist auch ihre Summe v + v’ € U,
also:
(vivVel)=v+v el

Beispiel 39. Sei Fibo C Folgeny := {(a4,)sen € R} die Teilmenge
der Fibonacci-Folgen, d.h.

Fibo = {(an)neNn € R|ay1p = a,41 + ay, fur alle n}

ist die Teilmenge der Folgen, fiir die jedes Folgenglied die Summe
der beiden vorhergehenden Folgenglieder ist.

Zum Beispiel sind also die Folgen (G,) = (1,1,2,3,5,8,13,21,...)
und (F,) = (0,1,1,2,3,5,8,13,...) Elemente von Fibo. Die Folge F,
heift die Folge der Fibonacci-Zahlen. Diese wird Ihnen in der Natur,
Musik und Kunst viel begegnen, wenn Sie die Augen offen halten.

Diese Teilmenge ist ein Unterraum, da

1. Wenn v = (a,) € Fibo,c € R, dann ist auch cv = (cay),en €
Fibo, da

(an)€Fibo
Cayrp = c(ayp1+an) = cani1 + ca,

gilt.
2. Wenn (a,), (by) € Fibo, so auch (a, + b, )neN, da wieder gilt

n),(bn) EFib
Apy2+bnio (e :) . Apg1 +an +byg1 + by = (a1 +bygr) + (an +by).

FrRAGE: Was ist die Dimension dimp Fibo ? Konnen Sie eine Basis
angeben?
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ANTWORT: dimp Fibo = 2, die beiden Folgen (G,) = (1,1,2,3,5,8,13,21,...)

und (F,) = (0,1,1,2,3,5,8,13,...) sind linear unabhéngig, also eine
Basis.

Das gilt, da durch die Bedingung 4,12 = 4,41 + a, fiir alle n jedes
Element von Fibo eindeutig durch die ersten beiden Folgenglieder
a1, ap bestimmt ist. Da die ersten Folgenglieder (1,1) und (0,1) von
(Gy) und (F,) in R? linear unabhéngig sind, lasst sich jede Folge
(an) € Fibo eindeutig als Linearkombination der Folgen (F,), (G,)
schreiben.

Der Unterraum Fibo ist ein gutes Beispiel fiir einen Unterraum
mit unterschiedlichen, interessanten Basen. Wenn Sie mit d4hnlichen
Bedingungen

Apy2 = Cayyq + day

fur unterschiedliche c,d € R spielen, werden Sie feststellen, dass die
Folgenglieder etwa exponentiell wachsen, d.h. etwa wie die Folge
x" fir ein x € R groler werden.

In Fibo kénnten wir darum nach einer Folge (a,) mit a, = x"~!
suchen. Wenn es so ein x gibt, so muss das die Gleichungen

P =x+1
B=xf+x=x(x+1)

=234t =2 (x4 1)

erfiillen, also muss entweder x = 0 sein oder x ist eine Nullstelle
vonxZ—x—1,dh

[ 1 1 +V5+1 1++5
o+ = * 1+Z+§_ 5 = I

Damit haben wir zwei neue linear unabhéngige Vektoren

vy = (1147-‘!-/(’)3-/"')/‘72 = (l/(P—I(PZ_,(P:i,...) € Fibo

gefunden.
Diese beiden Vektoren sind wieder linear unabhangig, da die

Vektoren ( 4)1 > und ( ¢1 ) der ersten beiden Folgenglieder in
+ —

IR? linear unabhéngig sind. Damit miissen vy, v, aber eine neue Basis
von Fibo sein, es gibt also a4,b € R so dass

(0,1,1,...) =avy + bvy

=a- (L, ¢%,...)+b-(1,9-,¢%,¢°,...)
= ([1—‘—b,ﬂ4)++b4)7,...)-

Damit muss a + b = 0, also b = —a gelten und fiir das 2. Folgenglied

Wir nehmen a, = x"~! damit die Folge
mita; =x0 =1 anfangt. Wir konnten
genauso gut a, = x" versuchen, aber
dann sind die Formeln am Ende etwas
weniger schon.

Die Zahl ¢ = # heif3t goldener
Schnitt und kommt in der Natur haufig
vor. Sie hat die schonen Eigenschaften
p+1=¢?und¢p—1= .

Wenn Sie ein Blatt mit Seitenverhalt-
nis ¢ nehmen und davon ein Quadrat
mit Kantenldnge der kiirzeren Seite
abschneiden, hat der Rest wieder
Seitenverhaltnis ¢.
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muss dann gelten:

1= ﬂ¢+ + bgb,
=apy —ap_

1+v5 1-V5
2

= a(gs — ) =al )

= av/5.

Also ist a = L. Also gilt fiir die n-te Zahl F,

S

fi n—-1_ n—1
Fn_\/g( + 477 )

B 1 1—|—\/§ n—1 1_\/5 n—1
VAR B 2

Das ist eine bemerkenswerte Formel, die einerseits das Wachstum

der Fibonacci-Zahlen gut erkldrt und andererseits einen guten Blick
fiir Formeln benétigt, um zu sehen, dass die Formel tiberhaupt ganze
Zahlen liefert.

EIN WEITERES BEISPIEL eines K-Vektorraums, der interessante
Unterrdaume enthalt ist der Vektorraum der Polynome mit Koeffizi-
enten in einem Korper K. Ein Polynom (in einer Variablen x) ist ein
Ausdruck der Form

p(x) =ap+ax+ - +aux"

wobei n € Z>( eine nicht-negative ganze Zahl ist und die Koef-
fizienten a4; € K Elemente unseres Korpers K sind. Die iibliche
Konvention ist, dass wir die Terme in denen die Koeffizienten 0 sind,
weglassen diirfen, und 1 - x" als x" lesen, d.h.

142 x41-2°40-2° =1+ 2x + 2%
Die Menge aller Polynome mit Koeffizienten in K bezeichnen wir mit
Klx] :={p(x) =ap+ax+---+aux"|n € Z>g,a; €« Kfuri=1,...,n}.

Polynome konnen wir addieren, indem wir die Koeffizienten
addieren

(ag+ar1x+- -+ apx")+ (bo+bix+- - - +bux") := (ap+bo) + (a1 + b)) x + - - -+ (an + b)) x"
und mit Elementen ¢ € K multiplizieren:
c-(ag+arx+ - +apx") := (cag) + (cay)x + - - - + (cay)x".
Damit wird K[x] ein K-Vektorraum.

Bemerkung. Mir ist wichtig, dass wir Polynome tatséchlich als
abstrakte Ausdriicke verstehen, d.h. das Symbol x ist einfach ein
Symbol mit dem wir rechnen. Das ist dhnlich wie das Symbol i € C,
nur dass fiir die Variable x alle Potenzen x" verschieden sind, die

Monome 1, x, x2,x3, ... sind in K [x] linear unabhéngig.
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Es gibt auch den Begriff der Polynomfunktion p: K — K, aber
wenn der Korper sehr klein ist, wie zum Beispiel K = Z/27Z,
dann gibt es viel weniger Abbildungen als Polynome, zum Beispiel
definiert das Polynom p(x) = x(x — 1) = x> — x, wenn wir fiir x die
beiden Elemente 0,1 von Z/2Z einsetzen die 0-Abbildung, obwohl
das Polynom nicht das 0-Polynom ist.

Der Vektorraum K|[x] ist wiederum nicht endlich-dimensional,
aber wenn wir den Unterraum der Polynome vom Grad < n

Kixl<p :={p(x) =ap+mx+---+aux"|a; e Kfuri=1,...,n}
betrachten, so hat dieser die Basis 1, x, . .., x", hat also Dimension
dimg K[x]<, =n+ 1.
Bemerkung. Wir konnen Polynome natiirlich auch multiplizieren,
indem wir das Produkt ausmultiplizieren und dann die Terme

mit gleichen Exponenten zusammenfassen. Um das als Formel
aufzuschreiben ist die Summenschreibweise Summenzeichen }

n
2“1' =a1+...a,
i=1

hilfreich, insbesondere ist

n
ap+mx + - +apx =Y ax',
i=0

Der Koeffizient von x! im Produkt
(ag+arx+ -+ anx") - (bg+brx+---+byx")
ist in dieser Schreibweise

¢
agbg +ag_1by + -+ +arby_y +aghy =Y aiby_;,
i=0

wobei wir fiir £ > n heimlich a; = b; = 0 fiir j > n gesetzt haben.
Insgesamt kénnen wir das Produkt dann so schreiben:

(ag+arx+---+apx") - (b + byx + -+ byx")

1 2 2n
apby + ( tlibl_i> x4 ( {Ilibl_,) R (Z aib2n_,-> x*"
i=0 i=0 i=0

— i <éaibgi> xt

=0

Keine Sorge, die Formel ist nur eine kompakte Zusammenfassung
der Regel, die Sie fiir die Multiplikation kennen. Die Summenschreib-
weise sieht zu Beginn etwas ungewohnt aus, ich werde diese darum
nur hin und wieder verwenden.
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Lineare Abbildungen

Fiir den K" hatten m x n-Matrizen A Abbildungen A: K" — K™
definjert. Diese hatte die Eigenschaften

A(v+V) = Av+ AV fiir alle v, v € K" und
A(c-v)=c-Av fiir alle v, € K",c € K.
Diese Eigenschaft haben auch Abbildungen, die Sie auf unseren
Beispielvekotrraumen K[x| oder Folgen kennen, zum Beispiel
kennen Sie die Ableitung von Polynomen
()" Klx] = Klx]

p(x) = p'(x)

ag+mx+ -+ ax" — a; +2ax + - - + nayx" !

i-a;1x.

™=

1

Diese erfiillt auch (f(x) + g(x))" = f'(x) + ¢'(x) und (cf(x)) =
c(f'(x))-

Es 1sT FUR SIE VIELLEICHT UNGEWOHNT, die Ableitung selbst als
Abbildung aufzufassen, aber der Prozess aus einer Funktion eine
andere Funktion zu machen ist aus unserer Perspektive ganz dhnlich
zum Prozess aus einer Zahl, eine andere Zahl zu berechnen.

Definition (Lineare Abbildungen). Eine Abbildung F: V. — W
zwischen K-Vektorraumen V, W heifit linear genau dann wenn

F(v+ V') =F(v)+F(V) fiir alle v,v' € V und
F(c-v)=c-F(v) furalleve V,c € K.

Bemerkung. Die Bedingung fiir die Linearitit einer Abbildung

F konnten wir auch so formulieren, dass wir sagen, dass F mit

den Vektorraum-Verkniipfungen +, - vertréaglich ist, d.h. es ist fiir
lineare Abbildung egal ob wir erst Vektoren in V addieren und
dann abbilden, oder ob wir die Vektoren erst abbilden und dann in
W addieren, das gleiche gilt fiir die Multiplikation mit Elementen
aus K. Lineare Abbildungen heiffen darum auch Homomorphismen
(strukturerhaltende Abbildungen) von Vektorrdumen.

Als Beispiele linearer Abbildungen haben wir gerade die Ablei-
tung und fiir die Vektorrdume K", K™ die Abbildungen die durch
Matrizen definiert werden gesehen.

Wie fiir Matrizen konnen wir Kern und Bild einer linearen Abbil-
dung F: V — W betrachten:

Ker(F):={veV|F(v)=0€ W} CV
Bild(F) := {b € W |es gibteinv € V mit F(v) =b} C W.

Bemerkung. Fiir lineare Abbildungen F: V — W sind ker(F) C V
und Bild(F) C W Untervektorraume.



LINEARE ALGEBRA 79

Bitte kontrollieren Sie selbst, dass diese Aussage wirklich stimmt,
mit etwas Gliick féllt Ihnen das schon nicht mehr so schwer.

Erstaunlicher ist jetzt vielleicht, dass wir im Beweis der Dimensi-
onsformel fiir Matrizen wiederum nur mit Symbolen v; gerechnet
haben und dabei nur die einfachen Rechenregeln A(v + v') =
Av+ Av/ und A(c-v) = ¢ - Av verwendet haben. Ersetzen wir im
Beweis K" und K™ durch endlich-dimensionale Vektorraume, so
erhalten wir darum eine Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen.

Satz g0 (Dimensionsformel). Ist V ein endlich-dimensionaler K-
Vektorraum und F: V — W eine lineare Abbildung von K-Vektorriumen,
so gilt

dim V = dim(Bild(F)) + dim(Ker(F)).

Beispiel 41. Die Ableitung von Polynomen vom Grad < n ist eine
lineare Abbildung

() Qlxl<n — Q[x] <.

Sie wissen, dass die Ableitung eines Polynoms vom Grad n ein
Polynom vom Grad n — 1 liefert und weil (x)’ = £ x‘~! kommt
auch jedes Polynom vom Grad n — 1 als Ableitung vor, d.h.

Bild(( )': Q[x]<n = Q[x]<n) = Q[x]<p-1.

Also gilt dim(Bild(( )’)) = dimQ[x]<,—1 =n—1.
Fiir den Kern iiberlegen wir uns, dass p’(x) = 0 bedeutet, dass
das Polynom konstant p(x) war, also

Ker(()": Q[x]<n = Q[x]<n) = {p(x) = ao|ao € Q} = Span(1)
und darum dim(Ker(( )’) = 1. Damit gilt tatséchlich
n+1=dimQ[x]<, = dim(Bild(( )")) +dim(Ker(( )")).

Die Dimensionsformel sagt uns, dass wir die Dimension des Kerns
schon an der Dimension des Bildes hétten ablesen konnen. Es ist
ganz erfreulich und fiir Differentialgleichungen niitzlich, dass die
lineare Algebra auf diese Art Aussagen tiber die Ableitung finden
kann.

Matrizen zu linearen Abbildungen

Der Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und Matrizen
ist sehr eng. Wahrscheinlich sind Ihnen im Moment noch Matrizen
lieber, weil Thnen diese konkreter erscheinen. Darum mochte ich
kurz erklédren, wie wir lineare Abbildungen tatsdchlich immer
durch Matrizen beschreiben konnen und damit Fragen zu linearen
Abbildungen in Fragen zu Matrizen tibersetzten konnen.

Das PRINZIP IST EINFACH: Ist F: V — W linear und vq,...,v, € V
eine Basis, so bestimmen die Werte F(v),...,F(v,) die Abbildung
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F vollstandig, denn wir konnen jeden Vektor v € V eindeutig als
Linearkombination

V=a1Vy+---+a,vy

unserer Basis schreiben. Ist F linear so konnen wir damit F(v) aus
den F(v; )berechnen:
F(v) = F(ayvy + - -+ a,vy) Formel fiir v
= F(ayvy) + -+ + F(apvy) weil F(v+v') = F(v) + F(V)
=a1F(vq)+---+a,F(v,) weil F(cv) = cF(v).
Dass die Bilder F(vy),...,F(v,) einer Basis die Abbildung F eindeu-
tig bestimmen, entspricht fiir Matrizen A: K" — K™ der Aussage,

dass die Spalten der Matrix A die Bilder Aey, ..., Ae, der Standard-
basis ey, ..., e, sind.

Basen liefern Koordinaten

Die Wahl einer Basis vy, ..., v, eines Vektorraums V entspricht der
Wahl eines Koordinatensystems, indem wir fiir jedes v € V die
Koeffizienten der eindeutigen Linearkombination
V=aV]y+ -+ a,vy
a
als Koordinaten a = : auffassen, d.h. wir bekommen eine
an
Koordinatenabbildung
Koordy: V — K",
a1
v — Koordy (v) :=
an
wobei die Eintrage a; des Spaltenvektors die Koeffizienten der
eindeutigen Losung der Gleichung
V=a1vy+---+a,vy
sind.

Beispiel 42. 1. Ist V = K]t|]<; der Vektorraum der hochstens
quadratischen Polynome und v; = 1,v, = t,v3 = 2 die
erste Basis, die uns fiir diesen Vektorraum einfillt, so sind die
Koordinaten des Polynoms p(t) = 3> — 6t + 7 leicht als

7
Koordy (3t> —6t+7) = | (—6)
3

abzulesen, denn
32 —6t+7=7-14+(—6) t+3-1
=7-v1+(=6)-vp+3-vs.



Hitten wir hingegen die Basiswy; = 1,wy = (t — 1), w3 =

(t —1)? = #> — 2t + 1 gewihlt, so wiirden wir, um die Koordinaten
beziiglich dieser Basis zu bestimmen, p(t) als Linearkombination
dieser Vektoren schreiben, also

312 —6t+7=3- (2 -2t +1)+4-1
=4-w1+0-wy+3 w3

und erhalten damit den Koordinatenvektor

Koordy (32 —6t +7) = | 0

X1
stV = xo | € R¥|x; +x2+x3 =0, CR®die Ebene der
X3
Vektoren, deren Summe der Koordinaten 0 ist, und wahlen wir
1 1

zum Beispiel vi = -1 |,vp = 0 als Basis, so konnen
0 -1
1
wir die Koordinaten des Vektors v = 2 berechnen, indem
-3
wir den Vektor als Linearkombination der Basis schreiben:

1 1 1
=2 -1 |+3-] 0
-3 0 ~1

und erhalten dann

1
Koordy(| 2 |)= ( _32 ) .
-3

Das ist praktisch, weil wir damit fiir Rechnungen in diesem
2-dimensionalen Teilraum des R nur noch 2 Koordinaten bendti-
gen.

Lassen Sie uns das jetzt allgemein formulieren.

Satz 43 (Basen liefern Koordinaten). Sei v := (vy,...,vy) eine Basis
eines Vektorraums V. Die Koordinatenabbildungen sind die Abbildungen:

a1
Komby: K" -V, a= : — Komby (a) :=ayvy + - - + a,Vy
an
a
Koordy: V — K", v+ Koordy(v) := wobei die a; die eindeutige
an

Losung von v = ajvy + - - - + a, vy sind.
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Geometrisch ist das die Ebene senk-

recht zum Vektor 1
1

Notation: Wir schreiben fiir eine Basis
vi,...,Vy € V oft kiirzer

vi=(vy,..., V).
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Die Koordinatenabbildungen sind lineare Abbildungen, die zueinander

invers sind, d.h. es gilt Nach Wahl einer Basis von V entspricht
also jedem abstrakten Vektor v €
Komby (Koordy (v)) = v fiir alle v € Vund V genau ein Spaltenvektor und
- - umgekehrt jedem Spaltenvektor genau
Koordy (Komby (a)) = a fiir alle a € K". ein Element v € V.

Beweis (Basen liefern Koordinaten): Die letzten Aussagen des Satzes
Komby (Koordy(v)) = v und Koordy (Komby(a)) = a sind nach
Konstruktion klar, denn Koordy (v) ist genau der Spaltenvektor
dessen Eintrdge die Koeffizienten der eindeutigen Linearkombi-
nation v = ayvy + - - - + a,V, sind, also ist Komby (Koordy (v)) =
Komby(a) = a1vi + -+ + a,v, = v. Genauso ist Komby(a) =
a1v1 + - -+ + a, v, und darum nach Konstruktion Koordy (a1v1 +
coetagvy) = a
Es ist auch einsichtig, dass die Abbildungen linear sind, denn sind

a a
Koordy(v) = | @ |,Koordy(v') = © | soist

an a,

v+ vV = (agvi+ -+ apvy) + (@vi + -+ alvy)
= (ay +ay)vy+ -+ (an +a,)va,

und darum
ay +a)
Koordy (v + V') =
an + aj,
a a
= + ;
an a,

= Koordy(v) + Koordy (v').

Das gleiche Argument funktioniert fiir cv. Dass die Abbildung
Komby linear ist, ist genauso klar, denn

a a ay +aj

Komby ( : + : ) = Komby ( : )
an ay an + aj,
= (ay +a))vi+ -+ (an +a,)vy
= (mv1+ -4 apyvy) + (a1ve + -+ ayvy)
= Komby (a) + Komby (a').

~

Wieder funktioniert das gleiche Argument fiir cv. O

Notation 44. Sind g: X — Yund f: Y — Z Abbildungen, so
schreiben wir f o g fiir die Komposition (Hinternanderausfiihrung)

von f und g, d.h. Die Verkettung o von Abbildungen
lesen wir von rechts nach links: f o goh

fog: X =27 bedeutet f(g(h(__))) also, wende erst h
dann g und dann f an.
x = (fog)(x) := f(g(x)).



Definition. Eine lineare Abbildung f: V — W heifst Isomorphismus
genau dann, wenn eine zu f inverse Abbildung g: W — V existiert,
d.h. es existiert g: W — V mit go f =idy und f o g = idw.

Bemerkung. Existiert fiir eine lineare Abbildung f eine inverse
Abbildung g, so ist g automatisch ebenfalls linear. Darum hatten wir
diese Bedingung nicht in die Definition aufgenommen. Wir werden
das noch beweisen, das Argument ist aber ziemlich formal.

JEDE LINEARE ABBILDUNG F: V — W koénnen wir nach Wahl
von Basenv :=vy,..., v, von V und w := wq,...,w, von W also
konkret in Koordinaten durch eine m x n-Matrix wMaty (F) beschrei-
ben, deren Spalten die Koordinaten der Bilder der Basisvektoren

F(v1),...,F(vy) sind, d.h.
wMaty (F) = (Koordw (F(v1))...Koordw(F(vy))).

MERKE: In den Spalten der Matrix stehen die Koordinaten der Bilder
der Basisvektoren!

Wenn wir dann das Bild F(v) = F(a;vy + - - - + a,vy) berechnen
wollen, so konnen wir einfach

aq by

ar b2
wMaty (F) - . =

ay by,

berechnen und wissen dann, dass
F(v) = bywy +...bywy,
denn:

F(v) =F(mvi+ - +ayvy)
= H1F<V1) 4+ 4 anF(vn)

= a1 Komby, (Koordw (F(v1))) + - - - + a, Komby, (Koordw (F(vy)))
= Komby (a1 Koordw (F(v1)) + - - - + a, Koordw (F(vy)))
a
— Komby (wMaty(F) - | |)
an
by
= Komby ( : )
bm

=bywi +...bypwy,.

Insgesamt konnen wir F(v) also bestimmen, indem wir den Koordi-
natenvektor von v mit der Matrix wMaty (F) multiplizieren und das
Ergebnis als Koordinaten in W auffassen. Diesen Satz konnen wir
in der Formel:

F(v) = Komby, owMaty(F) o Koordy(v),
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idy: V — V ist die identische Ab-
bildung d.h. idy(v) := v fiir alle
veV.

V=a1V1+ -+ a,Vy
F linear
Komb Koordy = idyy

Komby, linear

Def. wMaty (F)

b = wMaty(F)a

Def. Kombyw

Havrt! Bitte schauen Sie die Formel
einmal genau und in Ruhe so lange an,
bis Thnen klar ist, warum die Formel
und der Satz davor den gleichen
Sachverhalt beschreiben.

Sie sollten am Ende der Vorlesung in
der Lage sein, die Aussage einer Formel
wie dieser fiir sich selbst zu entschliisseln.
Sie sehen an diesem Beispiel, dass es dafiir
unentbehrlich ist, sich ganz genau klar zu
machen, was die Symbole bedeuten! Sobald
Sie das gemacht haben, verindert sich Ihr
Verstindnis der Formel.
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zusammenfassen.

Beispiel 45. Sei D = ( )": K[x]<3 — K[x]<, wieder die Abbildung,
die durch die Ableitung von Polynomen gegeben ist. Eine Basis
vom Raum der Polynome vom Grad < 3istvy = 1,vp = x,v3 =

2

x2, vy = x3,Basis vom Raum der Polynome vom Grad < 2 ist

w1:1,w2:x,W3:x2.Esgﬂt

)= 0 =0-w;+0-wr+0-ws
1 =1-wi4+0-wy+0-ws

D(v3) =D(x*)=2-x =0-w; +2-wp+0-w3

D(vy) =D(x*)=3-2>=0-w; +0-wy +3-w3.

Also ist
01 00
wMaty(D)=1]1 0 0 2 0
0 00 3

Und in der Tat konnen wir die Koeffizienten der Ableitung des
Polynoms p(x) = ag + a;x + apx? + a3x3 auch bestimmen, indem wir

ZO 0100 ZO a

wMaty (D) - al =00 20 al = | 24,
2 000 3 2 303
az as

ausrechnen. Die Eintrdge dieses Vektors sind in der Tat genau die
Koeffizienten der Ableitung.

Bemerkung. Mir scheinen Formeln mit Kompositionen von Abbil-
dungen, wie

F(v) = Komby, o wMaty(F) o Koordy(v)

immer komplizierter als die Aussagen zu sein, die die Formeln
ausdriicken. Fiir mich ist es einfacher, die Abbildungen dann in
ein Diagramm zu schreiben, d.h. ich schreibe fiir jede Abbildung
Definitions- und Wertebereiche auf und dekoriere den Pfeil dazwi-
schen mit der Abbildung:

V—F>W

Koordy i T Komby

wMaty (F)
K" ———— K"

Die Aussage der Formel, ist dann, dass die beiden Wege entlang

der Pfeile, die gleiche Abbildung definieren, wir sagen dazu ,das

Diagramm kommutiert”.

Im Beispiel ist die Verkettung der 3 Abbildungen dann sichtbar:
Berechne fiir einen Vektor v € F erst den Koordinatenvektor
Koordy (v), multipliziere diesen mit der Matrix und iibersetze die
Ergebniskoordinaten mittels Komby als Element von W.

Das kann ich mir ganz gut merken, die Formel dazu

F = Komby o wMaty(F) o Koordy,

Wir verwenden den Merksatz: In den
Spalten der Matrix stehen die Koordina-
ten der Bilder der Basisvektoren! Also
berechnen wir D(v;) = 0 (das Bild
des ersten Basisvektores), schreiben
das Ergebnis als Linearkombination
von wi, Wy, w3 und schreiben die
Koeffizienten in die 1. Spalte.
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sieht komplizierter aus, aber ich hoffe, dass wir uns auch daran
gewoOhnen konnen.

LasseEN SIE UNs die Beobachtung, dass wir lineare Abbildungen
zwischen endlich-dimensionalen Vektorraumen nach Wahl von Basen
als Matrizen auffassen konnen noch einmal formal zusammenfassen.

Satz 46. 1. Jede lineare Abbildung L: K" — K™ ist durch die Multiplika-
tion mit einer eindeutig bestimmten m x n-Matrix gegeben.

2. Ist F: V. — W eine lineare Abbildung endlich dimensionaler K-
Vektorriume und sind v :=vq,..., vy € Vund w := wy,..., Wy, €
W Basen, so wird F in den Koordinaten beziiglich v und w durch die
Matrix Merke: In den Spalten der Matrix

85

stehen die Koordinaten der Bilder der

wMaty (F) = (Koordw (F(v1)) ...Koordw(F(vy))) Basisvektoeren.
beschrieben, d.h.
Koordy o F o Komby = wMaty(F).

Beweis. 1. Die erste Aussage kennen wir schon, denn istey, ..., e,
die Standardbasis von K" so gilt fiir jede lineare Abbildung
L: K" — K™ , dass

a a1
L(| @ |)=mL(er)+---+ausL(ey) = (L(e1)...L(en))-| * |,

an an

d.h. L ist durch die n x m-Matrix gegeben, deren Eintrdage die
Bilder der Standardbasisvektoren sind. Da umgekehrt fiir jede

n x m-Matrix A, der Vektor Ae; der i-te Spaltenvektor von A ist,
ist A auch eindeutig bestimmt.

2. Die zweite Aussage hatten wir gerade bewiesen, denn wir hatten
F = Komby owMaty(F) o Koordy

nachgerechnet. Multiplizieren wir diese Gleichung von links mit
Koordyw und von rechts mit Komby, so erhalten wir die Formel

Koordy o F o Komby = wMaty(F).
O

Bemerkung. Die Aussage , Jede lineare Abbildung L: K" — K™
ist durch die Multiplikation mit einer eindeutig bestimmten m X n-
Matrix gegeben.” konnen wir noch anders lesen. Die Menge aller
linearen Abbildungen zwischen zwei Vektorraumen wird mit

Homg (V, W) := {F: V — W | F linear}
bezeichnet. Die Aussage ist also gleichbedeutend damit, dass die

Abbﬂdungen e = eq,...,e, ist wie immer die
Standardbasis von K".
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eMat.: Homg (K", K™) — Mat, , (K)
F s Mat,(F)
Homg (K", K™) < Maty, ,(K) :Mult
A+ A

zueinander inverse Abbildungen sind.

Der zweite Teil des Satzes ist entsprechend: Ist v eine Basis von

V und w eine Basis von W, so sind die Abbildungen

wMaty: Homg (V, W) — Maty, ,(K)
F — wMaty(F)
Homg (V, W) < Maty, »(K) :Mult
Komby 0A o Koordy <+ A

zueinander invers.

DABEI LERNEN WIR gleich noch etwas hinzu:

1.

Die Multiplikation von Matrizen entspricht der Komposition der
zugehorigen linearen Abbildungen:

A-B = Mate(Ao B)

denn die Spaltenvektoren von A - B sind nach Definition der Mul-
tiplikation von Matrizen genau die Vektoren A - Spalte von B, d.h.
die i-te Spalte von A - B ist A(B - ¢;) und das ist nach Definition
die i-te Spalte von ¢Mate (A o B).

. Die Menge Maty, ,(K) der m x n-Matrizen mit Koeffizienten in K

bildet einen Vektorraum, denn wir konnen Matrizen addieren und
mit Skalaren multiplizieren. Genauso ist fiir K-Vektorraume V,
die Menge Homg (V, W) der linearen Abbildungen von V nach
W ein Vektorraum. Die Operationen fiir Matrizen tibersetzen sich
einfach als:

(F+G)(v) :==F(v)+G(v) und (c- F)(v) :=c- F(v).

Die Abbildung wMaty: Homg(V, W) — Maty, ,(K) ist ein
Isomorphismus von Vektorrdaumen, denn die Abbildung ist per
Konstruktion linear.

Gute Basen schlechte Basen: Basiswechsel

Ein Spezialfall der Beschreibung von linearen Abbildungen durch
Matrizen ist natiirlich, dass V = K" und W = K™ unsere Standard-

beispiele von Vektorrdumen sind, wir aber statt der Standardbasis,

andere Basen v € K" und w € K" gewihlt haben.

In diesem Fall ist Komby : K" — K" durch die n x n-Matrix

v = (v1Vvy...v,) deren Spalten, die Basisvektoren vy, ..., v, sind

gegeben und entsprechend ist Koordy, = (wy...wy,) ! die inverse

der Matrix mit den Spaltenvektoren wy, ..., wy;, denn Kombyy ist die

zu Koordy inverse Abbildung.



In Formeln finden wir also die Formel fiir den Basiswechesel einer
Matrix:

wMaty (A) = (W1 ...wp) Lo Ao (vi...v)
(= Koordy oMate(A) o Komby)

Beispiel 47. Im Raum der Fibonacci-Folgen:
Fibo = {(an)neN € R|ay1p = a,41 + ay, fir alle n}
war fiir uns die Basis

vi=1,¢r,¢%,...),va=(1¢_,¢*,¢>,...) € Fibo,

wobei ¢+ = % besonders niitzlich.
Dieses Beispiel konnen wir noch auf eine andere Art anschauen.
Die Formel a,,4» = a,11 + a4 konnen wir ndmlich auch als lineare

Vorschrift fiir die Berechnung n — fnt1 auffassen:
A1 An42

A: R?> - R?
a s ap _ 01 | m .
az ay+ap 11 ap

Damit ist also fiir eine Folge (a1,4az,...) € Fibo fiir jedes n € IN der
Vektor

(2"“ ) =A<A<-~<A< o ))--->>
42 —_—\ @

n—mal
_Avo...oA((al >)_A'fl<a1>
—_— ap a
n—mal
Eine Formel fiir die Matrix A" = < (1) 1 ----- (1) 1 anzu-

geben ist also genauso schwer, wie eine Formel fiir die Fibonacci-
Zahlen anzugeben.

Wihlen wir aber die Basis v; = ( ¢1 ) ,Vy = < 4)1 ) € R?, so
+ —

ist
o (O T) (N e Y (e
L1 P+ T+ ¢+ 3

1
=<P+'< >=¢+'V1=¢+'V1+0‘V2

() (0)-(8)-(2)

1
:4)( >:¢~V2=0-V1—|—(]5'V2.
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Damit ist also

vMaty (A) = (Koordy (Avy)Koordy (Avy)) = < ¢O+ (PO )

und fiir diese Matrix lassen sich die Potenzen miihelos ausrechnen:
2
¢+ O _ [ ¢+ O ¢+ 0\ _[¢7 O
0 ¢ 0 ¢_ 0 ¢_ 0 ¢
3 2 3
pr 0N _ (92 0 N[ 0)_[9l 0
0 ¢ 0 ¢ 0 ¢ 0 ¢ )
Damit konnen wir induktiv

g+ 0\ _ (¢ 0
0 ¢- ) \ 0 ¢

beweisen, denn die Formel gilt fiir n = 1, 2,3 und wenn die Formel
fiir ein k € IN gilt, so auch fiir k +1 da

k+1 k
¢+ O (¢ O ) [P+ O
0 ¢ 0 ¢ 0 ¢
= 9L 0 NI verwende Aussage fiir k
0 ¢f 0 ¢
k+1 0
- ( 45 et )

Mat, (A") = < 4’(;1 421 )

Mit der Basiswechselformel konnen wir daraus auch eine Formel fiir
A" ablesen:

Damit ist also

A" = (Mate(A") = Koorde o Maty(A") o Kombe
= (v1v2) - yMaty(A") - (vyvp) !

(1 1 ¢ 0 11 )
v ¢ 0 ¢- v ¢

1

b+ P
Verfahren: b — s =

1110 gy
<¢+ (P* ‘ 0 1) (JJr

o
(

- 1
Lol S5 &
BEE

—1
Wir berechnen die inverse Matrix ( > mit dem Gauf3-

o

o
o~
IS
Lo — —
~

]

"

H
I
S
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Probe:
(oo )
¢+ ¢
Also gilt prp. =B g
-1
An — 1 ¢t 0 1 1
¢ fP 0 ¢t ¢+ P

A

P V5 5
(W £)(F 4
V5 5

( 9L +¢“4>+ P —gn )

SIESR
SILs-

+

¢i1+l¢ +¢n+l¢ (Prrlgrfrl

V5
9L lfqﬂ oot
_ V5 V5 _
A A
V5 V5

Es lohnt sich also, geschickte Basen fiir lineare Abbildungen zu
suchen, selbst wenn die Abbildung schon als Matrix gegeben ist.
Bei der Wahl zwischen

"0 prlogn !t pt—gn
vMaty (A") = ( % o ) und (Mat(A") = V5 \@

0 i L e
V5 V5

ist klar, welche Matrix die Abbildung tibersichtlicher beschreibt.

Aufgabe 4. Bestimmen Sie die Matrix yMaty der Abbildung A =
3 -1

1 3 : R? — R? beziiglich der Basis

= (3 ) ()

Sk1zzE: Wir wissen:

vMaty(A) = (viva) 1 A+ (vivy)

() ()0

Die Inverse der ersten Matrix berechnen wir mit dem Gauf3-
Algorithmus und finden

(] fl)!;(i L)

Damit berechnen wir:

1 3 -1 ' 1 1
2 -1 3 1 -1
20
0 4

vMaty (A

89
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Die Abbildung entspricht also der Streckung mit dem Faktor 2

entlang der Diagonalen Rv; = R ( !

1 ) und der Streckung mit dem

1
-1
Das erklért, wieso die Abbildungsmatrix in den neuen Koordina-

Faktor 4 entlang der Antidiagonalen Rv, = R

ten viel einfacher aussieht.

SIE HATTEN IN DER VORLESUNG GEFRAGT wie wir zu einer gegebe-
nen linearen Abbildung, eine geschickte Basen wie in den Beispielen
finden. Das zu erklidren, ist das Ziel der ndchsten Wochen.

Ein AussLick: Das Besondere an den Basen vy, v, in den Beispielen
war, dass jeweils Avy; = c- vy und Av, = d - v, galt und darum

Maty(A) = ( ‘ 2 ) .

Als ersten Schritt sollten wir uns also tiberlegen fiir welche ¢ € K
es Vektoren v gibt, so dass Av = c - v. Das ist gleichbedeutend mit
Av—c-v=_0alsov e Ker(A—c-idy).

Dazu wiére es gut, eine Formel zu haben, die entscheidet, ob
Ker(A —c¢-id,) # {0} gilt, d.h. eine Formel, die entscheidet fiir
welche ¢ die Matrix A — cid,, invertierbar ist und fiir welche nicht.
Die Determinante wird das fiir uns leisten.

Worterbuch: Losbarkeit von Gleichungen & Eigenschaften von
Abbildungen.

Wir hatten Fragen zu linearen Gleichungssystemen in die Sprache
der Matrizen iibersetzt und diese jetzt zu linearen Abbildungen
verallgemeinert.

Die Fragen zur Losbarkeit von Gleichungen kénnen wir entspre-
chend in Termen von Abbildungen umformulieren:

Sei F: V — W linear.

1. Die Gleichung F(v) = hat genau dann fiir alle € W eine Losung
v € V wenn Bild(F) = W.

2. Die Gleichung F(v) = hat genau dann fiir alle € W hochstens
eine Losung, wenn Ker(F) = {0}.

3. Die Gleichung F(v) = hat genau dann fiir alle € W eine
eindeutige Losung, wenn F ein Isomorphismus ist, d.h. Ker(F) =
{0} und Bild(F) = W.

DiesE EIGENSCHAFTEN sind so niitzlich, dass diese fiir allgemeine
Abbildungen Namen bekommen haben.

Definition. Sei f: X — Y eine Abbildung von Mengen.
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1. f hei8t surjektiv genau dann, wenn die Gleichung f(x) = b fur
alle b € Y wenigstens eine Losung x € X besitzt.

2. f heifit injektiv genau dann, wenn es zu jedem b € Y hochstens
eine Losung der Gleichung f(x) = b gibt, d.h. f(x1) = f(x2) =
X1 = Xp.

3. f: X — Y heift bijektiv genau dann, wenn die Gleichung f(x) = b
fur alle b € Y eine eindeutige Losung x € X besitzt.

Beispiel 48.
1. Die Abbildung f: R — R, die durch f(x) = (x — 1)x(x +1) = = e
x3 — x gegeben ist, ist surjektiv, aber nicht injektiv. : Fx) = —x
Denn x® — x = bistfiralleb € R losbar (surjektiv), aber
f(1) =0 = f(0) (nicht injektiv).
2. Die Abbildung f: R — R, die durch f(x) = e* gegeben ist, ist
injektiv, aber nicht surjektiv.
el =2 & M2 =1 & x1 = xp (injektiv) in der Vorlesung —fl)=e
hatten Sie vorgeschlagen stattdessen zu benutzen, dass f(x) = ex
streng monoton ist und darum aus f(x1) = f(x2) folgt, dass
x1 £ xp und xq1 % xo also x1 = x».
Da ¢* = —1 in R keine Losung besitzt ist f nicht surjektiv.
3. Die Abbildung f: R — R, die durch f(x) = 2x + 1 gegeben ist,
ist bijektiv. - .
Fiir alle b € R hat die Gleichung f(x) = 2x 4+ 1 = b die eindeutige flx)=2x+1

Losung x = "> Die Abbildung f: R — R die durch f(x) = x3
gegeben ist, ist auch bijektiv.

Aufgabe 5. Hotels schreiben im Gastebuch eine Abbildung
Belegung: {Hotelgéste} — {Zimmer des Hotels}

auf.

Ein Paar kommt an die Rezeption und fragt nach einem Zimmer.
Die Aushilfe an der Rezeption lernt gerade fiir die anstehende Ma-
thematikpriifung und antwortet kryptisch mit einem der folgenden
Sétze:

1. Es tut mir leid, aber die Belegung ist gerade surjektiv.
2. Es tut mir leid, aber die Belegung ist bei uns immer injektiv.

3. Es tut mir leid, aber die Belegung ist heute ausnahmsweise
bijektiv.

FrAGE: Was will uns die Aushilfe damit sagen?

IHRE ANTWORTEN WAREN:
1. Alle Zimmer sind belegt.
2. Wir haben leider nur Einzelzimmer.

3. Alle Zimmer sind aktuell als Einzelzimmer belegt.
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Die Determinante einer (n x n)—Matrix

Wir hatten gelernt, wie wir von einer (n x n)-Matrix A: K" — K"
nachrechnen konnen, ob diese Matrix invertierbar ist. Wie am Ende
des letzten Kapitels erwihnt, ist es niitzlich, eine Formel in den
Koeffizienten zu finden, die entscheidet, ob eine Matrix invertierbar
ist oder nicht. Idealerweise sollte dies auch erlauben, eine explizite
Formel fiir die inverse einer invertierbaren Matrix anzugeben.

Die DETERMINANTE ist eine Abbildung
det: Mat, ,(K) — K,

die das fiir uns leisten wird, d.h. det(A) wird genau dann # 0 sein,
wenn A invertierbar ist.

Motivation: Die Suche nach einem Volumenbegriff

Da die Formel fiir die Determinante etwas sperrig ist, mochte ich
Ihnen zunichst erkldren, woher die Formel kommt. Fiir eine reelle
n X n-Matrix A wissen wir, dass die Matrix genau dann invertierbar
ist, wenn die Spalten der Matrix eine Basis von R" bilden.

Fiir n = 2 bedeutet das, dass die beiden Spalten nicht auf einer
Geraden liegen. Das ist gleichbedeutend damit, dass das Parallelo-
gramms mit den Seiten vq, vy einen Flacheninhalt # 0 hat.

Fiir n = 3 bedeutet das, dass die 3 Spalten, nicht in einer Ebene
liegen. Das bedeutet, das der von vy, vy, v3 definierte Spat, ein
Volumen # 0 besitzt.

D1k FRAGE, ob n Vektoren im R” linear unabhéngig sind, konnten
wir also kldren, wenn wir einen n-dimensionalen Volumenbegriff
finden. Um dafiir eine Formel zu suchen, konnten wir zunéchst
eine Wunschliste von Eigenschaften, die ein solches Volumen haben
sollte, aufschreiben:

1. Die Formel sollte eine Abbildung definieren, die aus n Vektoren
eine Zahl berechnet:

det: IR”><---><]RZ—>1R
———
n Faktoren

(vi,...,vy) — det(vy, ..., vy).

V2

Vi
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2. (Streckungen) Wenn wir einen der Vektoren mit einer Zahl ¢ € R
multiplizieren, multipliziert sich das Volumen mit ¢, d.h. fiir alle

i€ {1 PRI n} und c € R gilt Eigentlich wiirden wir vielleicht mit |c|
multiplizieren, aber der Betrag ist nicht
det(vl, ee e, 0V, ..., Vn) =c det(vl, e, Vi, Vn)- so schon, darum suchen wir lieber ein

Volumen bis auf ein Vorzeichen.
3. (Scherungen) Wenn wir zu einem Vektor ein Vielfaches eines
anderen addieren, sollte das Volumen unveridndert bleiben: \2) vatcvy

det(vy,..., Vi, ..., vy) = det(vl,...,v,»—i—cvj,...,vn)

4. (Spate verkleben addiert Volumen) Fiir alle i gilt: Vi
det(vy,...,vi+V,, ..., vy) =det(vy,...,vi,...,vy) +det(vy,..., V..., vy)
5. (Doppelter Vektor) Wenn ein Vektor doppelt vorkommt, sollte das
Volumen 0 sein: Fiir alle i < j ist
det(vy,..., Vi 1,V,Viiq,-- Vi1,V Vi, ., vp) =0.
Bemerkung. 1. Einige der Bedingungen ergeben sich aus den
anderen, vielleicht iiberlegen Sie sich einmal, welche.

2. Die Eigenschaften 2.-4. bedeuten einfach, dass die Abbildung det
in jedem Eintrag v; eine lineare Abbildung ist, d.h. fiir jede fest
Wahl von Vektoren vy,...,v;_1,Vii1,...Vy ist die Abbildung

K'>x+— det(vl, ey Vie1, X, Vi1, - .Vn) €K
eine lineare Abbildung von K" nach K.

3. Eine interessante Folgerung aus der 5. Eigenschaft und der
Linearitit ist, dass sich das Vorzeichen dndern muss, wenn wir
zwei Vektoren vertauschen: Fiir alle i < j gilt

det(vl,...,v,-,...,Vj,...,vn) = —det(vl,...,vj,...,v,-,...,vn)
Das folgt aus
0=det(vy,...,vi+Vi...,V;+ V..., V)

= det(vl,...,vi,...,vi—i—vj,...,vn) +det(v1,...,vj,...,V,-—I—vj,...,vn)

= det(vl,...,v,-,...,vj,...,vn)+det(v1,...,vj,...,v,-,...,vn).

Abbildungen, die die obigen Eigenschaften — die wir wieder in der
Sprache von Vektorraumen formuliert haben — heifien alternieren-
de Multilinearformen, das Anhingsel ,form” weist bei linearen
Abbildungen darauf hin, dass das Ergebnis eine Zahl ist.

Definition (Alternierende Multilinearformen). Sei V ein K-Vektorraum
und m € N und

f : u‘i — K Die Symbole bedeuten: In f konnen
m Faktoren wir m Vektoren einsetzen und erhalten

dann eine Zahl als Ergebnis.
(Vi oo, Vi) = (V1,0 Vi)

eine Abbildung.



1. Die Abbildung f heifst Multilinearform, wenn fiir alle i € {1,...,m}
und alle vy,...,v;_1,Vii1,...,Vy € V die Abbildung

X —> f(Vl, ey Vie1, X, Vi, .. .,Vm)
linear ist.
2. Die Abbildung f heifst alternierend, wenn fiir alle i < j
f(Vi, o Vil V, Vi, .. Vi,V Vi, ,Vm) =0
fur alle vq,...,vi_1,V,Viyq,... Ve,V Vg1,V € V.

Beispiel 49. 1. Wir wissen schon, dass lineare Abbildungen
f: K" — Kdurch 1 x n-Matrizen beschrieben werden, d.h. f
ist immer von der Form

X1
f( ):a1x1+"'+anxn
Xn
fur geeignete ay,...,a, € K.
2. Ich behaupte, dass eine multilineare Abbildung
f:K"x K" =K
X1 n X1 !
i {: Pesrd s s D
Xn Yn Xn Yn
ganz dhnlich durch eine Formel der Form
X1 LA "
f(f = 1 2 p=X ey

=1j=1
Xn Yn

fiir geeignete a;; € K gegeben ist.

Das folgt, da fiir festes y € K" die Abbildung x — f(x,y) linear
X1 n

ist, also die Form f(| : [,]| : |)=ay)x+ - +a.(y)x,

Xn Yn
hat. Wahlen wir fiir i < n den Vektor x = e;, also x; = 1 und x; =

0 fiir j # i, dann ist y — f(e;, y) = a;(y) und diese Abbildung ist
n
ebenfalls linear. Also ist a;( : ) =aj1y1 + -+ a; ,yn und

Yn
das war zu zeigen.

3. Die Abbildung
f:K"x K" =K

X1 Y1 X1 VA -
(= 1. Dherd ||+ D=XXaxy

i=1j=1
xn yn x}’l ]/n

LINEARE ALGEBRA 05
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ist genau dann alternierend, wenn fiir alle i gilt, dass a;; = 0 und
far alle 7, j gilt, dass ajj = —aj.

Um das einzusehen, priifen wir zunéchst, dass eine Abbildung
dieser Form alternierend ist, denn dann heben sich im Ausdruck
flx,x) =Y, Z}Ll a;jx;x;j jeweils die Terme a; jx;x; und a;;x;x;
weg. Umgekehrt muss fiir jede alternierende Abbildung 0 =
f(ei, e;) = a;;) gelten und auBerdem ist fiir alle i, j

a;; = f(ei,ej) = —fleje;) = —aj;.

4. Alle alternierenden Multilinearformen f: K? x K? — K sind also
Vielfache der Abbildung

d(( 2 >< i )) = (x1y2 — x2¥1),

d.h. f(x,y) =c-d(x,y) fir ein c € K.

Aufgabe 6. Uberlegen Sie sich analog, dass alle alternierenden
Multilinearformen

R xKxK® =K

Vielfache der Abbildung

X1 n 4
det(| x2 |, | v2 |, | 22 |)=x122z3 — x1y322
X2 Y3 Z3

— X2Y123 + X2Y321

+ X3Y122 — X3Y221
sind.

Die Beobachtung, dass es in den Beispielen bis auf Vielfache nur
eine alternierende Moglichkeit gibt, ldsst sich einfach erklédren:

Behauptung 50. Ist V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, so gibt es bis
auf Vielfache hichstens eine alternierende Multilinearform

d: Vx---xV =K
————

nFaktoren

Genauer gilt: Ist vy,...,vy eine Basisvon Vund f: Vx---xV —
—_——

nFaktoren
K eine alternierende Multilinearform, so ist f bereits durch den Wert

f(vi,...,vu) = ¢ € K bestimmt, insbesondere ist f genau dann die
0-Abbildung, wenn f(vy,...,vy) = 0 gilt.

Beweis. Das Argument funktioniert genau wie das Argument,
warum lineare Abbildungen durch die Werte auf einer Basis be-
stimmt sind.

Ist vq,...,v, eine Basis von V und v = w; € V ein Vektor, so
konnen wir v eindeutig als Linearkombination der Basis schreiben

V=ai1vy+---+a,vy.

Wie zuvor konnen nur Terme XiYjzZk
mit 3 unterschiedlichen Indices
vorkommen. Fiir diese finden wir
Vorzeichen, denn fangen wir mit einem
Term an, z.B. x1123, so dnder sich

bei Vertauschen von zwei Indices das
Vorzeichen, also haben zum Beispiel
X1Y322, X2y1z3 und x3Yy2z1 Vorzeichen
—, wenn wir dann nochmal tauschen
bekommen wir —— = +.
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Dann ist fiir jede multilineare Abbildung f: V" — K

fv,wa,...,wy) = f(a1vi+ -+ ayVp, Wo, ..., Wy)
=a1f(vy, Wo, ..., Wy) 4+ anf(Ve, Wo,..., Wy).
Das Argument konnen wir induktiv auf die Vektoren wy, ..., wy
anwenden, denn jedes der w; lésst sich eindeutig als Linearkombina-
tion
Wi =41Vl + +diuVn

schreiben.

Damit ist die Abbildung f durch die Funktionswerte f(v;,..., Vi, )i, i c(1,.n}
bestimmt.

Ist f zudem alternierend, so ist f (vil, ..., Vi ) = 0 wann immer
zwei der Indices tibereinstimmen und sind alle Indices verschieden
so gilt {i1,...,in} = {1,...,n}, aber dann ist wegen

f(Vl,...,Vi,...,Vj,...,Vn) = —f(Vl,...,V]',...,V,',...,Vn)

induktiv der Wert f(v;,,...,v;,) durch f(vy,...,v,) bestimmt und
stimmt mit diesem bis auf ein Vorzeichen iiberein. O

Folgerung 51. Ist V ein n—dimensionaler K-Vektorraum und

d: Vx---xV—=K
N————

nFaktoren

eine alternierende Multilinearform, die nicht die 0-Abbildung ist, so sind n
Vektoren v, ..., vy genau dann linear unabhingig, wenn

d(vy,...,vy) #0 € K.

Bemerkung. Die Folgerung kénnen wir insbesondere auf die
Abbildungen det: K? x K? — K die durch

det(( zi ),( il ))—(xlyz—xzyﬂ

gegeben ist und det: K3 x K3 x K* — K mit

X1 W1 21
det(| xo |, | v2 |, | 22 |) = xiv2z3 — x1y320 — X2Y123 + X2Y321 + X3Y122 — X3Y2Z1
X2 Y3 23

aus den Beispielen anwenden. In diesen Beispielen gilt jeweils fiir
die Standardbasis det(e1,e;) = 1 = det(eq, ez, e3).

Beweis der Folgerung. Nach der Proposition ist die Abbildung ein-
deutig durch den Wert auf einer Basis bestimmt ist. Also gilt fiir

97

alle Basen d(vy,...,v,) # 0. Sind die Vektoren umgekehrt linear Fiir n = 3 ist das Argument, dass wir

abbhingig, so lasst sich einer der Vektoren als Linearkombination - ¢
. . . . {i,j,k} = {1,2,3}. Dann gilt:
der anderen schreiben, d.h. es gibt einen Index i so dass

det(v;, vj, v) = det(av; + bvy, vj, vi)
v, = 2 a;jv; =q det(vj, v]',vk) + bdet(vk,vj,vk)

j=l.n = 0.
Jj#i

v; = av;j + bvy schreiben konnen, wobei



98 JOCHEN HEINLOTH

fiir geeignete a; € K. Dann ist aber

d(Vl,...,Vl',...,Vk) = d(Vl,..., Z IZ]'V]',...,Vk)

denn im Ausdruck d(vy, ..., Vi, .. ., V¢) kommt der Vektor \fi doppelt
VOr.
O

Permutationen und Vorzeichen

Um analog zu den Beispielen fiir K? und K? fiir allgemeine  eine
Formel fiir eine alternierende Multilinearform

det: K" x --- x K" = K
N — -4

—
n Faktoren
X11 Xn,1
: = Z Ajy,...inXiy """ Xi,
Xn,1 Xnn Hrertn

angeben zu konnen, miissen wir wie in den Beispielen fiir jede
Reihenfolge iy, . ..,i, der Indices 1,...,n ein Vorzeichen fiir den
Term x; 1 -+ - x;, n S0 festlegen, dass sich das Vorzeichen éndert,
wann immer wir zwei Indices vertauschen.

Um das aufzuschreiben, ist es hilfreich der Menge aller moglichen
Vertauschungen einen Namen zu geben und die Struktur dieser
Menge genauer anzuschauen.

Definition (Die symmetrische Gruppe). Fiir jede natiirliche Zahl n
bezeichnen wir mit

S, = {a: {1,...,.n} = {1,...,n} \abijektiv}

die Menge aller Permutationen (=Vertauschungen) der Zahlen
1,...,n. Diese Menge heifdt symmetrische Gruppe auf n Elementen.

Eine Moglichkeit, Permutationen anzugeben ist, eine Tabelle der
Funktionswerte aufzuschreiben:

1 2 ... n—1 n
c(1) o2) ... cn—-1) o(n)
Zum Beispiel ist
1 2 3 45
21 4 5 3

die Abbildung, die 1 und 2 vertauscht (also 1 — 2 — 1 abbildet) und
die Zahlen 3,4, 5 zyklisch vertauscht (also 3 -+ 4 — 5 — 3 abbildet).

Erinnern Sie sich, was bijektiv bedeutet?
Wenn nicht, so schauen Sie das nach!
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DI1E ZYKELSCHREIBWEISE ist eine kompaktere Schreibweise fiir
Permutationen. Dabei werden wie im Beispiel die Zahlen 1,...,n
so hintereinander gruppiert, dass hinter jeder Zahl, die Zahl steht
auf die diese abgebildet wird und die Gruppen einzuklammern, bei
denen die letzte Zahl, wieder auf die erste abgebildet wird, also

(1,2)(3,4,5) fir1 =2 —1,3 -4 —5— 3.

Die eingeklammerten Gruppen heifien die Zykel der Permutation,
die Abbildung o stelle ich mir dabei so vor, dass die Gruppen jeweils
in einem Kreis aufgeschrieben werden und ¢ alle Kreise um einen
Schritt dreht.

Die Konvention ist, dass wir Zykel der Lange 1, d.h. die Zahlen,
die auf sich selbst abgebildet werden weglassen, d.h. wir schrei-
ben fiir die Abbildung in Ss, die 1,2 vertauscht und alle anderen

1 2 3 45
21 3 45

(1,2) statt (1,2)(3)(4)(5).

Elemente fest lasst

kiirzer

Das ist praktisch, weil wir damit Elemente in S, angeben konnen, oh-
ne ... zu verwenden. Fiir grofSe n gibt es sehr viele Permutationen.

Behauptung 52. Die Menge Sy, hat n! =n - (n—1)---2-1 Elemente.

Bemerkung. Die Anzahl der Elemente von S, wéchst sehr schnell:
n‘2‘3‘4‘5‘6‘ 10 ‘ 20
n! ‘ 2 ‘ 6 ‘ 24 ‘ 120 ‘ 720 ‘ 3.628.800 ‘ 2.432.902.008.176.640.000.
Der Eindruck, dass sich mit recht wenigen Dingen schnell viel

Unordnung herstellen ldsst, triigt also nicht.

Beweis. Das Argument ist einfach: Fiir die moglichen Werte von
o(1) gibt es die n-Moglichekeiten 1,...,n. Ist o(1) gewéhlt, so
bleiben fiir ¢(2) alle Zahlen aufer ¢(1), also die n — 1 Moglichkei-
ten {1,...,n} ~ {c(1)}, danach fiir ¢(3) die n — 2-Mdoglichkeiten
{1,...,n} ~{0(1),0(2)} und so fort, insgesamt gibt es also

n-(n—1)---2-1=n!
verschiedene Elemente in S,,. O

Beweis. Wenn wir das Arqument formal ohne ,,und so fort” aufschreiben
miissen, konnen wir das mit Induktion tun:

Wir beweisen mit Induktion, dass es fiir k-elementige Mengen I, |
genau k! bijektive Abbildungen f: I — | gibt.

Induktions Anfang: Fiirn = 1 gibt es nur eine Abbildung
oc: 1 — ] wenn I, | jeweils nur ein Element enthalten.

Angenommen wir wissen fiir ein k, dass es k! bijektive Ab-
bildungen zwischen K-elementigen Mengen gibt, so konnen
wir die Elemente von Si, 1 zdhlen, indem wir die Abbildungen
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c:{1,...,k+1} — {1,...,k+ 1} nach dem Funktionswert von
o(1) =: i sortieren:

k+1

Sk+1: U {(7: {1,,k+1}—>{1llk+1}|

o bijektiv }
i=1

o(l)=i

Fiir jedes i ist eine bijektive Abbildung o: {1,...,k+1} — {1,..., k+
1} mit o (k1) = i aber eindeutig durch die bijektive Abbildung

0 {2,... . k+1} = {1,...,k+ 1}~ {i}
j o))
bestimmt. Fiir k-elementige Mengen gibt es aber nach Induktion
genau k! bijektive Abbildungen. Da es k + 1 Moglichkeiten fiir
i = o(k+ 1) gibt, hat S;,; also genau (k+1) - k! = (k+1)!
Elemente. Und das gilt dann genauso fiir beliebige k + 1-elementige
Mengen. O

VERTAUSCHUNGEN der Zahlen 1,...,n konnen wir hintereinander
ausfiihren — bei Kartenspielen nennen Sie das Mischen. Mathe-
matisch bedeutet das, dass wir mit bijektiven Abbildungen wieder
rechnen konnen:

e Sind 0, T € Sy so ist auch die Verkettung oo T € S,,.

e Isto: {1,...n} — {1,...n} bijektiv, so existiert eine Umkehr-
abbildung c~': {1,...n} — {1,...n} mitecoo~1(i) = i und

-1

c oo(i)y=ifurallei=1,...,n.

Die Eigenschaften der Verkniipfung, bekommt wie bei Kérpern und
Vektorrdumen einen Namen.

Definition. Eine Gruppe ist eine Menge G zusammen mit einer
Verkniipfung -: G x G — G fiir die die folgenden Eigenschaften
gelten:

1. (neutrales Element) Es gibt ein Element ¢ € G so dass fiir alle
g € G gilt
g§e=8=¢e8g
2. (inverse Elemente) Fiir alle ¢ € G existiert ein ¢~! € G mit

g-g l=e=g"yg

3. (Assoziativgesetz) Fiir alle g, ¢’, ¢ € G gilt
(g-8)-8"=g-(g"-¢")

Beispiel 53. Gruppen beschreiben zumeist Symmetrien von Objek-
ten:

1. Die symmetrische Gruppe S, ist mit der Verkniipfung o und dem
neutralen Element e = id das durch die identische Abbildung
id(x) = x fir alle x € {1,...n} gegeben ist, eine Gruppe.



Das sind die moglichen Vertauschungen von # nummerierten

Objekten. Die Gruppe S3 beschreibt die Operationen im Hiitchen-
spiel. Dass das verwirrend ist, liegt zu einem Teil daran, dass die
Gruppe nicht kommutativ, d.h. oftmals ist 0 o T # T o ¢, zum Bei-

spielgﬂtfiira=(12):<; i i)'T:(Z?)):(i g i)

(70’(:(7(’():(; § i):(m)

Toor=1(0) = (;

N

3
2

—_

) = (132).

2. Die ganzen Zahlen Z sind mit + eine Gruppe. Da +n auf der
Zahlengeraden der Verschiebung um n entspricht konnen wir Z
auch als Teilmenge der Symmetrien der Zahlengeraden auffassen.

3. Wenn Sie die Ecken eines regelméfiigen n-Ecks von 1,...,n
durchnummerieren, kénnen Sie jede Symmetrie des n-Ecks
eindeutig durch die Permutation der Ecken beschreiben, aber
nicht alle Permutationen der Ecken liefern eine Symmetrie des
n—Ecks. Die Teilmenge der Permuationen, die das tun bilden
eine Untergruppe von S;, d.h. eine Teilmenge, die mit der gleichen
Verkniipfung o selbst wieder eine Gruppe ist.

ZURUCK ZzUM VORZEICHEN einer Vertauschung. Fiir die Determinan-
te suchen wir eine Moglichkeit, jeder Permutation ein Vorzeichen £1
so zuzuordnen, dass sich das Vorzeichen dndert, wann immer wir
zwei Werte vertauschen, also eine Abbildung

sign: S, — {£1}.

Die Eigenschaft, dass sich das Vorzeichen bei Vertauschungen andert,
konnen wir erreichen, indem wir die Anzahl der Fehlstinde zihlen

l: S, %ZZO
o (o) :=#{(i,j) € {1,...,n}?|i < jaber o(i) > o(j)}

und beobachten, dass eine Vertauschung die Anzahl Fehlstinde um
eine ungerade Zahl verdndert. Es ist vielleicht hilfreich, wenn Sie
das an ein paar Beispielen selbst einmal ausprobieren, bevor wir
versuchen, das formal zu beweisen.

Beispiel 54. 1. Fiir1 < i < nist fiir die Vertauschung 7;; 1 =
(i,i+1) voni,i+1,dh.

i+1 wennk=1
Tiir1(k) = i wennk=i+1
k  wennk ¢ {i,i+1}

die Anzahl der Fehlstinde ¢(7;; 1) = 1.

LINEARE ALGEBRA
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2. Seien 1 <i < j < n dann ist fiir die Vertauschung Tij = (i,j) von
i,j, d.h.
j wennk =i
T(k)=<¢ i wennk=j
k wennk ¢ {i,j}
die Anzahl der Fehlstinde

Uz) = () =2-(—i=1)+1

denn die Fehlstdnde sind genau durch die j —i — 1 Zahlen k mit
i <k<jfiurdiei < kaber 7(i) =j > k = t(k) und k < j aber

T(k) =k > i = 7(j) gilt und das Paar i, j selbst gegeben. Das ist
immer eine ungerade Zahl.

Satz 55 (sign ist multiplikativ). Die Abbildung

sign: S, — {1}

L(0) ( 1 )Anzahl der Fehlstinde(o)

o (—1)

erfiillt sign(o o T) = sign(o) - sign(7).

Beispiel 56. Seien 1 < i < j < n dann ist fiir die Vertauschung Ti j
von i, j, dann ist die Anzahl der Fehlstinde

UTj) =4((@)) =2-(j—i=1)+1

immer ungerade, also ist

sign(Ti,]-) =sign((i,j)) = —1.

Es gibt recht viele verschiedene Methoden, die Multiplikativitat
von sign zu beweisen. Eine Methode ist, die Aussage in eine Formel
zu iibersetzen und dann zu tiben, nicht vor komplizierten Formeln
zu erschrecken.

Beweis des Satzes. Das Vorzeichen einer ganzen Zahla € Z ~ {0}
konnen wir durch die Formel Vz(a) = ‘Z—‘ angeben.

Um fiir eine Permutation ¢ die Zahl (—1)Anzahl der Fehlstande(c)

zu berechnen, konnen wir fiir alle i < j jeweils entweder —1 wenn
o(i) > o(j), oder +1 wenn (i) < o(j) gilt aufmultiplizieren, also

sign(o) = [ Vz(e(j) —o(i)).

Die Formel (—1)V ist nur dazu da, die
Paritit (gerade/ungerade) von N zu
bestimmen:

(—1)N = 1 wenn N gerade
"~ | -1 wenn N ungerade.

Wann immer Sie einen Ausdruck
der Form ( 1 )Kumpll/m‘tcr Term sehen,

sollten Sie das im Hinterkopf haben.

1<i<j<n
sign(coT) = 1 [T Vzle(z(j)) —o(t(i))) Formel ausgeschrieben
<i<j<n
Vz(o(z(j) = o((i))) , 1 Fiiee SB0T 4.
= AL Vale () = () Vz(t(j) — 7(i)) Fuge Sgnt hinzu.

B Vz(o(7(j)) —o(7(7))) sign
B <1§E§n Vz(z(j) — (i) > e

Da 7 eine bijektive Abbildung ist, kommen in der Liste (7(i), T(j))i<;
alle Zahlenpaare {k, £}, genau einmal vor, nur eventuell in der
falschen Reihenfolge.
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Das erste Produkt in der obigen Formel, ist also wieder ein
Produkt tiber alle Paare k, . Wenn k = 7(i) < 7(j) = ¢ gilt, dann ist

Vz(o(z(j)) —o(t(@))) _ Vz(o(f) —a(k)) _ _
V() -G vae-r el
das Vorzeichen, das auch in der Formel fiir sign(¢) vorkommt und
das gleiche gilt falls k = (i) > 7(j) = ¢, denn dann gilt
Valo(x()) —o(r(®)))y _ Vz(e(t) - o(k))
Vz((7(j)) = (z(i))) -1

Damit ist also

= Vz(o(k) — o (0)).

I Vz(o(t(f)) — (T(T‘(i))) = JI Vzle(t)—o(k)) = sign(o).

1<icjen V2((T0G) = (D) 1kien

Damit haben wir gezeigt, dass

soiren < (11 5500 oo

1<i<j<n

= sign (o) sign(7).

Eine Formel fiir die Determinante

Wir haben nun eine Abbildung
sign: S, — {£1}

gefunden, die die Eigenschaft hat, dass fiir jede Vertauschung 7; ; gilt,
dass sign(c o 7; ;) = —sign(c). Das ist, was wir benotigt haben um
die Vorzeichen im Ausdruck, den wir fiir die Determinante erwarten
festzulegen.

Satz 57 (Leibniz-Formel fiir die Determinante). Fiir jedes n € IN ist
die Abbildung

det: K" x---x K" =K
~—_———

n Faktoren
X1,1 X1,n
det(| = [, | 0 |)= X sign(0)Xoa)1 Yo@)2 Xa(n)n
ogEeS,
Xn,1 Xn,n

eine alterniedende Multilinearform, so dass fiir die Standardbasis
det(ey,...,ey) =1
gilt.

Beweis. Wir haben uns schon tiberlegt, dass Abbildungen der Form

n

2 Aiy,...inXig 1" Xign
i1, ,ip=1
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multilinear sind.
Hier ist also

1 2 ... n
sign(| . . ) ) wenn alle Indices verschieden
ailr wdn = n 1 ... 1y
0 sonst

Dass die Abbildung det alternierend ist, haben wir damit gerade so
eingerichtet, denn wenn wir zwei Indices (i, j) vertauschen ist

iy —Sigr‘<< i i >>

Sl G R

~
~

]
= sign ( ( U A z]] >)'Slgn((1/1))
= T i i
X1,i X1,j
Haben wir also v = : = : fir Indices i # j, so
Xn,i xn,j
heben sich fiirallec = | Z_ SR 7| die Terme fiir
A ) o () B

o und oo (i,j) auf und wir erhalten
det(...,v,...,v,...) =0.

O

Bemerkung. Das Argument des Beweises, ldsst sich in Termen von
Gruppen etwas besser formulieren. Die Teilmenge

Ap:={0€S,|sign(c) =1} C S,
heifit alternierende Gruppe. Fiir jede Transposition (i, j) gilt, dass
Ano(ij)={c" =co(i,j)|c € A} = {0 €Sy]sign(c’) =—1}.
Damit gilt

det(vl, . ,Vn) = 2 sign(a)xg(l),l . xg(z)lz cee XU(H),H
oEeS,

Das Argument ,Je zwei Urbilder
unterscheiden Sich um ein Element des
Kerns” kommt hier in einer Variante
fiir die Abbildung sign: S, — {£1}
und , Ker(sign)“= A,, zuriick.

= ) sign(0)xo1)1 Yo@2 Xomm T Y, SISO ) X )1 X @) 2 Xt (n)n

TEAy U’IGAnO(i,j)
= Y 1 Xm)1 Yo Xo(mn T )3 (= D)X(go(i)(1)),1 " Xoo(i,)(2).2 " " Xoo(i,j)(m)n
TEA, o'=0o(i,j)e Ayo(i,f)

= Z (“'xo’(i),i“'xtf(]'),j'")_("'xa(j),i"'xo’(i),j“' .

cEA,

Falls v; = v; ist, sind in dieser Summe alle Differenzen 0.
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Wie berechnen wir Determinanten?

Die Leibniz-Formel ist ein schones Beispiel dafiir, dass eine allge-
meine Formel gleichzeitig hiibsch aussehen und fiir die Berechnung
(fast) vollig ungeeignet sein kann. Hier ist das so, weil die Summe
n! viele Summanden hat und das fiir groflere n auch fiir schnelle
Computer viel zu viele sind.

Die Formel ist aber auch ein gutes Beispiel dafiir, dass es sich
trotzdem lohnt, eine explizite Losung zu haben, da wir die Eigen-
schaften der Formel verwenden konnen, um die Berechnung auf
Spezialfdlle zurtickzufiihren, in denen die Formel ganz einfach wird.

Behauptung 58. Fiir Determinante von n X n Matrizen A = (a; ;)i j=1,.n
gelten die folgenden Rechenregeln:

1. Es gilt
L O W R O 7
0 axn - ay
det(| . . , ) ) =ai1 -0 anp,
0 ... 0 auy

d.h. fiir obere Dreiecksmatrizen ist die Determinante das Produkt der
Diagonaleintrige.

2. Die transponierten Matrix A! hat die gleiche Determinante wie A:
det(A) = det(A").
Insbesondere gilt die Formel in 1. auch fiir untere Dreiecksmatrizen.

3. Die Determinante lisst sich mit dem Gauf$-Algorithmus berechnen,
denn es gilt:

(a) Die Determinante von A dndert sich nicht, wenn wir ein Vielfaches
einer Zeile zu einer anderen addieren.

(b) Multiplizieren wir eine Zeile von A mit ¢ € K, so multipliziert sich
die Determinante ebenfalls mit c.

(¢) Vertauschen wir zwei Zeilen, so indert sich die Determinante um ein
Vorzeichen.

Beweis. 1. Die Leibnizformel besagt:

det(A) = ) sign(0)as1)1 - Ae(2)2 " * Ao (n) -
TESy,
Fiir obere Dreiecksmatrizen gilt aber a,(;) ; = 0 falls (i) > i ist,
damit sind in dieser Summe nur die Terme ungleich 0, in denen
c(1) <1,0(2) <2,...,0(n) < n gilt. Da ¢ bijektiv ist, bedeutet
das aber dass 0(1) = 1,0(2) = 2,...,0(n) = n gelten muss, also
det(A) =ai,1 a2 Ann-
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2. Die transponierte Matrix A’ ist die Matrix die entsteht, indem wir
in A die Zeilen und Spalten-Indices vertauschen, also ist

det(At) = Z Sign(a)al,a(l) “M0(2) " Ao (n)
oeS,
d.h. in der Formel steht jetzt o im zweiten Index, statt im ersten.
In jedem Ausdruck a; ;1) - 8y 5(2) * * * Ay o(n) = [1i21 8 0(i) kONnen
wir das Produkt aber nach dem zweiten Index umsortieren:

n n
[0t = T,
i=1 =1
denn o(i) = j & i = ¢~ 1(j). Damit ist

det(A") = ) sign(0)ay4(1) - @2,0(2) - B o(n)

oESy,
= ) sign(0)a,1(1)1 10200 Bg1(n)
ogEeS,
AufSerdem ist 1 = sign(c oo~ !) = sign(c) sign(c~!) und darum
sign(c) = sign(c~!). Darum kénnen wir die Gleichung weiter
umformen:

det(At) = Z Sign(g)aafl(l),l “Ar-1(2)2° " Ao-1(n)n

ocES,

Y sign(0 A, 111 Bg-102)2 7 A1 ()
oeS,

) sign(a’)aa/(l),l “Agr(2)2 " g (n) denn Inverse in S, sind eindeutig
o'eSy

= det(A).

3. Die Eigenschaften hatten wir in der Definition von alternierenden
Multilinearformen fiir die Spaltenvektoren gefordert. Spalten-
operationen entsprechen Zeilenoperationen der transponierten
Matrix, also gelten die Eigenschaften wegen 2. genauso fiir Zei-
lenoperationen.

O

Fazit: Die Determinante berechnet sich am schnellsten mit dem
GaufSalgorithmus, wobei wir diesmal sogar aufhéren konnen sobald
wir die Matrix in eine obere Dreiecksmatrix umgeformt haben.

111
Beispiel 59. Die Determinante der Matrix | 1 2 4 | konnen wir
1 3 9
mit Zeilenumformungen wie folgt berechnen:
111 111
det(| 1 2 4 |)=det(| 0 1 3 |) Umformung: 2. und 3. Zeile - 1.
1 3 9 0 2 8
1 11
=det(| 0 1 3 |) Umformung: 3. Zeile - 2x 2.
0 0 2

=1-1-2=2. Formel fiir obere Dreiecksmatrizen



Die Spaltenvektoren sind also in R® linear unabhéngig.

In Z /27 wire [2] = [0], die Spalten also linear abhéngig, das ist
sichtbar, denn in Z /273 sind die letzten beiden Spalten der Matrix
gleich.

Beispiel 60. Das vorige Beispiel gehort zu einer Familie von Matri-
zen, die Ihnen hin und wieder begegnen werden.

—-x +
3
1 «x 1 0
det( ) :det< )
y I y—x
=y—x)
—-x o+ —-x +
1 3
1 x «? 1 x 0
det|1 y y?>| =det]|1
1 z 22 1
1
=det |1
1
1 0 0
=det 0 1-(y—x) y-(y—x)
0 1-(z—x) z-(z—x)
1 0 0
=(y—x)(z—x)det [0 1 y
01 z
— (Y- )z -y)

Um das Beispiel mit vollstandiger Induktion allgemein ausrech-
nen zu konnen, ist es hilfreich uns noch eine weitere Rechenregel fiir
Determinanten zu tiberlegen.

Behauptung 61. Ist A € Mat,, , eine n X n-Matrix und B € Mat, ,, eine
m x m-Matrix, so gilt fiir die Determinante der (n+m) x (n + m)-Matrix

(34)

Beweis. Einen Beweis dieser Behauptung mochte ich Thnen etwas

@ﬂ(?%)):@wﬂdwm.

spéter als Ubungsaufgabe geben, wenn wir einen Trick gelernt haben,
wie wir derartige Aussagen elegant, ohne grofle Rechnung beweisen
konnen.

Eine Moglichkeit, wie wir das jetzt schon einsehen konnten, wére
allerdings auf den Gaufi-Algorithmus zu verweisen: Die Aussage
stimmt sicher, wenn A und B beide obere Dreiecksmatrizen sind,
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Sie fragen sich hier wahrscheinlich,
warum ich Spalten und nicht Zeilenum-
formungen anwende.

Eine Antwort ist, dass ich bei Zeile-
numformungen, fiir den zweiten Schritt
in allen Eintrdgen Variablen und keine
len mehr finde. Schlimmer noch, wenn
ich Zeilenumformungen anwende,
erhalte ich nach dem ersten Schritt eine
Matrix, die ich nicht gut vereinfachen
kann. Versuchen Sie das ruhig selbst
einmal.

Darum versuche ich dann einmal
mein Gliick mit Spaltenumformungen.
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A
0 B
und die Determinante dann also das Produkt der Diagonaleintrédge.

denn dann ist auch det( ) eine obere Dreiecksmatrix

Mit dem Gaufs-Verfahren kénnen wir A und B durch Zeilenum-
formungen in obere Dreiecksmatrizen umformen. Die gleichen
0
0 B
das reduziert die Behauptung auf den Fall von oberen Dreiecksma-

Umformungen funktionieren dann auch fiir det( ) und

trizen. ]

Beispiel 62 (Vandermonde-Determinante). 16 Gind xq,...,%, € K, so
gilt

2 n—1
1 x xp ... x7 X
1 x x2 X
5 e X
det | . : = IT G(—x)
: : 1<i<j<n
2 n—1
1 xp x5 X,

Fiir n = 2 und n = 3 haben wir die Aussage in den Beispielen bereits
gezeigt. Die Rechnung fiir n = 3 konnen wir induktiv verwenden.
Subtrahieren wir jeweils das x;-fache der vorletzten Spalte zur
letzten, dann das x1-fach der n — 2-ten Spalte von der n — 1-ten uund

16 Dies ist ein Beispiel einer wohl
unbegriindeten Namensgebung, Van-
dermonde (1735-1796) war Chemiker,
Mathematiker und Musiker die Formel
fur die Determinante findet sich in
seinen gesammelten Werken nicht.



so fort, erhalten wir:

-X +
3
1 x x% xT*Z x?il
1 x x5 ... x7% !
det
1 x, x3 ... xi=2 xn-l
—X1 + LL.Th +
3y — 1
1 x X2 0
1 xp 2% ..o a2 - x(x?)
= det
1 ox x n o ()
1 0 0 0
1 xm—x1 x5—x1x xg‘_l — xl(xg_Z)
= det
1 xy—x1 X2 —x1xp X1 xg (a2
1 0 0 0
0 (xp—x1)-1 (x2—2x1)x2 (x0 — x7)x) 2
= det
0 (xn—x1)-1 (xn—2x1)xn (xn — X1)XZ_2
1 0 O 0
01 x xg_z
=(xp—2x1) - (xy, —x1) - det
0 1 x, X2
1 x ngz
n
= ( (xj—xl)) det
j=2
1 x4 X2

n

= ([Tx=x)) IT (x—x)= TI (x—x0)

=2 2<i<j<n 1<i<j<n

Das ist die behauptete Formel.
Insbesondere ist die Vandermonde-Matrix genau dann invertier-
bar, wenn die Zahlen x4, ..., x, paarweise verschieden sind.

Der Multiplikationssatz und die Determinante eines Endomor-
phismus

Wir hatten die Determinante durch die Suche nach einem Volumen-
begriff gefunden, d.h. die Determinante einer reellen Matrix konnen

LINEARE ALGEBRA
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wir als Volumen des Spats (=mehrdimensionales Parallelogramm)
auffassen, dass durch die Spaltenvektoren definiert wird. Fassen wir
die Matrix als die lineare Abbildung auf, die die Standardbasis von
R" auf die Spaltenvektoren abbildet, so bildet diese den Einheits-
wiirfel auf den Spat der Spaltenvektoren ab. Damit sollten wir die
Determinante also genauso als Volumenédnderung, die die lineare
Abbildung verursacht verstehen konnen. Diese Verdnderung sollte
unter Komposition von Abbildungen multiplikativ sein. Lassen Sie
uns diese Aussage genau formulieren und beweisen.

Satz 63 (Determinanten—Multiplikationssatz). Sind A, B € Maty, ,(K)
zwei n X n-Matrizen mit Koeffizienten in einem Korper K, so gilt:

det(A - B) = det(A) - det(B).

Beweis. Es gibt sehr viele verschiedene Wege, diese Aussage zu be-
weisen. Mein Favorit ist das folgende Argument, das ohne Rechnung
auskommt. Die Abbildung

da: K”><~~-><KZ—>K

~—
n Faktoren
X1,1 X1,n X1,1 X1,n
da(] : ) :=det(A : ,o A : )
Xn,1 Xn,n Xn,1 Xn,n

ist genau wie det eine multilineare, alternierende Abbildung. Eine
solche multilineare alternierende Abbildung, ist aber eindeutig
durch den Wert auf einer beliebigen Basis, zum Beispiel der Stan-
dardbasis ey, ..., e, bestimmt (Behauptung 50). Nach Definition
istdy(eq, ..., e,) = det(A) und darum stimmen die Abbildungen
da(__) und det(A) - det(__) tiberein:

da( ) =det(A)-det( ).

Setzen wir auf beiden Seiten die Spaltenvektoren von B ein, so
erhalten wir

det(A - B) = d(B) = det(A) - det(B).
O

Aufgabe. Verwenden Sie den gleichen Trick, um einen neuen Beweis
der Aussage

det(( ‘3 g >) — det(A) - det(B)

aus Behauptung 61 zu geben.

Insbesondere kennen wir durch die Multiplikativitdt der Determi-
nante, die Determinante der inversen Matrix
Folgerung 64. Ist A € Mat,, ,(K) invertierbar, so ilt

1
~ det(A)’

det(A™1)

In der Vorlesung hatten Sie darum
gebeten, das Argument aufzuschreiben:
d 4 ist multilinear, da

da(v1,...,c-0j...
= det(Avy,..., A(cv;),...)
= det(Avy,...,cAv;, ...
= cdet(Avy,..., Av;, ...

= CdA('Ul,...,Z],',...

und

)

)

da(vy,...,0+7,...)
=det(Avy,..., A(v; +7)),...)
= det(Avy,..., Av; + Av),...)

= det(Avy, ..., Av;,.
:dA(Ul,...,'()l‘,...)-‘rdA(ZJl,...

)
)

Def dy

A linear

det multi lin.
Def d 4

..) +det(Avy, ..., Ad,...

).

Die Abbildug ist alternierend, da

da(...,0,...,0,...
= det(..., Ay, ...

=0

)

,Auv, ...

)

Def dA

det alternierend

)
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1 0 0
Beweis. Fiir die Einheitsmatrix E,; = gilt

S

0 --- 0 1

1 =det(E,) = det(A-A™!) = det(A) - det(A™}).

b
Beispiel 65. Lassen Sie uns eine Probe machen: Ist A = ( i ),
so ist

det(A) —det(< (Z Z >) = ad — be.

Sie hatten in der Ubung berechnet, dass falls ad — bc # 0 gilt, dass
d —b
Al = 1 ( d —b ) — ( ad—bc  ad—bc ) .
—C a
ad — bc —Cc a ad—bc  ad—bc
Damit gilt in der Tat

_d_ _=b_ — (= _
det(Ail) = det ﬂd:CbC ad;bc = da ( b)( 5 C) = F 1 b .
ad—bc  ad—bc (ad o bc) aa —oc

Folgerung 66. Die Determinante einer Matrix bleibt bei Basiswechsel
unverindert, d.h. ist A € Maty ,(K) eine n x n-Matrix, v,vy,...,Vy €
K" eine Basis und B := (v ...vy) die Matrix von Komby : K" — K", so
gilt

det(B"1AB) = det(A)

und yMaty(A) = B~1AB.

Es ist bemerkenswert, dass es tiberhaupt Abbildungen Mat,, ,,(K) —
K gibt, die sich bei Basiswechsel nicht verdndern.

Das erlaubt insbesondere, fiir endlich dimensionale K-Vektorraume
V die Determinante einer linearen Abbildung F: V — V definieren.
Ich mochte das zunichst konkret mit Hilfe der Wahl einer Basis
erkldaren und danach zurtickblicken, um eine alternative Definition,
die ohne Wahlen auskommt zu geben.

Zunichst konnen wir fiir F: V — V eine Basis vy ...,v, von V
wihlen und

det(F) := det(yMaty(F))

definieren. Das Resultat hangt nicht von der Wahl der Basis vy, ..., v,
ab, denn fiir eine andere Basis wy, ..., w;, konnen wir die Matrix
B = yMaty, (idy) verwenden, um

wMaty (F) = wMaty (idy )yMaty (F)yMaty (idy) = B~ 'yMaty(F)B
zu berechnen. Damit gilt
det(wMaty (F)) = det(B~'yMaty(F)B) = det(yMaty(F)).

Es gilt damit wie zuvor, dass det(F) # 0 genau dann wenn F
invertierbar ist.

111
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ETwAs ABSTRAKTER konnten wir die Determinante eines Endo-
morphismus F: V — V auch definieren, ohne dazu eine Basis zu
wéhlen. Dazu konnen wir uns den Beweis der Multiplikativitidt der
Determinante noch einmal anschauen und alle auftretenden Objekte
fiir F und V formulieren.

Zundchst haben wir dort den Vektorraum

Dy :={d: V x---x V — K|d multilinear und alternierend }
~—_——

n Faktoren

der multilinearen alternierenden Abbildungen betrachtet. Da solche
Abbildungen eindeutig durch den Wert auf einer Basis bestimmt sind
(Behauptung 50) ist dieser Vektorraum hochstens eindimensional
und weil wir fiir K" ein Element det # 0 gefunden haben, ist der
Vektorraum tatsdchlich fiir alle endlichdimensionalen Vektorraume
1—dimensional.

Genau wie A eine d 4 definiert hat, definiert F eine Abbildung

F*: Dy — Dy
d— F*(d)(v1,...,0n) :==d(F(v1),...,F(vy)).

Die Abbildung F* ist aber eine lineare Abbildung eines 1-dimensionalen
Vektorraums und darum durch die Multiplikation mit einer Zahl ge-
geben: F*(d) = cr - d. Die Determinante von F ist dann det(F) := cf.

Das hilft zwar nicht, um die Determinante auszurechnen, aber so
miissen wir nicht mehr nachrechnen, dass die Definition unabhingig
von der Wahl einer Basis war und das Argument wird viel kiirzer. Es
ist gut, sich an die abstrakteren Argumente zu gewthnen, weil kom-
paktere Argumente kompliziertere Resultate erst moglich machen.
Vergessen Sie dabei aber nicht, dass die Arbeit eine Determinante zu
konstruieren noch immer wesentlich in das Argument eingeht, um
zu zeigen, dass Dy nicht der 0-Vektorraum ist.

Laplace-Entwicklung und die Cramersche Regel

Die Berechnungsformel fiir die Determinante ist zum Beweisen
oftmals praktischer als das Gauf3-Verfahren. Dafiir ist es aber wichtig,
die Formel iibersichtlich zu machen, indem wir die Abzdhlung
aller Permutationen verwenden, um eine induktive Berechnung der

Determinante zu erhalten. In der Vorlesung hatten wir das
Fiir die Determinante einer n x n-Matrix A = (a;;);j=1,.n € Verfahren zunéchst fiir das Beispiel
Mat, , (K) konnen wir das wie folgt verwenden: Da det in jeder 2100
1 2 1 0
det o 1 2 1
0 0 1 2

durchgefiihrt. Diese Rechnung fehlt
hier noch.



Spalte linear ist, gilt

0 ap -+ a1y
" o :
det(A) = E ajpdet([1 ajp -+ ajy
i=1 . .
0 anpy -+ aun
0 ayp a1,
" o :
=Y apdet(|[1 0 -+ 0
i=1 .. .
0 aup Ann

LINEARE ALGEBRA

i-te Zeile)

i-te Zeile)

In diesem Ergebnis konnen wir die i-te Zeile an die erste Zeile

verschieben, um eine Blockmatrix zu erhalten. Fiuir das Verschieben

miissen wir nacheinander die i-te mit der (i-1)-sten Zeile, dann mit

der (i-2)ten bis zur 1. Zeile vertauschen, also i — 1 Vertauschungen

vornehmen, also dndert sich das Vorzeichen dabei i — 1 mal und wir

erhalten

0 01,2

det(A) = Z(—l)i_lb‘li,l det(| O ai_1p
' 2it+1,2

[
N
o

0 (1,1,2

ai

4 i-1 i1
= Y (1) de(
i—1 Ai4+1,2
an,2

Mn

ai—1n )

Ait1,n

Ann

a1,

ai—1,n )
Ait1n

Ann

Wir konnen die Determinante der n x n Matrix also induktiv als

alternierende Summe tiber Eintrag der Spalte mal die Determinanten
der n — 1 x —n — 1 Matrizen die entstehen wenn wir 1. Spalte und

i-te Zeile streichen berechnen.

Vorzeichen

Diese Formel heifit darum auch die Entwicklung der Determi-

nante nach der ersten Spalte. Natiirlich kénnen wir das Argument

genauso fiir die j—te statt der ersten Spalte durchfiihren. Das kénnen

wir auf die erste Spalte zurtickfithren indem wir die j—te Spalte

nach vorne verschieben, dazu benotigen wir j — 1 Vertauschungen

und erhalten damit die Leibnizformel fiir die Entwicklung der

113
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Determinante nach der j—ten Spalte:

T S W | a1,j+1
n
i— i— ai-11 0 Ai-1j-1 Ai-141
det(A) = Y (-1)"1(=1)/ g det(| " =l Al
i1 iv1,1 crr AGi4lj-1 0 A+l
S | nj+1
5% R 4 R | aj+1 0 A
n
. . a;_ “e e Ai_1i_ a;_1;: .. a;_
_ Z(—l)lﬂai,j det( i—1,1 i—1,j—1 i—1,j+1 i—1,n
=1 ai+11 0 Aig1,j-1 AL+l 0 Gitln
n1 - Apj-1 Apj+1 -0 Ann

Bemerkung. 1. Das Vorzeichen (—1)"*! fiir den (i, j)ten Eintrag
der Matrix lasst sich als Schachbrettmuster merken:

+ - +

L - + -
((_1)l+])i,j =1+ - 4+

2. Da die Determinante einer Matrix gleich der Determinante der
transponierten Matrix ist (det(A) = det(A?")) gilt die entsprechen-
de Formel auch fiir die Entwicklung nach der i-ten Zeile.

Lassen Sie uns das Ergebnis noch formal als Satz festhalten.

Satz 67 (Entwicklungssatz fiir die Determinante). Sei A eine n x n-
Matrix mit Koeffizienten in einem Korper K. Fiir 1 <1i,j < j bezeichne

ar o a1,-1 arj+1 0 Ain
A e aji-11 - @i-1j-1 Ai-1j+1 0 Ai-ln
,] *—
! Ai+11 00 Ai41j-1 AL+l 0 Qi
ap1 -0 Gpj-1 Apj+l 0 Aun

die (n — 1) x (n — 1) Matrix, die entsteht indem in A die i—te Zeile und
j—te Spalte gestrichen wird. Dann gilt fiir alle iy, jo € {1,...n}, dass

det(A) = Y (=1)ith ~a; i, -det(A; ;) (Entwicklung nach der jo-ten Spalte)

M-

I
—

(=1)foti. ajy,j - det(A; ;) (Entwicklung nach der ip-ten Zeile).

\
Il
—_

|
™=

A1,n

ai—1n

Ait1,n

Ann




Beweis. Fiir die Entwicklung nach der jo-ten Spalte, hatten wir

das Ergebnis gerade berechnet. Die Formel fiir die Entwicklung
nach der ip-ten Zeile folgt daraus, indem wir das Resultat auf die
transponierte Matrix A' anwenden und uns erinnern, dass det(A) =
det(A") gilt. O

Diese Formel ist fiir die Berechnung von Determinanten nur
niitzlich, wenn die Matrix sehr viele 0-en enthdlt. Allerdings ist die
Formel zum Beweisen sehr hiufig niitzlich, zum Beispiel um fiir
spezielle Typen von Matrizen mittels vollstdndiger Induktion eine
allgemeine Formel herzuleiten. Ein weiteres Beispiel dafiir, dass die
Formel zum Beweisen niitzlich ist, ist die Cramersche Regel, die eine
explizite Formel fiir die Inverse einer Matrix angibt. Um diese For-
mel zu finden, ist es hilfreich, die Formel fiir die Multiplikation von

Matrizen mit der Formel aus dem Entwicklungssatz zu vergleichen.

Seien also A = (a;;), B = (b;;) € Maty,(K) zwei n x n Matrizen.
Dann gilt fiir die Eintrédge c; ; der Produktmatrix C:= A - B

n
Ci,j = 2 ai,kbk,j-
k=1

Setzen wir also b;; := (—1)"*/ det(A;;), d.h. der (i, j)-te Eintrag ist
bis auf ein Vorzeichen die Determinante der Untermatrix on A, die
entsteht indem wir die i-te Spalte und die j-te Zeile streichen, so
sind die Diagonaleintrdge von A - B nach dem Entwicklungssatz alle
gleich det(A).

Satz 68 (Cramersche Regel). Sei A eine n X n-Matrix mit Koeffizienten
in einem Korper K. Fiir 1 < i,j < j bezeichne wieder A;; die (n — 1) x
(n — 1) Matrix, die entsteht indem in A die i—te Zeile und j—te Spalte

gestrichen wird. Dann gilt fiir die Komplementirmatrix A* := (aﬁj) mit
Eintrigen

af‘fj = (—1)i+j det(Aj,i)
dass

A-A* = A*A = det(A) - E,

insbesondere gilt falls det(A) # 0, dass A~! = detl( ) A*,

Beweis. Der (i, j)-te Eintrag der Produktmatrix (c;;);j—1,.n = A*A
ist
n
cij = ) (=1)"* det(A;)a.
k=1
Fiir i = j ist dieser Ausdruck fiir ¢;; nach dem Entwicklungssatz
genau det(A), fiir i # j ist der Ausdruck nach dem Entwicklungssatz
die Determinante der Matrix, die aus A entsteht, indem wir die i-te
Spalte von A durch die j—te ersetzen. Die Determinante einer Matrix
mit zwei gleichen Spalten ist aber = 0, also gilt A" - A = det(A)E,.
Das Argument fiir A - A* ist analog, indem wir Zeilen statt Spalten
verwenden. O
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In der Vorlesung hatten wir einige
Beispiele berechnet, die im Skript noch
fehlen.

Beachten Sie die Vertauschung von
Zeile und Spalte! Das kennen Sie aus
der Merkregel fiir die Inverse einer

2 x 2-Matrix.

In der Vorlesung hatten wir das
Ergebnis fiir den Fall einer 2 x 2-Matrix
noch mit der Formel, die wir schon
kennen verglichen.
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Remark 69. Dieses Ergebnis ist zum Beispiel praktisch, weil es zeigt,

dass die Abbildung
( )7': GL4(R) = {A € Maty,(R)| det(A) # 0} — GL,(R)
A AT
eine stetige Abbildung ist. Die Abbildung ist sogar differenzierbar

und die Cramersche Regel erlaubt es,

. . ) ] die Ableitung zu berechnen, aber das
weil wir dabei Fallunterscheidungen wie a;; = 0/a;,; # 0 verwen- ist ein Thema fiir die Analysis 2.

Mit dem Gauf3-Verfahren wére es nicht so leicht, das zu zeigen,

den.
Die Formel ist auch niitzlich, wenn Sie wissen mochten, welche
Nenner in der Inversen einer Matrix auftreten.



Diagonalisierbarkeit und Eigenvektoren

Mit der Determinante konnen wir nun das bisher Gelernte zusam-
menfiigen, um eine erste Antwort auf die Frage, wie wir geschickte
Basen fiir eine gegebene lineare Abbildung finden konnen zu erhal-
ten. Fiir die Matrizen die, die wichtigen Knoten in einem Netzwerk
bestimmen wird das eine unerwartete neue Methode liefern, fiir
diese sehr grofien Matrizen Losungen zu finden.

Wir hatten in Beispielen schon gesehen, dass wir fiir manche
n X n Matrizen A Basen vy,...,v, € K" finden konnen, so dass die
Matrix beztiglich dieser Basis nur noch auf der Diagonalen von 0
verschiedene Eintrage hat:

t7 O 0

Maty(4)= | 02
0
0 0 ty

Damit war es einerseits leicht, eine geometrische Vorstellung der
Abbildung zu erhalten (die Koordinaten werden jeweils um den
Faktor d; gestreckt) und andererseits konnten wir so auch eine
Formel fiir A" bestimmen, da die Potenzen von Diagonalmatrizen
einfach zu berechnen sind.

Lassen Sie uns den auftretenden Objekten Namen geben.

Definition (Diagonalisierbarkeit). 1. Eine n x n-Matrix A €
Mat,, ,, (K) heif3t diagonalisierbar wenn es eine Basis vy, ..., v, € K"

H 0 ... 0
. 0 t . .
gibt, so dass yMaty (A) = eine Diagonalma-
: . .0
0 --- 0 ¢t

trix ist.

2. Allgemeiner heifst eine lineare Abbildung F: V — V eines n-
dimensionalen K-Vektorraums diagonalisierbar wenn es eine Basis

H 0 ... 0
. 0 b
Vi,..., vy € V gibt, so dass yMaty (F) =
0
0 0 ty

eine Diagonalmatrix ist.

Zum Beispiel hatten wir fiir A =

3 -1 . .
( 13 ) und die Basis vi =

( i >,Vz:( jl >€]R2gesehen,

Wenn es Thnen leichter fillt, kénnen
Sie ,lineare Abbildung F” in diesem
Kapitel zunéchst auch immer als

M X n-Matrix A” lesen.
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D1E BEDINGUNG, dass die i-te Spalte der Matrix yMaty (F) der
0

Spaltenvektor | t; | ist, bedeutet nach Definition der Abbildungs-
0

matrix, dass
F(V,’) =1t -V

Definition (Eigenvektoren und Eigenwerte). Ist F: V. — V eine
lineare Abbildung, so heifit ein Vektor v € V ~\ {0} Eigenvektor von F,
falls F(v) = c - v fiir ein ¢ € K. Die Zahl ¢ heifit dann Eigenwert des
Eigenvektors v.

Existiert zu ¢ € K ein Eigenvektor von F, so heifdt ¢ Eigenwert der

Abbildung F.
.. - 3 -1 .
Beispiel 70. In unserem Beispiel A = gilt In der Vorlesung hatten Sie sich noch
-1 3 ein Beispiel fiir eine linearen Abbildung
gewtinscht: Fiir Abbildung
3 -1 1
AV] = 1 3 1 F: K[t]gz — K[t]gz
p(t) = E(p(t)) ==t -p'(t)
_(2)\_, (1 Gilt F(f2) = t- (2t) = 2 2, also ist 2
- 2 - 1 / ein Eigenvektor von F zum Eigenwert

2.
1 IN DER ANALYsIS ist die Ableitung
also ist v; = ein Eigenvektor zum Eigenwert 2 und f > f' auch eine lineare Abbildung
1 und die Exponantialfunktion e* erfiillt
(e¥)" = e*, die Funktion e* ist also ein

( - | ) ( 1 ) Eigenvektor fiir die Ableitung mit dem
Avy = Eigenwert 1.
-1 3 -1 Aus dieser Eigenschaft lassen sich
im tibrigen alle anderen Eigenschaften
— ( 4 ) —4. ( 1 ) der Exponentialfunktion relativ leicht
—4 -1 herleiten.

1
und damit ist ist vo = ( 1 ) ein Eigenvektor zum Eigenwert 4.

EINE WICHTIGE BEOBACHTUNG ist nun, dass wir mit Hilfe der
Determinante berechnen koénnen, welche Zahlen als Eigenwerte einer
Matrix vorkommen. Dazu schreiben wir die Gleichung Av = c¢¥v um

Av=c-v& Av—c-v=0.

Um nun Matrizen-Rechnung zu verwenden schreiben wir v = E,v

1 0 ... 0
. 0 1 .o . ey . .
wobei E,; = wieder die Einheitsmatrix, also die
. 0
0o --- 0 1
Matrix der identischen Abbildung id: K" — K",id(v) = v ist. Dann

gilt
Av—c-v=Av—c-E,v
= (A—c-Ey)v.
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Also ist v genau dann ein Eigenvektor zum Eigenwert ¢ von A wenn
v im Kern von A — cE; liegt. Aber fiir eine n x n-Matrix B gilt

Ker(B) # {0} < Spalten von B linear abhingig
< det(B) = 0.

Wenn wir ¢ jetzt als Variable auffassen und darum ¢ nennen, so wird
fir A = (a;j)ij1,..n aus det((A —t- E,)) ein Polynom in K[t]:

a1 a1 e a1 t 0 ... 0
a1 : 0 + .o
det(A —t- E;) = det( ’ ’ — )
. ’ An_1n : .. 0
Anl - Aun-1  Ann o --- 0 ¢
In unserem Beispiel erhalten wir:
a1 —t a e a
1,1 12 1n N P o
. . det( - )
Ay ap—t I -3 0t
= det( ‘, /‘ ) ) q 3_¢ 1
. ’ Ap—1,n - et< -1 3—t >
an1 o App—1 Apn —t =(B-t)3B—t) - (=1)(-1)
—p2_ — (t—2)(f—
Die Gleichung Av = cv hat also genau dann eine Losung v € =Eoot+8=(t-2)(t-4)
V \ {0} wenn ¢ eine Nullstelle dieses Polynoms ist. Das Polynom hat also die Nullstellen 2

und 4.
Definition. Fiir eine nn x n-Matrix A heifit das Polynom

det(A —tE,) € K[t]
charakteristisches Polynom von A.

Satz 71. Die Eigenwerte einer linearen Abbildung F: V. — V sind die
Nullstellen des charakteristischen Polynoms det(F — tidy ) von F.

Beweis. Das haben wir gerade gesehen: Ist ¢ eine Nullstelle des
charakteristischen Polynoms det(A — tE,), so ist det(A — cE,) = 0.
Das bedeutet, dass Ker(A — cE;) # {0} und jeder Vektor v €
Ker(A — cE,) # {0} erfillt Av = cv, d.h. ¢ ist dann Eigenwert von
A.

Ist umgekehrt c ein Eigenwert von A, so existiert v.e V ~\ {0}
mit Av = cv. Also istdann v € ker(A — cEy) ~ {0}. Das be-
deutet aber, dass det(A — cE,;) = 0, d.h. ¢ ist dann Nullstelle des

charakteristischen Polynomes. O
3 -1 .

IN UNSEREM BEISPIEL A = 1 3 hatten wir det(A —

tEy) = (t —2)(t — 4) berechnet. A hat also die Eigenwerte ¢; =

2, Cy) = 4.

Eigenvektoren konnen wir jetzt als Elemente der Kerne von
A —c1Ey und A — ¢ E; bestimmen:

Ker(A—ZEz):Ker(< _11 _11 )):Ker(< (1) _01 >):Span(< 1 >)

Ker(A — 4E,) :Ker(< j j )) :Ker(( —01 —01 )) =Span(< _11 >).
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Die Vektoren v; = ( 1 >,V2 = ( 11 ) sind linear unabhéngig

und darum eine Basis von R?. Weil v ein Eigenvektor zum Eigen-
wert 2 und v, ein Eigenvektor zum Eigenwert 4 ist, ergibt sich jetzt
auch ohne Rechnung, dass

Maty(A) = < 3 2 ) .

Beispiel 72. In der Vorlesung haben Sie das nun selbst fiir die Matrix

0 10
A= 0 0 1
-2 1 2
berechnet:
—t 1 0
det(A—tE3)=det| 0 -t 1
-2 1 2-t

—t 1 1 0
= —t.det —2) det
e<1 2—t>+( )e(—t1>

= —t(—t2—-t)—1) =2
=t —2t—1)—2=—3422 4t -2

Dieses Polynom hat die Nullstelle 1, die konnen wir ausklammern
B2t —2=(t-1)(—2 —t+2) =—(t-1)(t+1)(t-2).

Die Eigenwerte sind also t; = 1,t, = 2,t3 = —1. Fuir die Eigenvekto-
ren finden wir mit dem Gauf3-Verfahren

-1 1 0
ker(A—1E3) =ker(| 0 -1 1 |)
-2 1 1
-1 1 0 1
=ker(|] 0 -1 1 |)=Span(| 1 |)
0 0 0 1
-2 1 0
ker(A—2E3) =ker(| 0 -2 1 |])
-2 1 0
-2 1 0 1
=ker(|] 0 -2 1 |)=Span(| 2 |)
0 0 0 4
1 1 0
ker(A—(—-1)Ez) =ker(| 0 1 1 |)
-2 1 3
1 10 1
=ker(| 0 1 1 |)=Span(| -1 |)
0 00

In der Vorlesung haben wir die
Polynomdivison hierfiir ausgefiihrt:

—B4282 4t—2=(t-1) (- +t+2).

t3 7t2
2 4t
— 2 +t
2t—2
—2t42
0

Das Prinzip ist wie bei der schriftlichen
Division ganzer Zahlen das Polynom,
durch das Sie teilen mochten

(hier(t — 1)) jeweils mit der Potenz
von ct’ zu multiplizieren, dass der
fiihrende Term mit dem des grofien
Polynoms tibereinstimmt. Das
Vielfache subtrahieren wir und fahren
dann mit dem Rest fort.

Wenn hier ein konstanter Rest r iibrig
bliebe, so hitten wir das Polynom als
q(t) - (t — 1) +r geschrieben, aber dieses
Polynom wiirde fiir t = 1 den Wert r
annehmen, d.h. 1 wire keine Nullstelle.
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1 1
Undalsofirvi=1| 1 |, vo=]| 2 |,vz= -1
4 1
1 0 0
vMaty(A)=] 0 2 0 .
0 0 -1

Hier habe ich versdumt nachzurechnen, dass vy, vy, vz linear unab-
héngig sind. Wir tiberlegen uns gleich, wieso das hier automatisch
der Fall ist.

Einschub: Polynomdivision und Ausklammern von Nullstellen

In der Randbemerkung zur Polynomdivision habe ich recht knapp
erklart, wieso wir Nullstellen von Polynomen immer als Linearfak-
toren ausklammern koénnen. Da das eine sehr nititzliche Bemerkung
ist, habe ich das in der Vorlesung noch einmal etwas ausfiihrlicher
erklart.

Das Grundprinzip der Polynomdivision ist das gleiche Prinzip
wie bei der schriftliche Division ganzer Zahlen: Sind a(x),b(x) €
K[x] Polynome, dann kénnen wir versuchen b(x) als Vielfaches

von a(x) zu schreiben. Ist a(x) = a,x" +a,_1x" 1+ --- + a9 und Bersprer: Fiir b(x) = 3x* +2x + 1 und
b(x) = byux™ 4 by_1x™ 1 4 -+ 4 byx + by mit a,, # 0 und by, # 0 a(x) = 2? =2, ist
und n = Grad(a(x)) < Grad(b(x)) = m, so fillt in der Differenz (Bx* +20+1) =327 (x? ~2)
b B =3x* +2x +1— (3x* — 62?)
b(x) — —=x" 7" - a(x) =: b(x) =6 +2x+1

an
Das Ergebnis hat Grad = 2 >

der fithrende Term weg und wir erhalten ein Polynom vom Grad -
Grad(a(x) also weiter:

< m,d.h. b(x) = %’xm*” -a(x) + b(x). Das gleiche kénnen wir

~ 2 —6-(x%—
mit b(x) so lange fortfiihren, bis der Grad des tibriggebliebenen (6x"+2x+1) —6- (" ~2)
=627 +2x+1—6x> +12

Polynoms kleiner als der Grad von a(x) ist. Das fiihrt zur folgende
=2x+13.

Aussage:
Also ist
Satz 73 (Teilen mit Rest fiir Polynome). Sind a(x),b(x) € K|x]

, . o o . , b(x) = (3x” + 6)a(x) +2x +13.
Polynome mit Koeffizienten in einem Korper K, so existieren eindeutige (x) = (3" + 6)alx) +2x

: Das konnen wir als Poly-
Polynome q(x),r(x) € K[x] mit Grad(r(x)) < Grad(a(x)) so dass omdivision auch so schreiben:
3xt +2x +1=(x?-2) (3x2+6) +2x+13
b(x) = q(x) - a(x) +r(x). TP G A
Beweis. Die Existenz haben wir uns gerade iiberlegt, bitte versu- 6X§ +2x +1
chen Sie einmal selbst, das Argument formal als Induktionsbe- Lzﬁ
X+

weis aufzuschreiben. Die Eindeutigkeit konnen wir dhnlich wie
bei den ganzen Zahlen zeigen: Seien b(x) = g(x) - a(x) + r(x)
und b(x) = §(x) - a(x) + 7(x) zwei Losungen des Problems mit
Grad(r(x)) < Grad(a(x)) und Grad(7(x)) < Grad(a(x)). Dann gilt

(9(x) — (x))a(x) = 7(x) ~r(x)

Grad<\@a)

Da auf der linken Seite ein Vielfaches des Polynoms a(x) steht, kann
der Grad von (g(x) — 4(x))a(x) nur dann < Grad(a(x)) sein, wenn
(q(x) —g(x)) = 0ist, also g(x) = §(x), aber dann muss auch die
rechte Seite 0 sein 0 = 7(x) — r(x). Das zeigt die Eindeutigkeit. [
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Bemerkung. Mit diesem Resultat konnten wir jetzt genau wie fiir
ganze Zahlen auch einen euklidischen Algorithmus fiir Polynome
durchfiihren und damit den grofiten gemeinsamen Teiler der Poly-
nome 4(x), b(x) bestimmen und diesen als Linearkombination von
a(x) und b(x) schreiben.

Auch das Rechnen in Z/nZ kénnten Sie damit auf K[x]/p(x)K][x],
die Menge in der wir Polynome bis auf Vielfache eines Polynoms
p(x) betrachten tibertragen.

Wenn Sie das zum Beispiel fiir R[x]/ (x* + 1)R[x] betrachten,
erfiillt die Aquivalenzklasse [x] von x dort die Gleichung [x]? +
[1] = [x2 +1] = [0] und also [x]?> = [~1]. Das liefert eine neue
Konstruktion der komplexen Zahlen in der wir das Assoziativgesetz
ohne Rechnung aus der entsprechenden Rechenregel fiir Polynome
erhalten.

Folgerung 74 (Nullstellen kénnen wir ausklammern). Ist b(x) € K[x]
ein Polynom und c € K eine Nullstelle von b(x), so kdnnen wir b(x) als

b(x) = (x — ) -q(x)
fiir ein q(x) € K[x] schreiben.

Beweis. Wenden wir Teilen mit Rest fiir a(x) = (x — ¢) auf b(x) an,
so erhalten wir

b(x) = (x —¢) - q(x) +r(x)

mit Grad(r(x)) < 1, d.h. r(x) = ry ist konstant. Wir setzen wir x = ¢
in diese Gleichung ein und finden:

0=b(c) = (c—c)-q(c) +r0=0+ry = ro.
Also ist g = 0 und also b(x) = (x — ¢)a(x). O

Folgerung 75. Ein nicht konstantes Polynom b(x) € K[x| vom Grad n
hat in einem Korper K hochstens n Nullstellen.

Beweis. Istc; € K eine Nullstelle von b(x), so kénnen wir nach
dem vorangehenden Resultat b(x) = (x — ¢1)g(x) schreiben, wobei
Grad(g(x)) = n — 1 gilt. Ist c; # c¢; eine weitere Nullstelle, so gilt
0 =0b(c2) = (ca —c1) g(cz) also ist c; dann eine Nullstelle von g(x).

—_———

£0

Hat b also n verschiedene Nullstellen, so kénnen wir b(x) induktiv
als

b(x) = (x—c1) -+~ (x —cu) - qo

schreiben.
Da in jedem Korper ein Produkt genau dann 0 ist, wenn einer der
Faktoren 0 ist, hat das Polynom

(r=cr) e (v =) o

genau die Nullstellen cy, . .., ¢; und keine weitere. Also hat auch
b(x) keine weitere Nullstelle. O



IN DER VORLESUNG hatten Sie gefragt, wann wir n Nullstellen
finden. Das hangt vom Korper ab. In den rationalen Zahlen Q hatte
x2 — 2 keine Nullstelle, aber das Problem konnten wir in den reellen
Zahlen R beheben. Dort hatte x> + 1 keine Nullstelle, weshalb wir
die komplexen Zahlen C eingefiihrt hatten. Diese reichen dann
tatsdchlich aus:

Fakt (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht konstante Polynom
p(x) € Clx] hat in C eine Nullstelle.

Fiir dieses Resultat werden Sie spater im Studium hoffentlich
verschiedene schone Beweise kennenlernen, in der linearen Algebra
ist das leider noch nicht moglich.

Bemerkung. Fiir Polynome vom Grad 2 haben Sie mir in der
Globaltibung erzahlt, dass Sie nicht alle wissen, wie Sie Nullstellen
sofort ablesen konnen. Das miissen wir dringend &@ndern: Fiir mich
kommen die Losungsformeln aus der binomischen Formel

(x +a)* = x> 4+ 2ax + a2,

fiir Ausdriicke dieser Form konnen wir also eine Wurzel hinschrei-
ben. Wollen wir allgemein fiir Zahlen p, g die Gleichung

24 px+q=0

16sen, so kénnen wir das schnell in die einfache Form bringen und
dann 16sen:

X 4px+qg=0 &
T B
@p(f)

(o)
x== (4 q) 5

Fiir Polynome vom Grad 3 und 4 lassen sich mit etwas mehr Miihe,
aber einem dhnlichen Grundprinzip auch Losungsformeln finden.
Fiir Gleichungen hoheren Grades werden wir in der Algebra sehen,
dass es keine allgemeine Losungsformel gibt, die mir Wurzelzeichen
auskommt.

Ein erstes Hindernis hierfiir konnen Sie an der obigen Formel
schon erkennen: Wenn in einem Korper K, wie zum Beispiel Z/27Z
die merkwiirdige Gleichung 1 41 = 0 gilt, konnen wir nicht durch
2 = 0 teilen und darum auch die obige Formel nicht verwenden.

Das passt dazu, dass p(x) = x> + x + 1 in Z/2Z keine Nullstelle
hat.

Zuriick zu Eigenwerten

Es gibt ein niitzliches Resultat, das uns oft erspart auszurechnen,
dass Eigenvektoren eine Basis von K" sind.

LINEARE ALGEBRA

BeisrieL: Die Nullstellen von

¥—x—1=0

sind
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Satz 76. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten einer Matrix A sind
linear unabhingig. Ist A € Mat,, ,,(K) und sind vy, . .., v, Eigenvektoren
zu paarweise verschiedene Eigenwerten cq,...,¢, € Kwvon A, so sind
V1, ...,V linear unabhingig.

Beweis. Diese Aussage konnen wir mit Induktion tiber die Anzahl
r beweisen. Fiir r = 1 ist die Aussage richtig, denn ein Vektor
v € V ~ {0} ist linear unabhéngig.

Angenommen die Aussage stimmt fiir eine Zahl k von Eigen-
vektoren und seien vy, ..., vy Eigenvektoren zu paarweise ver-
schiedenen Eigenwerten cy, ..., cx41. Dann ist zu zeigen, dass die

Gleichung
vy + .. 41 Ve = 0 8)

nur die triviale Losung a; = - - = a1 = 0 hat.

Sei also ay, ..., a1 eine Losung. Der Trick ist nun A auf den Wie komme ich auf die Idee? Ich
Vektor a1v a v anzuwenden: schreibe auf, was wir wissen: Wir

Vit k1 k41 haben die Gleichung
A(a1v1 +... ak+1vk+1) =mAvi+ -+ akHAka A linear V1 + .. Ve =0
=a1C1V] + -+ Af41Ck+1Vk+1 und die Voraussetzung, dass v;

. Eignvektoren sind, d.h.
Da A0 = 0, gilt also auch

AVi = CjVj.

a1C1vy + - Ay 10k 41 Vi1 = A0=0 (9) Das miissen wir beides verwenden.

Mir fallt nicht viel anderes ein, als A
auf die Gleichung a;vy + ... 4541 Vi1 =

c — c . v —0 0 anzuwenden und zu schauen, was
k+141V1 7T - - G 18k+1 Vi+1 — herauskommt.

In der Differenz von ¢ mal der ersten Gleichung

und
ajc1vy + - - -+ g1 Vi1 = 0
fallt der Term ay1Ck11Vi1 Weg und wir erhalten

(ckp1 —c1)arvi + - -+ + (k1 — cx)agvi = 0.

Nach Induktionsvoraussetzung sind dann fiir alle i die Koeffizienten
(ckr1—¢i)a; = Ound da (cxyq — ¢;) # 0 folgt darausay = -+ =

ar = 0. Aus der ersten Gleichung folgt dann ay; vk = 0, also auch
Ag11 = 0. O

Folgerung 77. Hat eine n X n-Matrix n verschiedene Eigenwerte in K, so
ist A diagonalisierbar.

Beweis. Wir haben schon gezeigt, dass die Eigenwerte von A ge-
nau die Nullstellen des charakteristischen Polynoms det(A — tE,)
sind (Satz 71). Sind ¢y, . .., ¢, nun n Nullstellen des charakteris-
tischen Polynoms, so existieren fiiri = 1,...,n Eigenvektoren

v; € Ker(A —¢;E,) \ {0}. Sind die ¢; paarweise verschieden, so
sind diese Eigenvektoren nach dem vorigen Satz linear unabhingig
(Satz 76). Da dim K" = n gilt, sind diese Vektoren darum eine Basis

C1 0 ... 0
von K" fiir die yMaty (F) = 0 @ = = nach Konstrukti-
0 0 ¢y

on eine Diagonalmatrix ist. O
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Bemerkung (Charakteristisches Polynom fiir lineare Abbildungen).
Wie det(A) dndert sich das charakteristische Polynom nicht, wenn
wir eine andere Basis von K" wihlen, denn

det(B"'AB — tE,) = det(B"'AB — tB"'E,,B) da BE,B~' = BB~! = E,
= det(B~!(A — tE,)B) Distributivgesetz
= det(B!) det(A — tE,) det(B)
= det(A — tEy).

Darum konnen wir das charakteristische Polynom auch fiir lineare
Abbildung F: V — V eines n-dimensionalen K-Vektorraums V
definieren, indem wir fiir eine beliebige Basis v von V

det(F —tidy) := det(yMaty (F) — tyMaty (idy)) = det(yMaty (F) — tE,)
setzen.

Bemerkung (Die Spur einer Matrix). Die vorangehende Bemerkung
sagt, dass alle Koeffizienten des charakteristischen Polynoms bei
Basiswechsel unverdndert bleiben. Einige dieser Koeffizienten
konnen wir mit der Leibnizformel explizit berechnen denn diese

berechnet
amy—t aip - a1,
a apo —t
det( 2,1 2,2
. Ap—1,n
A1 co Appn-1 fApn —t

als Summe {iber alle Produkte der Eintrdge, die entstehen, wenn wir
aus jeder Zeile und jeder Spalte einen Koeffizienten auswihlen. Fiir
die Diagonale erhalten wir zum Beispiel den Summanden

(a10— 1) (a2 —t) -+ (ann — 1)
=(—t)"+ (a0 + a2+ - +ann) (—t)""! 4 Terme mit kleineren Potenzen von ¢.

Bei den anderen Summanden der Leibnizformel kann nach aus-
multiplizieren aber nirgends #" oder #"~! vorkommen, denn dafiir
miissten wir wenigstens n — 1 Spalten, den Eintrag auf der Diagona-
len auswihlen. Wenn wir das tun, bleibt uns in der verbleibenden
i-ten Spalte aber auch nur noch der Diagonaleintrag tibrig, da wir
noch einen Koeffizienten aus der in der i-ten Zeile auswihlen miis-
sen.

Also gilt

n
det(A—tE,) = (—t)"+()_ a;;)(—t)" "' + Terme mit kleineren Potenzen von t.
i=1

0 1
Beispiel: Fiir A = 0 0
1

Insbesondere bleibt die Summe der Diagonaleintrage —2

0
1 ist
2
2.

In unserer Basis aus Eigenvektoren hat-

Spur(A) =0+0+2=
Spur(A) :==ay1 + a2+ +any

1 0 O
bei Basiswechsel unverdndert. ten wir yMaty(A)=| 0 2 0
0 0 -1
berechnet. Hier gilt in der Tat wieder

Spur(yMaty (A)) =142+ (—1) =2.

Das ist eine erste Probe, wenn Sie ein
charakteristisches Polynom und die
Eigenwerte berechnen.
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Anwendung: Ein neuer Blick auf lineare Rekursionen

0 10
Lassen Sie uns das Beispiel A = 0 0 1 | nocheinmal
-2 1 2
anschauen. Fiir diese Matrix gilt
X1 0 1 0 X1 X2
A X2 = 0 0 1 X2 = X3
X3 -2 1 2 X3 —2x1 + x2 + 2x3

Wenn wir also eine Folge x;, rekursiv definieren durch Startwerte
X_p,Xx_1,%0 und dann

Xp1 = 2Xn + Xp—1 — 2Xp—2

setzen, ist

Xn—2 Xn—1
Al xp = Xn
Xn Xn+1
Also
X2 Xn—2
A"l x4 | = x4
X0 Xn

Eine allgemeine Formel fiir die x, anzugeben ist also gleichbedeu-
tend damit die Potenzen A" von A zu berechnen.

Bemerkung (Allgemeine lineare Rekursionen). Ist allgemeiner
eine Folge (x,) reeller Zahlen durch Startwerte x_,, ..., xo und
die Formel x,, 1 := agx, +axx,_1 + - - - + a,x,—, fur feste Zahlen

ap,...,a, € K gegeben, so gilt fur die r + 1 x r + 1-Matrix

0 1 o --- 0
0 0 1
A= 0
0 0 0 1
ar  ar—1 ap 4o
genauso
Xn—r X(n—r)+1 Xy Xn—r
A X(n—r)4+1 _ X(n—r)+2 und A" X—r+1 _ X(n—r)+1
Xn Xn+1 X0 Xn

EiNE FOrRMEL FUR A" kennen wir aber, wenn wir A diagonalisieren
koénnen, denn ist vy, ..., v,;1 eine Basis aus Eigenvektoren zu den

Eigenwerten cy ..., c,41 so gilt A"v; = c}'v; also

(S
n
vMaty (A") = 0
0
0 0

Auf Blatt 11 haben Sie das charakteristi-
sche Polynom dieser Matrix bestimmt,
es ist das Polynom vom Grad r 4 1 des-
sen Koeffizienten bis auf Vorzeichen
genau die a; sind.



Wenn wir A diagonalisieren konnnen, so konnen also fiir x, eine
explizite Formel finden.

0 1 0
IN UNSEREM BEISPIEL A = 0 0 1 | giltfir unsere Basis
-2 1 2
1 1
aus Eigenvektoren v = 1 |,vp= ,V3 = —1 |, dass
1
1 0 0
vMaty(A)=] 0 2 0 und also
0 0 —1
1" 0 0
vMaty (A)" = 0o 27 0
0 o0 (-1
)
WAS BEDEUTET DAS KONKRET? Wenn wir den Vektor v= | x_;
X0

als Linearkombination
V = a1Vy + azvy + asvs
der Eigenvektoren schreiben konnen wir

Allv = A”(alvl —+ arvy + H3V3)
=ay- A"y +ay- A"y +az - Al'vs

=4ay- (111 ~V1) —|—612(2n : Vz) +ﬂ3((—1)n . V3)

leicht berechnen.

WAHLEN WIR ALS STARTWERTE X_» = x_1 = Ound xg = 1 und

0 0
wollen A" | 0 berechnen mitissen wir 0 als Linearkom-
1 1

bination der v; schreiben, d.h. wir 16sen das Gleichungssystem
0

0 | =ayvy +ayvy + azvs, das wir als
1

1 110

2 —-110

1 4 1 |1

schreiben mit dem Gauf3-Verfahren. Wir finden

0

—_
—_

QW=
N =

H
—
N
—
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Die Gleichung v = ayvq + axvy + azvs
bedeutet, dass der Koordinatenvektor
von v beziiglich der Basis vy, vy, v3 der

m
Vektor der Koeffizienten ( ap ) ist,

as
ay
d.h. Koordy(v) = ( ap )
as

Die Rechnung: Berechne erst die
v-Koordinaten von v, wende dann
vMaty (A") an und interpretiere die Ko-
effizienten als Linearkombination der
v; entpricht genau der komplizierten
Formel

A"v = Komby oyMaty (A")oKoordy (V).

Sie sollten das selbst einmal tun.
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Also ist
Xy 0 1 1
xﬂz = A" 0 :_1. 1 +1.2”. 2 +1.(_1)”.
-l 2 3 6
Xn 1 1 4
und wir finden
1 1 1
= —— 4+ 2" 44 (=])". =

Bemerkung. 1. Das Verfahren kénnen wir fiir jede lineare Re-
kursion verwenden, fiir die das charakteristische Polynom der
zugehorigen Matrix r 4 1 verschiedene Nullstellen besitzt. Die
Losungsformel fiir x, ist dann immer eine Linearkombination der
n-ten Potenzen der Eigenwerte von A.

2. Das Prinzip erklért insbesondere, wieso wir fiir die Fibonacci-
Zahlen eine Formel erhalten haben die eine Linearkombination
der Potenzen der Nullstellen von

t2t1:det(<(1) 1)1%152)

war.

Aufgabe 7 (Knobelaufgabe). Vielleicht ist Ihnen aufgefallen, dass
im konkreten Beispiel der Rekursion x,, 11 = 2x, + x,_1 — 2x,,_5, die
Koordinaten der Eigenvektoren (1,1,1), (1,2,4), (1, —1,1) gerade die
ersten Potenzen der zugehorigen Eigenwerte 1,2 und —1 waren.

1. Ist das Zufall? Falls nein, woran liegt das fiir Matrizen dieser
speziellen Form?

2. Falls nicht, kénnten Sie jetzt einen Beweis ohne Rechnung fiir die
Aussage finden, dass die Vandermonde-Determinante genau dann
# 0 ist, wenn die auftretenden Zahlen paarweise verschieden
sind! Sehen Sie wie?

Eigenraumzerlequng und mehrfache Eigenwerte

Sie hatten mir in der Vorlesung Beispiele fiir 5 x 5-Matrizen vorge-
schlagen, die ein charakteristisches Polynom mit einer dreifachen
und einer doppelten Nullstelle, zum Beispiel (3 — #)3(5 — t)? haben,

namlich:
300 00 31111
03 00O 0 3 111
A=| 0 0 3 0 O undB=| 0 0 3 1 1
00 0 5 0 0 00 51
0 00 05 0 00 05

Die erste Matrix A ist diagonalisierbar, denn A ist schon selbst
eine Diagonalmatrix. Das zweite Beispiel B besitzt keine Basis aus

Vandermonde-Determinante:

1 x x% . xg”l

1 x 3 ... !
det ]

1 x, 2 a1

diagonalisierbar=besitzt Basis aus
Eigenvektoren



Eigenvektoren, denn die Eigenwerte von B sind die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms, also 3 und 5, aber

B —3Es5 =

o O O O O
o O O O =
O O O = =
O N P = R
N = o= = =

hat schon fast Zeilenstufenform, so dass wir sehen konnen, dass
diese Matrix Rang 4 hat und damit dim(Ker(A — 3E5)) = 1 gilt, da
der erste Standarbasisvektor e; in diesem Kern liegt ist

Ker(B — 3Es5) = Span(ey).

Genauso ist dim(Ker(B — 5E5) = 1, wir finden also auch zum
Eigenwert 5 bis auf Vielfache nur einen Eigenvektor. Insbesondere
gibt es fiir B also keine Basis aus Eigenvektoren.

SIE HATTEN in Aufgabe 1 von Blatt 2 beim Losen der Rekursion
Xp41 = 2%y — X,—1 schon gesehen, dass Sie, obwohl es fiir A =
0

1 9 keine Basis aus Eigenvektoren gibt, wir den Eigenvektor

1
vy = durch v, = 0 zu einer Basis ergédnzen konnen fiir
1 1

die Avy = vy + v; gilt und wir immer noch A” bestimmen konnen.
Wir werden noch sehen, dass wir fiir allgemeine Matrizen einen
dhnlichen Ersatz fiir eine Basis aus Eigenvektoren finden kénnen.

WIR HATTEN UNS UBERLEGT, dass fiir eine lineare Abbildung
F: V — V, die Eigenvektoren zum Eigenwert c genau die Elemente
von Ker(F — ¢ -idy) sind.

Notation 78. Ist ¢ ein Eigenwert der lineare Abbildung F: V — V, so
heifst

Eig(F,c) :={v e V|F(v) =c-v}
= Ker(F — ¢ -idy)

der Eigenraum von F zum Eigenwert c.

Bemerkung. 1. Da wir uns schon tiberlegt haben, dass Kerne von
linearen Abbildungen immer Unterrdume sind, miissen wir uns
jetzt nicht neu tiberlegen, dass Eigenrdaume immer Untervektor-
rdume sind.

2. Ist c ein Eigenwert von F: V — V so heifst die Dimension des
Eigenraums dim Eig(F, ¢) geometrische Vielfachheit des Eigenwertes.

Die Vielfachheit der Nullstelle ¢ des charakteristischen Polynoms
det(F — tidy) heil8t algebraische Vielfachheit des Eigenwertes.

LINEARE ALGEBRA
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D1E AussAGe, dass Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
linear unabhangig sind, zeigt auch, dass wenn wir Basen aller
Eigenrdume einer Abbildung wihlen, die erhaltenen Vektoren
zusammen wieder linear unabhéngig sind. Um diese Aussage
kompakt zu formulieren fithren wir das Symbol @ ein:

Definition. Sind Uj,...,U, C V Untervektorrdume eines K-
Vektorraums V so bezeichnen wir mit

+i Up:={veV]esgbtu; € Uymitv=u+---+u}

die Summe der Unterrdume.
Die Summe, heifdt direkte Summe,

r
DU =+_U
i=1

wenn fiir alle v € +_,U; die Darstellung v = u; + - - - + u, mit
u; € U; eindeutig ist.

Beispiel:
Aufgabe 8. Zeigen Sie, dass fiir eine direkte Summe von Unterrau- Span(e1, e;) @ Span(es, eg) = K*
men , . aber fiir die Unterrdaume
1
dim@P U; = ) _dimU; U = Span(< 1 ))/Uz =
i=1 i=1 1 0
gﬂt. Span(( 0 ),U3 = Span(< 1 )) c
. ) ) R? ist +7_, U; keine direkte Summe, da
Folgerung 79. Sind c4,...,c, Eigenwerte der Abbildung F: V — V so zum Beispiel
enthalt V die direkte Summe der zugehorigen Eigenriume: ( 1
| 1)
®;_, Eig(F,c;) C V.
auch als
Beweis. Wir miissen nur zeigen, dass fuir Vektoren v =11 + -+ - + u, 1 0
mit u; € Eig(F,¢;) die Darstellung als Summe eindeutig ist. ( 0 ) + ( 1 )
Angenommen v = 1} + - - - 4+ u, mit u; € Eig(F, c;) ist eine weitere geschrieben werden kann.
Darstellung, dann ist
v—v=(u—u))+-+ (up—u,) =0.
—— ——
€Eig(F,c1) €Eig(F,cr)
Da u; — uz’- jeweils im Eigenraum zum Eigenwert c; liegen und
Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhingig
sind, kann diese Linearkombination nur 0 sein, wenn alle u; — u§ =0
sind, d.h. u; = u furallei =1,...,7. O
IM BEISPIEL DER NICHT DIAGONALISIERBAREN MATRIX B konnen 3 1.1 11
. . .. . . 0 3 1 1 1
wir einen Ersatz fiir den Eigenraum zum Eigenwert 3 sehen, der 5=l 0 0 3 1 1
die erwartete Dimension 3 hat: Auf dem Unterraum Span(ey, €3, €3) 00 0 5 1
0O 0 0 0 5

erfiillt die Abbildung B — 3E5 namlich (B — 3Es)3(ae; + bey + ce3) =
0, denn
(B —3Es)(ae; +bey +ce3) = a- 0+ bey + cleg +e3)
(B—3Es)(bey +c(e1+e2)) = (b+c)eq
(B—3Es)((b+c)er) =0.

Allgemein miissen wir B — 3Es nur durch F — cidy ersetzen.
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Satz 8o (Hauptraumzerlegung). Sei F: V — V eine lineare Abbildung
mit charakteristischem Polynom

r

det(F —tidy) = [ J(c; — )™
i=1

wobei c1, . ..,cr € K paarweise verschieden sind. Dann gilt
@¥:1 Ker((F — C idv)n) =V

Bemerkung. Die Unterrdume Ker((F — c;idy)") heilen auch
Hauptriiume zum Eigenwert c; (oder verallgemeinerte Eigenrdume)
der Abbildung F.

Der Satz sagt also, dass wir K" immer in verallgemeinerte Eigen-
rdaume zerlegen konnen, wenn wir nur das charakteristische Polynom
in Linearfaktoren zerlegen konnen. Fiir K = C ist das zum Beispiel
immer moglich.

Als Vorbereitung mit einfacheren Formeln, schauen wir zunéchst
den Eigenwert 0 an.

Behauptung 81. Sie F: V — V eine lineare Abbildung eines endlichdi-
mensionalen K-Vektorraums V. Dann gilt:

1. Die Unterriume
Ker(F) C Ker(F?) C --- C Ker(F")
sind ineinander enthalten und es gibt ein m < n so dass Ker(F") =
Ker(F"+1) = Ker(F"**) fiir alle k € N. Genauso gilt
Bild(F) D Bild(F?) D --- D Bild(F")
und fiir das gleiche m wie zuvor gilt

Bild(F™) = Bild(F"*') = Bild (F"+F).

2. Es gilt Ker(F™) @ Bild(F™) = V und die Abbildung F bildet die
Unterriume Ker(F™) und Bild(F™) auf sich selbst ab, auf Bild (F™) ist
F sogar ein Isomorphismus.

Beweis. 1. Die Inklusionen folgen aus der Definition, denn ist v €
Ker(F™) so gilt F"(v) = 0 also ist auch F"*1(v) = F(F"(v)) =
F(0) =0.

Genauso ist jeder Vektor v € Bild(F"*1) nach Definition von der
Form v = F"+1(w) = F"(F(w)) also ist v dann insbesondere
auch in Bild(F™).

Wenn Ker(F™) S Ker(F") gilt, so ist dim(Ker(F™)) <
dim(Ker(F™+1)), die Folge der Dimensionen ist also aufstei-
gend aber durch dim V beschrénkt, also muss die Folge spatestens
nach n Schritten unverdndert bleiben.

Wegen der Dimensionsformel gilt fiir alle m:
dim(Ker(F™)) + dim(Bild(F™)) = dim V

also muss die Folge der Bilder fiir das gleiche m konstant wer-
den. Das bedeutet aber insbesondere, dass die Abbildung F auf
Bild(F™) —» Bild(F"*!) = Bild(F") ein Isomorphismus ist.
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2. Wir miissen nur zeigen, dass Ker(F™) & Bild(F™) eine direk-
te Summe ist, denn dann muss dieser Unterraum wegen der
Dimensionsformel schon ganz V sein.

Angenommen v = ug +ug = uy + up mit ug, uy € Ker(F™), up, up €
Bild(F™). Dann ist

ug — uy = up — up € Ker(F™) N Bild(F™).

Es gilt aber Ker(F™) N Bild(F™) = {0}, denn fiir Vektoren w €
Bild (F™) existiert nach Definition ein u € V so dass w = F"(u).
Wire w € Ker(F™),d.h0 = F™(w) = F"(F"™(u)) = F?"(u), ist
u € Ker(F?™). Aber m ist so gewihlt, dass Ker(F?™) = Ker(F™),
alsoistu € Ker(F™) und darum 0 = F"(u) = w. Also ist
Bild(F™) NKer(F™) = {0}.

O

Bemerkung. Wahlen wir in der Situation der Behauptung Basen
vi,..., Vi von Ker(F™) und vi,q,...,v, von Bild(F™) so ist die
Matrix von F beziiglich dieser Basis

WMaty(F) = ( o b )

eine Block-Matrix denn F bildet den Ker(F™) = Span(vy, ..., vg)
und Bild(F™) = Span(vg,1,...,V,) auf sich selbst ab. Zudem ist
det(B) # 0, da F auf Bild(F™) ein Isomorphismus ist.

Da die Determinante einer Block-Matrix das Produkt der Deter-
minanten der Blocke ist, sehen wir daraus dass charakteristische
Polynom von F das Produkt der charakteristischen Polynome der
Abbildungen auf den Unterrdaumen Ker(F™), Bild(F™) ist.

Auf dem Unterraum Ker(F™) wissen wir aulerdem, dass 0 der
einzige mogliche Eigenwert ist, denn ist v € Ker(F™) ein Eigenvektor
zum Eigenwert ¢ so gilt einerseits F”'(v) = ¢"v und andererseits
F™(v) = 0 weil v im Kern der Abbildung liegt.

Bemerkung. Im Beweis haben wir aufierdem gezeigt, dass fiir
zwei Unterrdume Uy, U; C V die Summe genau dann eine direkte
Summe ist wenn Uy N U, = {0} gilt, d.h.

U16BUQCV<=>U1QU2={O}.

Fiir mehr als zwei Unterrdume, ist die Bedingung komplizierter.

UM AUS DER BEHAUPTUNG das Ergebnis des Satzes abzuleiten,
zahlt es sich jetzt aus, dass wir unsere Resultate fiir allgemeine
Vektorraume formuliert haben, denn so konnen wir unsere Resultate
auch auf Teilrdume (wie Bild(F™) C V) anwenden, in denen es keine
,Standardbasis” gibt. Damit konnen wir einen Induktionsbeweis
angeben.

Beweis von Satz 8o (Hauptraumzerlegung). Wir beweisen die Aussage
mit Induktion tiber die Anzahl der Eigenwerte von F.
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Vorbemerkung: Das charakteristische Polynom der Abbildung F —
cid ist det(F — cid —tidy) = det(F — (¢ +t)idy). Ist p(t) =
det(F — tidy) das charakteristische Polynom von F, so ist das
charakteristische Polynom von F — cidy also p(t + ¢), insbesondere
sind die Eigenwerte von F — cidy die Zahlenc¢; —c,co —¢,...,c;, —c.
Induktionsstart: Ist r = 1, so ist

det(F —tidy) = (¢ — )"

mit n = dimg (V). Wenden wir die gerade bewiesene Behauptung
auf die Abbildung G := F — ¢ idy an, so finden wir ein m, so dass:

V = Ker(G™) ®Bild(G™) = Ker((F —cyidy)™) @ Bild((F — c1idy)™)

und die Abbildung G induziert einen Isomorphismus auf dem
Unterraum Bild(G™).

Fiir den Satz miissen wir zeigen, dass Bild(G™) = 0 gilt. Dafiir
wiahlen wir wie in der letzten Bemerkung Basen vy, ..., vy von
Ker(G™) und vy, 1,..., v, von Bild(G™). Dann ist

WMaty (G) = ( 0 b )

und also gilt fiir das charakteristische Polynom (—t)" = det(G —
fidv) = det(A — tidKer(G”)) . det(B — tidBild(G’”))' Da 0 eine n-
fache Nullstelle von (—t)", aber keine Nullstelle von det(B — tidy)
ist, kann der Faktor det(B — tidy ) nicht vorkommen, d.h. es gilt
Bild(G™) = {0}.

Damit haben wir gezeigt, dass im Fall r = 1 gilt,dass V =

Ker( (F —C idv)” ) . Der Induktionsstart r = 1 ist selbst
Induktionsschritt: Ist der Satz fiir eine Zahl r = k richtig, so auch fiir eine interessante Aussage: Wir haben
. . gerade gezeigt, dass wir am charakte-
die néchste k + 1: Sei also ristische Polynom ablesen kénnen, ob
k+1 F" =0 ist.
det(F — tidy) = H(Ci — )",
i=1

Wir wenden die Behauptung auf die Abbildung G := F — ¢y idy
an und finden ein m < dim V so dass

V = Ker(G™) & Bild(G™) = Ker((F — .1 idy)™) ® Bild ((F — g idy)™)

und G ist auf dem Unterraum Bild(G™) ein Isomorphismus.

Wir haben uns schon {iberlegt, dass das charakteristische Polynom Das Symbol
von G das Produkt der charakteristischen Polynome der Einschran- Glpia(m + Bild(G™) — Bild(G™)
kungen G|ger(gn) und Glgjq(gn) der Abbildung auf die Unterraume notiert nur, dass wir voriibergehend in
Ker(Gm) und Bﬂd(Gm) ist G nur Elemente aus dem Unterraum

Bild(G™) einsetzen.
k+1
H(Ci — ckr1 — )" = det(Glger(gm) — tidger(gm)) - det(Glpig(em) — tidpja(cm))
i
Das Polynom det(G|gjiq(cn) — tidgijq(cm)) hat bei 0 keine Nullstelle,
da B invertierbar ist und det(A — tidger(gn)) hat nur die Nullstelle 0,
da G auf Ker(G™) nur den Eigenwert 0 hat. Also ist

P

det(B — tidgjq(gm) = [ J(ci —exn — )"
i=1
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Nach Induktionsannahme konnen wir den Satz also auf die Ein-
schrankung von G|gjjq(gn) von G auf den Unterraum Bild(G™)
anwenden und erhalten:

Bild(G™) = @i_, Ker((Glgia(om) — (ci — cr1) idpiaigm))™)-

und auf da F — ¢;idy auf Ker(G™) = Ker((F — cxyqidy)") inver-
tierbar ist, dndert sich der Kern nicht, wenn wir wieder ganz V als
Definitionsbereich zulassen:

Ker((Glpja(gm) — (¢i — cxy1) idpig(emy)”) = Ker((F — ¢;idy)").
Insgesamt ist also:

V = Ker(G™) & Bild(G™)
= Ker((F — cprpidy)™) @ (@ Ker((F — ¢;idy)")).

Das war zu zeigen. O

Ausblick: Potenzen von stochastischen Matrizen und PageRank

Ganz am Anfang des Semesters hatten wir gesehen, wie wir mit
Hilfe von linearen Gleichungssystemen versuchen konnen, die
Wichtigkeit von Knoten in einem Netzwerk zu bewerten. Dazu
hatten wir dem Netzwerk eine N x N-Matrix A zugeordnet — N
war hier die Anzahl der Knoten im Netzwerk — die die besondere
Eigenschaft hatte, dass die Eintrdge alle nicht-negativ waren und
die Summe der Eintrédge in jeder Spalte jeweils 1 ergab. Fiir die
Bewertung haben wir nun einen Vektor v € RN \ {0} gesucht, fiir
den Av = v galt, d.h. v ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 1.

NACHDEM WIR ,ZEILENRANG=SPALTENRANG” gezeigt hatten,
konnten wir zeigen, dass es fiir diese Matrizen tatsachlich immer
einen Eigenvektor zum Eigenwert 1 gibt.

LEIDER ist N fiir grofse Netzwerke so grof3, dass selbst das Gauf3-
Verfahren nicht praktikabel ist. Mit Hilfe von Eigenwerten konnen
wir ein ganz anderes Verfahren erklaren.

Satz 82 (Satz von Perron fiir stochastische Matrizen). Ist A =
(aij)ij=1,.n € Matyn(IR) eine reelle n x n-Matrix mit nicht-negativen
Eintrigen (a;; > O fiir alle i, j) und Spaltensumme 1 (d.h. }_i_; a;j = 1
fiir alle j) dann gilt:

1. Die Zahl 1 ist ein Eigenwert von A und alle anderen (moglicherweise
komplexen) Eigenwerte ¢ von A erfiillen |c| < 1.

2. Gilt zusitzlich dass die Eintriige von A positiv sind, d.h. a;; > 0 fiir
alle i,j so ist 1 eine einfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms
und alle anderen Eigenwerte erfiillen |c| < 1.



DIESEN SATZ KONNTEN wir jetzt ohne weitere Hilfsmittel beweisen,
das ist — wenn wir uns an den Trick, die transponierten Matrix
anzuschauen erinnern — iiberraschend einfach und wir holen das im
kommenden Semester nach.

Nach unserem Satz zur Hauptraumzerlegung konnen wir fiir eine
gegebene Matrix A: CN — CN jeden Vektor v € CV eindeutig als
Summe:

v=vi+---+Vv,
mit v; € Ker((A — ¢;idgn)") schreiben, wobei ¢y, .. ., ¢, die Eigen-
werte von A sind.

Fiir einen Eigenvektor v; zum Eigenwert ¢; ist A"v; = c}'v;.
Wenn [c;| < 1ist, werden die Potenzen |c/| immer kleiner, d.h.
A"0; =500 0 ist eine Folge von Vektoren, die gegen 0 konvergiert.

Die gleiche Eigenschaft gilt auch, wenn v; nur im Hauptraum
zum Eigenwert ¢; mit |¢;| < 1 liegt. (Das ist nicht so schwer nach-
zurechnen, denn fiir Eigenvektoren stimmt das und die Differenz
von F und c; id (das operiert wie auf Eigenvektoren) ist auf dem
Hauptraum so, dass eine Potenz 0 ist — ein genaues Argument wire
eine kurze Rechnung, die nicht mehr in die letzte Vorlesung passt.)

Sei nun A eine Matrix wie im Satz von Perron, d.h. A hat die den
Eigenwert 1 als einfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms
mit Eigenvektor v und alle anderen Eigenwerte von A haben Betrag
<L

Dann wird fiir jeden Vektor

V=a1Vi +Vy+---+V;
mit v; € Ker((A — ¢;idgn)™)
A" =y e A1V

gegen a1vy konvergieren, denn die Vektoren A"vy, ..., A"v, konver-
gieren alle gegen den 0-Vektor. Wir konnen damit einen Eigenvek-
tor ndherungsweise bestimmen, indem wir A"v fiir einen zufallig
gewdhlten Vektor v ausrechnen.

LAssEN SIE UNs das an einem Beispiel ausprobieren. (In der
Vorlesung haben wir ein Beispie in SAGE ausprobiert.)

SIE KONNTEN EINWENDEN, dass im Beispiel einige Eintrdge von
A gleich 0 waren und darum der Satz nicht anwendbar ist. Bei
PageRank wurde das einfach so korrigiert, dass A fiir eine kleine
Zahl € durch die Matrix

(1 —€)A+ e - (Matrix aus lauter 1sen)

ersetzt wurde. Darauf konnen wir den Satz anwenden und das
Ergebnis funktioniert in der Praxis gut.

MEHR DAZU im ndchsten Semester, wenn Sie neugierig sind konnen
Sie zum Beispiel im Buch, Google’s PageRank and beyond: the
science of search engine rankings“?7, das tiber die Universitdtsbiblio-
thek online verftigbar ist mehr dazu lesen.
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Es gibt fiir die verdnderte Matrix ein
schones Modell: Die Matrix A be-
schreibt das Verhalten von Nutzern,
die im Netz mit gleicher Wahrschein-
lichkeit auf einen der Links auf der
gegebenen Seite klicken, die neue
Matrix beschreibt das Verhalten, wenn
auflerdem mit der Wahrscheinlichkeit
€ stattdessen eine zufillige neue Seite
gewdhlt wird.

7 Amy N. Langville and Carl D. Meyer.
Google’s PageRank and beyond: the science
of search engine rankings. Princeton
University Press, Princeton, NJ, 2012.
Paperback edition of the 2006 original,
online verfiigbar
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DAS IST EINE WEITERE UBERRASCHENDE ANWENDUNG VOn unseren
Ergebnissen tiber Matrizen und lineare Abbildungen. Wenn wir
gleich mit dem Problem angefangen hitten, hatten wir angesichts
der Grofie der Netzwerke, die uns interessieren wahrscheinlich den
Uberblick verloren. Die kompakte Sprache der Mathematik hat uns
ermoglicht, das Problem erst an einfachen Beispielen — wir kamen
immer mit kleinen Matrizen aus — so gut zu verstehen, dass wir
das dann auf viel kompliziertere Probleme anwenden konnten. Die
Mathematik hat also ein kompliziertes Problem sehr viel einfacher
gemacht, weil wir das Problem damit kompakt formulieren konnten
(Suche einen Eigenvektor zum grofiten Eigenwert). Das Problem
konnten wir dann im kleinen leicht verstehen und damit allgemein
16sen. Abstraktion lohnt sich.

DIE VERSCHIEDENEN BEWERTUNGSALGORITHMEN von Netzwerken
konnen Sie fiir gute und schlechte Zwecke verwenden. Im 2022
erschienenen Buch® der Friedensnobelpreistragerin Maria Ressa
werden Sie am Ende Bewertungsprofile im Facebook-Netzwerk
finden, die erklaren wieso sich manche Falschinformationen tiber
spezielle Konten stark verbreiten.

* Maria Ressa. How to stand up to
a dictator. WH Allen, 2022. ISBN

978-0753559192



Glossar mathematischer Symbole

Mathematische Symbole haben meist eine genauere Bedeutung, als
die entsprechenden Worter, beim Lesen ersetzen wir die Symbole
im Kopf durch Worter. Damit konnen Sie in Ihren Losungen priifen,
ob das was Sie aufschreiben lesbar sein konnte.

=, (ist) gleich”

# ,(ist) nicht gleich”

= ,daraus folgt” oder ,impliziert, dass”

<, (gilt) genau dann, wenn”

# Anzahl

{?|etwas} ,Die Menge der ? fiir die etwas gilt”
€ ,,aus” oder , Element von”

> Ist das umgekehrte ,Element von”, d.h. ,x € M” und ,M > x“
bedeuten beide ,,x ist Element von M”

N

,enthalten in” oder , Teilmenge von”

V)

senthélt” oder ,,Obermenge von”

-

,vereinigt mit” U ist das Symbol fiir die Vereinigung zweier
Mengen (d.h. fiir die Menge die Entsteht, wenn wir die Elemente
der beiden Mengen zu einer Menge zusammenfassen).

N ,geschnitten mit” N ist das Symbol fiir den Durchschnitt zweier
Mengen (d.h. die Menge, die aus den Elementen besteht, die in
beiden Mengen enthalten sind).

M~ N ,Die Menge M ohne die Elemente aus N, bzw. ,Entferne
N aus der Menge M”“. Das Symbol , \“ ist das Minuszeichen fiir
Mengen, also ,entferne”.

Vv , Fir alle”
# ,Anzahl”

o ,verkntipft mit“. Das Symbol , 0” bezeichnet die Komposition
von Abbildungen, d.h. f o g(x) := f(g(x)).
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