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Einleitung

Diese Notizen sind nicht als Skript gedacht, sondern eher als Hilfestellung
zur Erinnerung an die Vorlesung. Wiihrend des Semesters ist es schwierig,
zusitzlich zur Vorlesung ein Buch zu schreiben — Sie konnen gerne einmal
versuchen selbst eine Vorlesung im Computer aufzuschreiben, dann sehen
Sie vielleicht, was ich meine — daher werden Sie hier auch mehr Tippfehler
finden als mir lieb ist. Hinweise zu Fehlern und Tippfehlern nehme ich
gerne entgegen, zum Beispiel per email oder das Moodle-Forum.

Mein Dank an alle Studierenden und Tutor:innen, die mir Kommentare,
Fehler und Verbesserungsvorschlige geschickt haben: Fereshteh Fattahi,
Kevin Kristen, Florian Leptien, Natascha Scheibke, Christian Willeke, Carla
Wussow und ebenfalls vielen Dank an die anonymen Hinweisgeber:innen
auf Moodle.

Als Literaturquellen konnen Sie die gleichen Referenzen wie fiir die
Lineare Algebra 1 verwenden: Viele Biicher zur linearen Algebra sind
itber die Universititsbibliothek auch online verfiighar, ein Beispiel ist das
Buch von Gerd Fischer®, es gibt auch viele Skripte wie zum Beispiel das
von Ulrich Gortz* oder das von Wolfgang Soergel3, englische Quellen
wie das Buch von David Lay, Steven Lay und Judi McDonald* sind
hiufig sehr viel anwendungsorientierter und darum eine gute Erginzung.
Sie werden sehen, dass die Quellen fast den gleichen Inhalte umfassen,
aber unterschiedlich erkliren, welche Darstellung Ihnen personlich am
leichtesten zuginglich ist, wird von Ihren Vorlieben und Vorkenntnissen
abhingen.

D1Ese NoT1zEN schliefSen an die Vorlesung Lineare Algebra 1

an, die wir mit der Hauptraumzerlegung fiir Endomorphismen
und einem Ausblick wie diese ermoglicht zu zeigen, dass wir fiir
grofie Matrizen oftmals durch Berechnung von A"v Eigenvektoren
ndherungsweise bestimmen koénnen, abgeschlossen hatten. Wir
hatten dort auch gesehen, dass dies zum Beispiel fiir die Bewertung
von Knoten in grofien Netzwerken verwendet wird.

IN DIESEM SEMESTER werden wir dieses Thema zundchst aufgreifen
und sehen, wie wir auch fiir Matrizen (oder lineare Abbildungen)
die nicht diagonalisierbar sind, Basen finden konnen, mit denen wir
die Abbildung geometrisch verstehen konnen. Das wird uns nur
noch wenige Vorlesungen beschéftigen.

DanNacH wechseln wir das Thema. Wir werden dann versuchen

* Gerd Fischer. Lineare Algebra, volu-
me 17 of Grundkurs Mathematik. Friedr.
Vieweg & Sohn, Braunschweig, fifth
edition, 1979. ISBN 3-528-17217-7.
URL https://link.springer.com/
book/10.1007/978-3-8348-9365-9. In
collaboration with Richard Schimpl

2 Ulrich Gortz. Lineare algebra.
Vorlesungsskript, 2020. URL https:
//math.ug/lecture-notes.html

3 Wolfgang Soergel. Lineare algebra.
Vorlesungsskript, 2022. URL http:
//home.mathematik.uni- freiburg.de/
soergel/Skripten/XXLAL.pdf

4 David Lay, Steven Lay, and Judi McDo-
nald. Linear Algebra and Its Applications.
Harlow: Pearson Education, Limited,
2015. ISBN 9781292092232. URL
https://elibrary.pearson.de/book/
99.150005/9781292092249


https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-8348-9365-9
https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-8348-9365-9
https://math.ug/lecture-notes.html
https://math.ug/lecture-notes.html
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/XXLA1.pdf
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/XXLA1.pdf
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/XXLA1.pdf
https://elibrary.pearson.de/book/99.150005/9781292092249
https://elibrary.pearson.de/book/99.150005/9781292092249
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Vektorrdaume geometrischer zu verstehen, indem wir einen Langen-
und Abstandsbegriff fiir Vektoren finden und damit auch Vorstellun-
gen wie , senkrecht” mathematisch genau fassen. Das ist nicht nur
fiir die Anschauung praktisch, sondern ermdoglicht auch alltagliche
Anwendungen wie GPS oder das mp3 Musikformat, aber dazu
spater mehr.

ZuMm ENDE DER VORLESUNG kommen wir dann noch einmal

auf die Grundlagen zurtick, die wir, nachdem wir uns besser an
die mathematische Sprache gewohnt haben, dann noch einmal

von einem abstraken Standpunkt neu verstehen kénnen, zum
Beispiel konnen wir die Aussage ,,Zeilenrang=Spaltenrang” damit
ohne Rechnung neu einsehen. Als Bonus konnen wir mit diesen
Methoden dann auch verstehen, was die reellen Zahlen wirklich
sind und wieso wir damit tiberhaupt rechnen kénnen, obwohl

Sie gar keine Rechenregeln fiir die Addition von unendlichen
Dezimalzahlen kennen. Ebenso konnen wir vom abstrakteren
Standpunkt dem Rechnen mit Buchstaben und Symbolen einen
ganz konkreten, formalen Rahmen geben. Das fiihrt und dann auch
zu einem erstaunlicherweise offenen Problem: Wir wissen noch
immer nicht genau, was die schnellste Methode ist, um zwei n x n-
Matrizen miteinander zu multiplizieren, schlimmer noch, ist diese
Frage schon fiir 3 x 3-Matrizen nicht endgiiltig geklart. Fiir sehr viele
moderne Algorithmen wére es sehr niitzlich, dafiir schnellere, oder
weniger Energieintensive Verfahren zu finden.



Die Jordannormalform — gute Basen fiir lineare Abbil-
dungen

Erinnerung an die Hauptmumzerlegung aus dem vorigen Se-
mester

Im letzten Semester hatten wir angefangen uns zu tiberlegen, wie
wir fiir eine lineare Abbildung A: V — V eine angepasste Basis von
V finden kénnen, so dass die Matrix von A eine besonders einfache
Gestalt bekommt. Das ist einerseits niitzlich, um eine geometrische
Vorstellung der Abbildung zu bekommen und andererseits erlaubt es
uns, die Potenzen von A abzulesen und damit das Langzeitverhalten
von A"v fiir grofie n zu verstehen. Als Anwendung der geometri-
schen Vorstellung hatten wir gesehen, wie das zur Bewertung von
Knotenpunkten in Netzwerken verwendet werden kann.

UNSER ERSTER ANSATZ hierzu war wie folgt:

1. Bestimme die Eigenwerte von A, das sind die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms det(A — tid).

2. Bestimme fiir jeden Eigenwert ¢ eine Basis des Eigenraums

Eig(A,c) =Ker(A—c-id) ={ve V|Av=c-v}.

Wenn die Dimension der Eigenrdume jeweils die Ordnung der
Nullstelle des entsprechenden Eigenwertes im charakteristischen
Polynom ist, bekommen wir so eine Basis von V beziiglich der A
eine Diagonalmatrix ist.

Wenn das nicht funktioniert, d.h. falls die Dimension der Eigen-
raume zu klein ist, hatten wir stattdessen die Hauptraumzerlegung
gefunden:

Satz (Hauptraumzerlegung aus Lineare Algebra 1). Sei A: V = V
eine lineare Abbildung mit charakteristischem Polynom

.
det(A —tidy) = [ J(c; — )™
i=1

wobei c1, . ..,cr € K paarweise verschieden sind. Dann gilt

éaKer((A —¢iidy)") =V
i=1



8 JOCHEN HEINLOTH

Das hatten wir uns induktiv tiberlegt, indem wir zunéchst fiir den
Fall ¢c; = 0 die Kette der Kerne

Ker(A) C Ker(A?) C ...Ker(A")
und der Bilder
Bild(A) D Bild(A?) D --- D Bild(A")

angeschaut hatten und gesehen hatten, dass in beiden Ketten die
Teilmengen ab einem Punkt = gelten muss.

An diesem Punkt bildet A das Bild(A™) isomorph auf sich selbst
ab, hat auf diesem Unterraum also nicht mehr den Eigenwert 0
hingegen ist auf Ker(A™) der einzige Eigenwert 0.

Das konnten wir dann induktiv fiir die Abbildung A — ¢;idy
anwenden um die Hauptraumzerlegung zu erhalten.

WIR SOLLTEN UNS nun noch iiberlegen, wie wir fiir die Hauptraume
gute Basen finden konnen, wenn es nicht gentigend Eigenvektoren
gibt, d.h. falls

Eig(A,c) € Ker((A —cidy)").

Um das zu verstehen, wiirde ich mit zunichst den Fall anschauen,
dass es tiberhaupt nur einen Eigenwert gibt, d.h.

det(A —t-idy) = (c —1t)".

Wie bei der Hauptraumzerlegung ist es dann gut, zunéchst den Fall Die Strategie, zunéchst Falle zu be-
0 zu verstehen, also den Fall, dass Ker(A") =V, also A" = 0 gilt. So trachten, in denen méglichst wenige

. . . zusatzliche Komplikationen auftau-
eine Abbildung ist uns schon begegnet. chen kennen Sie mittlerweile.

Beispiel 1. Die Ableitung definiert eine lineare Abbildung

D: Qltl<s — Q[t]<3
p(t) = D(p) := p'(t)

fir die D* = 0 gilt, aber D3 # 0. Da Ker(D) = {p(t) = c konstant},
ist der Eigenraum zum Eigenwert 0 hier eindimensional.
Die Matrix von D beziigliche der Basis vi = 1,vp = t,v3 =

2, vy = 13 ist:

o O O

1
0
0

W o O

vMaty (D) =

o
o o N O

0 0

Die Eintrdge 3,2,1 machen es noch etwas unhandlich, die Potenzen
von D auszurechnen, probieren Sie das einmal aus.
Ubersichtlicher wird die Matrix wenn wir stattdessen die Basis

Wy = t3,
w3 = Dwy = 3t2,
Wy = D2W4 = Dwj = 6t,

wy = D®wy = Dwy =6



wihlen, dann bildet D die Basisvektoren auf sich ab:

D D D D
Wg — W3 — W) — wq — 0.

Das bedeutet
0100
0010
Maty (D) =
wMatw (D) 000 1
0000
und also
0010 000 1
00 0 1 0000
Maty (D?) = ,wMaty (D) = ,D*=0,
wMatw (D7) 00 0 o |Matw(D?) 0000
0000 0000

die 1sen rutschen also bei den Potenzen jeweils eine Nebendiagona-
le weiter nach oben, denn

D? D?
wy — wy — 0,

D? D
w; —w; — 0
und genauso fiir D3.

Definition 2. Eine lineare Abbildung A: V — V fiir die es ein n gibt
so dass A" = Ao Ao--.0A =0 gilt heifit nilpotent.
N e’
n Faktoren
Frage. Was passiert im Beispiel der Ableitung, wenn wir statt Q den
Korper K = Z/3Z oder K = Z /27 verwenden? Was passiert wenn wir

Polynome hoheren Grades K[t <4 betrachten?

Das hatten wir in der Vorlesung ausprobiert. In Z/2Z[t]|<3
erhalten wir fiir die Basis 1, ¢, 2, t> die Bilder

D(#) =3t> =3, D(t?) =2t = 0,D(t) = 1,D(1) =0

dh. 2 — 2+ 0,t — 1+ 0 und damit

vMaty (D) =

o O O O
o O O
o O ©O O
o = O O

In Z /3Z]t] <3 erhalten wir fiir die Basis 1, ¢, 2 #3 die Bilder
D(#3) =32 = 0D(t*) = 2t,D(2t) =2,D(2) =0

d.h. 2 — 0,12 — 2t — 2 — 0 und damit fiir die Basis wy = 3, w3 =

tz, wy =2t,w; =2

o O © O
oS O O
S O = O
o O O O

LINEARE ALGEBRA 2 9
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Beispiel 3. Konnen Sie fiir die Matrizen

0111 0111
A— 0 011 B= 0 0 01
0 0 01 0 0 01
0 0 0O 0 0 0O

auch Basen finden, so dass wir die Potenzen der entsprechenden
Matrizen sofort ablesen konnen?

Die Normalform fiir nilpotente Abbildungen

Aus den Beispielen konnten wir die Hoffnung bekommen, dass wir
vielleicht fiir jede nilpotente Abbildung N: V — V Basen finden
konnen, so dass die Abbildungsvorschrift durch Ketten wie zuvor
gegeben ist:

Vi 0

V3 V2 — 0

Vs V4 —4> 0

V9 1> Vg > V7 — Vo 1> ()

V4 VsV VilpVio 0

Die zugehorige Matrix ist dann eine Blockmatrix

[0)

Notation 4. Eine r x » Matrix der Form

=~
—
o
~
I
o

[

hei8t Jordanblock der Linge r zum Eigenwert c.

Bemerkung. Sowohl an der Blockmatrix, als auch am Diagramm der
Abbildungsvorschrift kénnen wir sofort die Dimensionen der Kerne
dim(Ker(N), dim(Ker(N?)),... sofort ablesen:

Fiir den Moment sind uns nur Bei-
spiele mit ¢ = 0 begegnet, aber Sie
konnen vielleicht raten, warum wir die
allgemeinere Notation einfiihren.



1. Im Diagramm bilden die Vektoren in der letzten Spalte eine
Basis von Ker(N), die Vektoren in den letzten beiden Spalten
eine Basis von Ker(N?), usw.

2. In der Blockmatrix ist die Anzahl der Bocke, die Dimension von
Ker(N), dim(Ker(N?) = #{Blocke} + #{Blocke der Lange > 2},
usw.

Eine dhnliche Beschreibung kénnen Sie fiir die Dimensionen der
Bilder dim(Bild(N), dim(Bild(N?)),... selbst iiberlegen.

FUR EINE SOLCHE BESCHREIBUNG VON N suchen wir also eine
Basis B = {vy,...,v,} von V, so dass

1. Fiir jedes v; € B entweder Nv; = 0 oder Nv; = v, fiirein v; € B
gilt.

2. (Kettenbedingung) Fiir jedes v; existiert hochstens ein v; € B so
dass Nv; = v;.

Solche Basen konnen wir tatsichlich induktiv immer finden.

Satz 5 (Jordanbasen fiir nilpotente Abbildungen). Fiir jede nilpotente
Abbildung
N: V=V

eines n-dimensionalen K-Vektorraums V existiert eine Basis B =
{v1,-..,vn} von V, so dass

1. fiir jedes v; € B entweder Nv; = 0 oder Nv; = v; fiir ein v; € B gilt
und

2. (Kettenbedingung) fiir jedes v; € B hichstens ein v; € B existiert, mit
NVi = Vj.

Beweis. Wir beweisen die Aussage mittels Induktion tiber die
kleinste Zahl m fiir die N = 0 gilt. Firm = 1gilt N = 0, d.h.
N ist die 0-Abbildung. In diesem Fall gilt fiir jede Basis vy,..., v,
von V, dass Nv; = 0 fiir alle i gilt.

Angenommen die Aussage fiir eine Zahl m, dann auch fiir m + 1:
Wenn N"*+1 = 0 gilt, so erhalten wir wie im Beweis der Dimensions-
formel Abbildungen

Ker(N) C V — Bild(N).

Auf dem Vektorraum U := Bild(N) gilt dann N (u) = 0 fiir alle
u € U, dennjedes u € Bild(N) = U ist nach Definition von der
Form N(v) fiir ein v € V und darum gilt N"'(u) = N"(N(v)) =
N"+l(y) = 0.
Also finden wir nach Induktionsvoraussetzung eine Basis Bpjq =
{uy,...,up} von U = Bild(N) C V, die unsere Bedingungen erfiillt.
Wir wahlen nun

1. Fiir alle u; € Bpyq fiir die es kein u; € Bpjq gibt mit N(u;) = u;
ein Urbild v; € V mit N(v;) = u;. Wir bezeichnen diese Vektoren
mit {v; |i € I}.

LINEARE ALGEBRA 2 11

Bei diesem Beweis passiert ein kleines
Wunder. Wenn ich mich ersteinmal
dafiir entschieden habe, einen Induk-
tionsbeweis zu fiihren, bleibt mir in
jedem Schritt wenig Auswahl. Wiirden
Sie einfach so versuchen, eine Basis

zu basteln wiirden Sie wahrscheinlich
schnell viele Fallunterscheidungen
benotigen. Es ist eine gute Idee, das
einmal zu probieren.
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2. Wir erginzen die Menge {u; € Bgjq | Nu; = 0} zu einer Basis
{u; € Bgjiq | Nuj = 0} U{wy,..., wi} von Ker(N).

Dann ist Bgyg U {v;|i € I} U{w1,..., Wy} eine Basis von V, denn
{uj € Bgjg | Nu; =0} U {wy,..., wi}
ist nach Konstruktion eine Basis von Ker(N) und das Komplement
{uj € Bgjg | Nu; # 0} U{v;|i € I}

wird unter N auf eine Basis von Bild(N) abgebildet. Wie im Beweis
der Dimensionsformel muss die Menge dann aber eine Basis von V
sein.

Aufierdem erfiillt die Menge nach Konstruktion die Bedingungen
aus dem Satz. O

Bemerkung. Um den Beweis zu verstehen und auch um sich das
besser merken zu konnen, sollten Sie einmal versuchen, fiir jedem Be-
weisschritt anzuschauen, von welchen Vektoren in unserem Beispiel
der nilpotenten Abbildung, die durch ein Diagramm gegeben war
jeweils die Rede ist. Zum Beispiel konnen wir Bild(N) markieren

vVi—= 0

Vi Va5 0

Vs Ve 0

V9 Vg V7 1>V —> (

V14-pV13-pV12-3V11-pVio 0

denn das entspricht genau den von 0 verschiedenen Spaltenvekto-
ren der zugehorigen Matrix.

Die Vektoren in Bgjq die in Bild(N) noch ohne Urbild sind, wiren
im Beispiel

Vi 0

V3 V2 (

VsV 0

V9 Vg 1> V7 13V 1> ()

V14-pV13-pV12pVI1-pVie 0

Markieren Sie die anderen Vektoren im Beweis einmal selbst im
Diagramm. Sie werden sehen, dass der Induktionsbeweis die Vekto-
ren nach und nach, von unten rechts (dem Bild der grofiten Potenz
von N, die gerade noch # 0 ist) ausgehend, nach links und oben
aufbaut.



Beispiel 6. Lassen Sie uns das Argument des Beweises am Beispiel

0111
B_ 0 0 01
0 0 01
0 00O

ausprobieren. Fiir die Induktion miissen wir induktiv die Bilder
V — Bild(B) — Bild(B?) — ... kennen, also berechnen wir die
Bilder, indem wir jeweils eine Basis angeben:

Bild(B) = Span(eq, (e1 +e2 +e3))
Bild(B?) = Span(e;)
Bild(B%) =0
Ker(B) N Bild(B) = Span(e;)
Ker(B) = Span(ej, e; — e3)

Im Beweis konnen wir also damit beginnen, dass B: Bild(B?) — 0
die 0 Abbildung ist. Wir wihlen also eine beliebige Basis von
Bild(B?), zum Beispiel v| = e;.

Dann betrachten wir die Abbildung B: Bild(B) — Bild(B?):

Ker(B) NBild(B) — Bild(B) — Bild(B?).

Der erste Schritt ist also fiir alle bereits gewahlten Basisvektoren, die
noch kein Urbild haben, ein Urbild in Bild(B) zu wéhlen. Ein Urbild
von vi = eq ist vy := %(el + ey +e3).

Der néchste Schritt wire, die bereits gewdhlten Elemente des
Kerns von B zu einer Basis von Ker(B) N Bild(B) = Span(e;) zu
ergédnzen. Wir haben hierfiir aber schon eine Basis.

Der néchste Induktionsschritt betrachtet nun:

Ker(B) — V — Bild(B).

Wir suchen nun fiir alle bisher gewéahlten Basisvektoren, die noch

kein Urbild haben (das ist nur v, := %(el + e; + e3)) ein Urbild in V.

Ein Urbild ist v3 := %e4.

Jetzt miissen wir noch die Vektoren in Ker(B) — bisher nur v; = e;
— zu einer Basis erganzen, ich wéhle v4 = e; — es.

Jetzt haben wir v4 — 0 und v3 — v, — v; — 0 gefunden, also die
Jordanform:

vMaty(B) =

o O O O
o O O =
oS O - O
o O © O

Bemerkung. Es gibt verschiedene Algorithmen, um eine Basis zu
finden, beziiglich der eine nilpotente Abbildung Jordannormalform
hat, genauso wie es verschiedene Argumente gibt, warum solche
Basen existieren. Ich habe einfach einen Beweis fiir die Existenz
ausgesucht, den ich personlich besonders tibersichtlich fand, aber das
ist Geschmackssache. Unser Beweis liefert das folgende Verfahren
zur Bestimmung einer Jordanbasis:

LINEARE ALGEBRA 2 13

Das Bild ist der Spann der Spaltenvek-
toren, so sehen wir Bild(B).

Fiir Bild(B?) wende ich B auf die
gefundene Basis von Bild(B) an, was
etwas weniger Schreibaufwand als B2
zu berechnen ist, weil ich keine 4 x 4-
Matrizen miteinander multiplizieren
muss.
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Schritt 1 (Fiir welches m gilt N = 0?) Bestimme Bild(N) 2
Bild(N?) 2 ...Bild(N"~1) 2 Bild(N™) = 0 indem wir die
Abbildung N induktiv auf Basen der Vektorraume anwenden.

Schritt 2 Wahle eine Basis B,,_1 := Neu,,_; von Bild(N"~1).

Schritt 3 Wihle fiir alle Basiselemente aus Neu,,_1 Urbilder
{v1,..., v} in Bild(N"™~2). Priife ob B,,_1 schon eine Basis von
Ker(N: Bild(N"~2) — Bild(N™"!)) enthalt, falls nicht, wéhle
{w1,...,w}, die die vorhandenen Elemente zu einer Basis dieses
Kerns ergénzen. Setze Neu,,—p 1= {vy,..., v} U{wy,..., Wi}
und B, 5 := B,,_1 UNeu,,_». Das ist eine Basis von Bild(N""~?2).

Wiederhole: Wihle Urbilder von Neuy,—; und ergdnze die Elemente
des Kerns zu einer Basis des Kerns von Ker(N: Bild(N"3) —
Bild(N™~2)), bis wir bei V = Bild(N°) = Bild(idy) angekommen
sind.

Alle Verfahren funktionieren induktiv und suchen als erstes Basis-
vektoren fiir Elemente aus dem ldngsten Jordanblock. Bei unserem
Verfahren passiert das, weil wir mit dem Bild der grofiten Potenz
von N, die gerade noch # 0 ist beginnen, dieses Bild enthilt nur
Vektoren aus den Jordanblocken der maximalen Lange.

AUSs DEM VORIGEN SATz konnen wir nun das Resultat zur Jordan-
normalform ablesen.

Folgerung 7 (Jordannormalform fiir nilpotente Abbildungen). Ist
N:V — V eine nilpotente Abbildung eines endlichdimensionalen K-
Vektorraums, so existiert eine Basis v von V so dass die Matrix von N
beziiglich dieser Basis eine Blockmatrix ist, die aus Jordanblocken zum
Eigenwert 0 entlang der Diagonalen besteht:

J,(0 0 ... 0
yMaty (N) = 9 J(0)
: .0
0 Ce 0 ]f’m (0)

Die Jordanblicke sind dabei bis auf Reihenfolge eindeutig bestimmt.

Beweis. Die Existenz haben wir im vorherigen Satz bewiesen. Fiir
die Eindeutigkeit konnen wir die Bemerkung, dass die Langen
der Jordanblocke die Dimension der Kerne Ker(N), Ker(N?),...
bestimmt verwenden. Wir wissen, dass fiir eine Matrix der Form

J,(0 0 ... 0
0 ]Vz(o)

: " 0
0 0 ]rm(o)

Fiir alle diese Elemente gilt Nv = 0.
Diese Elemente werden im Verlauf des
Argumentes zu einer Kette der Lange m
erganzt.

Fiir die Urbilder gilt N>v = N(Nv) =0

Fiir die w; gilt wieder Nw; = 0, diese
werden noch zu einer Kette der Lange
m — 1 erganzt.



gilt dass:

dim(Ker(N)) = #{Blocke} = m
dim(Ker(N?)) = #{Blécke} + #{Blocke der Liange > 2} = m + #{r;|r; > 2}

dim(Ker(N")) Z #{i|r; > j}

i=1 —_——
#Blocke der Lange >j
Da in diesem Gleichungssystem in der I-ten Zeile jeweils die Un-
bekannte #{r;|r; > I} hinzukommt, kénnen wir umgekehrt aus
den Zahlen dim(Ker(N)),dim(Ker(N?)),...,dim(Ker(N")) die
Anzahle der Blocke jeder Lange bestimmen. Das zeigt die Eindeu-

tigkeit. O
Frage. Angenommen Sie haben von einer Matrix N: K0 — K0 perechnet,
dass

dim(Ker(N)) = 4

dim(Ker(N?)) =7

dim(Ker(N%)) =9

dim(Ker(N*)) = 10.

Was ist die Jordannormalform von N?

ANTWORT: 4 Jordanblocke, davon haben 7 — 4 = 3 die Lange > 2
also gibt es einen Jordanblock der Lange 1, es haben 9 — 7 = 2
Jordanblocke Lange > 3 und also genau einen Jordanblock der
Lange 2, und 10 — 9 = 1 die Lange > 4, also gibt es genau einen
Block der Lange 3 und einen der Lédnge 4, die Jordannormalform ist
also

Frage. Was ist wenn Sie stattdessen

dim(Ker(N
dim (Ker(N?
dim(Ker(N>

berechnet haben?

ANTWORT: Dann haben Sie sich verrechnet, da
dim(Ker(N?)) — dim(Ker(N)) =6 —4 =2
bedeutet, dass es 2 Jordanblocke der Lange > 2 gibt und
dim(Ker(N?)) — dim(Ker(N?)) = 3

bedeutet, dass es 3 Jordanblocke der Lange > 3. Das passt nicht
zusammen.

LINEARE ALGEBRA 2
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Die Normalform fiir allgemeine Abbildungen

Da wir jetzt verstanden haben, wie wir fiir nilpotente Abbildun-
gen gute Basen finden, ergibt sich der allgemeine Fall mit Hilfe

der Hauptraumzerlegung erfreulich leicht. Wiissten wir fiir eine
Abbildung A: V — V statt A" = 0 stattdessen (A — cidy)" =0, so
konnten wir das Verfahren auf N := A — cidy anwenden und finden
eine Basis vy, ..., v, so dass

]Vl (0) 0 . 0
Maty(A—cidy) = | O 2O
' 0
0 O ]rm (0>

Das bedeutet aber, dass

vMaty(A) = yMaty (A — cidy) + yMaty(cidy)

Jn(0) 0 ... 0 c 0 ... 0
B Y )R S D AU
: TS 0 : ) .0
0 0 J,(0) 0O --- 0
]rl(c) 0 0
— 0 ]Vz(c)
: . . 0
0 O ]rm(c)

Ist det(A —tidy) = (c — )", so wissen wir also wie wir eine Basis
finden, beziiglich derer die Matrix eine Blockmatrix der Form

[c]

R

C|1
C

ist. Die Blocke sind dann wieder bis auf Reihenfolge eindeutig
bestimmt. Fiir eine allgemeine Abbildung kénnen wir zunéchst V in
die Hauptraume Hau(A4, ¢;) = ker((A — ¢;idy)") zerlegen und dann
dieses Ergebnis auf jeden Hauptraum anwenden. Das Ergebnis
fassen wir im folgenden Satz zusammen.

Satz (Jordannormalform). Sei A: V — V eine lineare Abbildung mit
charakteristischem Polynom

r

det(A —tidy) = H(C,‘ — )"
i=1



wobei ¢y, ..., ¢, € K paarweise verschieden sind. Dann existiert eine Basis
v von V so dass die Matrix von A beziiglich dieser Basis eine Blockmatrix
ist, die aus Jordanblocken zu den Eigenwerten cy, ..., c, entlang der
Diagonalen besteht:

]71 (Cl) 0 “e 0
Mat(A)=| O
: . . 0
0 e 0 ]rm (Cr)

Die Jordanblicke sind dabei bis auf Reihenfolge eindeutig bestimmt.
Die Summe der Grofien der Blocke zu fixiertem Eigenwert c; ist dabei
genau die Vielfachheit n; der Nullstelle c¢; des charakteristischen Polynoms.

ZWISCHENFRAGE AUS DEM PUBLIKUM: Wie rechnen wir damit die
Potenzen von A aus? Das haben wir in der Vorlesung an dieser Stelle
beantwortet, im Skript mochte ich es nach dem Beweis einftigen.

Beweis. Die Existenz konnen wir aus den bereits gezeigten Resulta-
ten ablesen:

1. Nach der Hauptraumzerlegung ist V = @ Ker((A — ¢;idy)").

2. Firjeden der Hauptraume Hau(A,c;) = Ker((A — ¢;idy)")
konnen wir den Satz tiber die Jordannormalform fiir nilpotente
Abbildungen auf die Abbildung

N; := (A —C idV)|Hau(A,ci) : Hau(A, Cl') — Hau(A, Ci)

anwenden und erhalten eine Basis B; = {v1,...,Vy, i}, so dass

]ri,l (Cl) 0 PPN
s, Matg, (Alpgau(a,) = 0 Jryle) O
. .

aus Jordanblocken zum Eigenwert c; besteht.

3. Zusammen bilden die Basen B; fiir die Hauptraume Hau(A4, ¢;)
eine Basis B = UB; von V, beziiglich der die Matrix eine Blockma-
trix der gewiinschten Form ist.

Die Eindeutigkeit bis auf Reihenfolge ergibt sich aus dem Resultat
fir nilpotente Abbildungen, denn die Hauptraume sind nach
Definition Ker((A — ¢;idy)"), fiir eine Jordanmatrix ist dieser Kern
nach Konstruktion gerade die lineare Hiille der Basisvektoren die
zu den Spalten der Jordanblocke zum Eigenwert c; gehoren. O

EINE ANWENDUNG der Jordannormalform ist eine Formel fiir die
Potenzen einer linearen Abbildung. Damit kénnen wir insbesondere
verstehen, wie die Bilder v, Av, A2v, ... fiir einen beliebigen Vektor v
aussehen.

Da die Potenz einer Jordanmatrix die Blockmatrix ist, die aus den
Potenzen der Jordanblocke besteht, gentigt es, uns zu {iberlegen, wie

Eine Matrix in Jordannormalform:

LINEARE ALGEBRA 2
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wir die Potenzen J,(c)" eines Jordanblocks berechnen. Fiir den Ei- c 1.0
genwert 0 wissen wir, dass die Potenzen von J,(0) dadurch gegeben c 1 0
sind, dass wir die 1sen jeweils auf die ndchst hohere Nebendiagonale Jr(c) =
schreiben:

o
o
—_
o O
o O
o
—_

o
o o O

c 0 0 01 0 0\\°
Jr(c)? = 0 = 0 + 0 0 ausmultiplizieren
. '.' '.‘ 0 : 1
0 ... 0 ¢ 0 .0
2
c 0 0 c 0 0
0 0 0 0
= + o J,(0)
0 o
0 ... 0 ¢ 0 0 ¢
c 0 0
0 0
+Jr(0)o | + J,(0)?
: 0
0 0 ¢
2 0 0 0 ¢ 0 O 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 c 0
0 0 2 0 0 0 .0

B o . .1
: 2c
0 ... ... ¢?

Wir haben hier wie bei der 1. binomischen Formel einfach das
Produkt

(x+y)?=(x+y) (x+y) =x>+xy+yx+y

ausmultipliziert und hier Gliick, dass die Matrizen cE, und J;(0)
kommutieren, d.h. es gilt

(¢En) © J#(0) = J#(0) o (cEn) = c - J;(0).

Das konnen wir fiir die hoheren Potenzen genauso berechnen, wenn
wir die allgemeine binomische Formel fiir die hoheren Potenzen
(x +y)" kennen.



DIE ALLGEMEINE BINOMISCHE FORMEL konnen wir uns leicht
tiberlegen, indem wir bemerken, dass wir beim Ausmultiplizieren
des Produkts

(x+y)-(x+y) - (x+y)=x"+n-x""ly+...

n-Faktoren

einfach die Summe {tiber alle Moglichkeiten ist, in den n Faktoren
(x +y) entweder x oder y auszuwéhlen. Den Term x" erhalten wir,
wenn wir in allen Faktoren x wéhlen, x" !y wenn wir in einem
der n Faktoren y und in allen anderen x wahlen, davon gibt es n
Moglichkeiten. Den Term x"~2y? erhalten wir, wenn wir in 2 der n
Faktoren das y wiahlen. D avon gibt es @ Moglichkeiten, denn
fiir das erste y haben wir n Moglichkeiten, danach bleiben n — 1
mogliche Faktoren, fiir das zweite y, macht n(n — 1), aber damit
zédhlen wir alle Moglichkeiten doppelt, denn bei der Wahl der s ist
die Reihenfolge egal. Allgemein finden wir also den Term x"
wenn wir aus k Faktoren den Summanden y wahlen, dafiir gibt es

(’]Z) = w viele Moglichkeiten. Damit erhalten wir die
Formel:

(x+y)" =x"+ (711) X ly (;) X2t (n ﬁ 1>xy”1 +y"

Hierbei ist (]) = (,,”;) = n, denn n — 1 mal y auszuwéhlen ist das
gleiche wie einmal x auszuwdahlen.

FUR DIE POTENZEN VON J,(c) erhalten wir darum:

Jr(e)"

(cEr + J-(0))"
= "E, + (T) " (0) + (Z) 202 + - 4 T (0)"

_ é (’Z)c”—k],(O)k.

Da fiir k > r gilt, dass ]r(O)k = 0 die Nullmatrix ist, kénnen wir in
der Summe sogar alle Terme mit k > r weglassen, selbst fiir grofSe n
hat diese Summe also nur * Summanden.

Da die k-te Potenz von J,(0) genau auf der k-ten Nebendiagonalen
1-sen hat, bedeutet diese Formel, dass

o (rll)cn—l (g)cn—z (Vﬁl)cn—(r—l)
e @
Jo(e)" = ()2
(et
o

Damit haben wir eine Formel fiir die Potenzen einer Matrix in
Jordannormalform gefunden.

LINEARE ALGEBRA 2 19

Das Symbol (}) heiflt Binomialkoeffizient
weil es in der binmischen Formel
vorkommt.

Es bezeichnet einfach die Anzahl der
Moglichkeiten k Elemente aus einer
Menge mit n Elementen auszuwahlen.
Auf Englisch wird es darum als ,,n
choose k” gelesen, auf Deutsch sagen
wir leider ,n iiber k”, obwohl , wihle
k aus n” besser daran erinnern wiirde,
was das Symbol bedeutet.

Die Formel (}) = w =
#Lk), haben wir uns gerade tiber-
legt, es gibt fiir die Wahl des ersten
Elementes n Moglichkeiten, fiir das
zweite dann n — 1 usw, fiir das k-te
Element bleiben noch n — (k — 1) tibrig,
wasn(n —1)---(n— (k—1)) Mog-
lichkeiten ergibt, fiir die Reihenfolge
von k Elementen hatten uns bei der
symmetrischen Gruppe schon iiberlegt,
dass es dafiir k! viele Moglichkeiten
gibt.
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Bemerkung (Potenzen von A aus der Jordannormalform berech-
nen). Die Formel fiir die Potenzen einer Matrix hatten wir in der
linearen Algebra 1 schon zum Losen linearer Rekursionen verwen-
det. Dafiir benotigen wir nicht nur die Normalform, sondern auch
eine Basis v beztiglich der die Matrix A dann Normalform hat, denn
dann gilt wegen der Formel fiir den Basiswechsel, dass

A" = BoyMaty(A)" 0 B~

fiir die Matrix B deren Spalten die Vektoren der Basis v sind.

In einer Ubungsaufgabe werden Sie zeigen, dass fiir die Matrizen,
die lineare Rekursionen beschreiben tatsdchlich immer Jordanblocke
maximaler Lange auftreten.

Bemerkung (Anwendung bei linearen Differentialgleichungen).
Eine andere Anwendung der Formel fiir Potenzen einer Matrix wird
Ihnen vielleicht in der Analysis oder in der Vorlesung , Mathemati-
sches Modellieren” begegnen. Das Verhalten von kontinuierlichen,
z.B. physikalischen, Prozessen wird of durch Differentialgleichungen
beschrieben, das einfachste Beispiel ist vielleicht die Schwingung
einer Feder die durch f”(t) = —c - f(t) beschrieben werden kann.

Bei anderen Prozessen treten auch héhere Ableitungen (£ (t) :=
n-te Ableitung) und Linearkombinationen von Ableitungen auf, zum
Beispiel also Gleichungen der Form

FOt) = aof (1) + arf (1) + -+ +ap fOV(),

die Sie vielleicht an die linearen Rekursionen erinnern. Mit dem
gleichen Trick, den wir dort verwendet hatten, konnen wir diese
Gleichung umschreiben als

MO ANIOERY £(2)
£7(1) £(t) £(t)

fwy )\ e £

Wenn wir uns dann an die Gleichung (e”)’ = ae™ erinnern,
f(0)
f(0)

konnten wir versuchen, mit der Formel e4f o ) eine

£=1(0)

Losung aufzuschreiben, wobei
_ L oAngn
et = E n'A ",
n=0"""

Das funktioniert tatsdchlich — Sie miissen sich hier natiirlich tiber
die Konvergenz der unendlichen Summe und die Rechenregeln fiir
Ableitungen Gedanken machen — aber um die unendliche Summe
ausrechnen zu konnen, brauchen Sie in jedem Fall eine Formel fiir
A" und die haben wir gerade gefunden.

ERINNERUNG: B = (vq,...,vy) ist

die Matrix, die v-Koordinaten in e-
Koordinaten tibersetzt (wir hatten
diese Abbildung Komb, genannt)

und umgekehrt rechnet B -1 die
Standardkoordinaten in v-Koordinaten
um (das war Koordy).

Die zweite Ableitung f” ist die Ge-
schwindigkeit und bei einer idealen
Federn hiangt die Kraft linear von der
Auslenkunng f ab, das Newtonsche
Gesetz , Kraft ist Masse mal Beschleuni-
gung.” liefert dann die Gleichung.

ERINNERUNG: Die Exponentialreihe,
bzw. Expnentialfunktion

ist die eindeutige Potenzreihe fiir
die (¢¥) = e*und e® = 1 gilt,
d.h. die Steigung der zugehorigen
Funktion ist an jeder Stelle gleich dem
Funktionswert.

Wir werden uns spater noch einmal
iiberlegen, dass aus dieser Eigenschaft
die zweite niitzliche Gleichung

€x+y — % . oY

folgt, was die Notation als ,,e hoch x*“
erklart.

Abbildung 1: Funktionsgraph e*
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Es 1sT HOCHSTE ZEIT FUR EIN BEISPIEL. Lassen Sie uns einmal
anschauen, wie wir das Argument aus dem Beweis zur Jordannor-
malform benutzen konnen, um die Jordannormalform fiir eine
gegebene Matrix A zu berechnen:

1 1 -1 -1 1
-1 3 -2 0 2
A= 0 0 1 1 0
0 0 O 1 0
0o o 0 0 1

SCHRITT 1: Bestimme das charakteristische Polynome und damit die
Eigenwerte von A. Die Matrix ist eine Blockmatrix, also gilt

1-t 1 -1 -1 1
-1 3—t =2 0 2
det(A — tE5) = det( 0 0 1-t 1 0
0 0 0 1-t 0
0 0 0 0 1-—t¢

=((A-0)B-+1)- (1= =11 —1t))
= (P —4t+4)-(1-1)3=(t-2)21-1)>

Die Eigenwerte sind also der dreifache Eigenwert 1 und der doppelte
FEigenwert 2.

SCHRITT 2: Bestimme die Bestimme die Hauptriume und Jordanbasen
fiir die Hauptriume. Ich berechne dazu die die Kerne von (A —
cid)™ fiur m = 1,2,3, die Dimensionen geben mir dann schon die
Jordannormalform an:

Eigenwert 1: Berechne Ker(A — 1 - Es) mit Gauflverfahren:

o 1 -1 -1 1 :
-1 2 -2 0 2 -1 2 -2 0 2 ﬁ+
0 0 O 1 0 (O 1 -1 -1 1> i+ | —2
0 0 O 0 0 0 0 O 1 0
0 0 O 0 0
-1 0 0 00
erhalte 0 1 -1 0 1
0O 0 0 10

Der Kern ist also 2-dimensional, es gibt also 2 Jordanblocke zum

dreifachen Eigenwert 1, die Jordannormalform zu diesem Eigenwert
110

muss also bis auf Reihenfolge der beiden Blocke | 0 1 0 | sein.
0 01
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Berechne (A —1- E5)?:

01 -1 -1 1 01 -1 -1 1
-1 2 =2 0 2 -1 2 -2 0 2
= 00 0 1 0 00 O 1 0
00 0 0 00 0 0O
0 0 0 00 00 0 00O
-1 2 -2 -1 2
-2 3 -3 -1 3
= 00 0 00
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

Diese Matrix hat in der Tat Rang 2, also einen 3-dimensionalen Kern.
Fiir eine Basis des Kerns konnen wir die Matrix auf Zeilenstufenform
umschreiben:

1 -2 21 -2 ; 1 0 0 -1 0
(0 —111—1)|—2} N(o -1 1 1 —1)

Daran konnen wir eine Basis ablesen:

0 1 0
1 1 -1
W] = 1 | ,wy= 0 |, w3y= 0
0 1 0
0 0 1

Dieser Raum hat die Dimension des Hauptraums, also haben wir
den Hauptraum gefunden.

Jetzt bestimmen wir eine Jordanbasis fiir die nilpotente Abbildung
A —1-id auf dem Hauptraum, indem wir die Bilder unserer Basis
berechnen. Das Bild des Hauptraumes unter A — 1 -id ist:

Span <(A - 1E5)W1, (A - 1E5)W2, (A — 1E5)W3)

e}

)= spon

= Span (

o O © o o
O O - =k O
oS O © O
O O - =k O
—

Damit wihlen wir v; = als Basis des Bildes. Ein Urbild die-

O O =k = O

ses Vektors unter der Abbildung ist vy := wy = . Schliefslich

[ N

miissen wir v; noch zu einer Basis des Kerns von A — id ergidnzen.



Dazu schauen wir die Zeilenstufenform der Matrix an und finden

0
-1
V3 = 0
0
1

. Damit haben wir eine Jordanbasis vy, v, v3 fiir den

Hauptraum zum Eigenwert 1 gefunden.
Eigenwert 2: Ker(A — 2Es) :

-1

-1 1 -1
-1 1 -2
0 0 -1
0 0 O
0 0 O

0
1

-1

0

1
2
0
0
-1

| —1 -1 1 -1

<—j+ j+ + 0 0 O
0 0 -1
0 0 O
0 0 O

-1
0
1

-1
0

Der Kern ist eindimensional, es gibt also nur einen Jordanblock zum

Eigenwert 2.

Berechne (A — 2 - E5)?:

I
o o oo

0

o O O O

0

O O O = =

[ I NN )

0

Basis wy = e =

-1 -1 1 -1 1 -1 -1 1
-2 0 2 -1 -2 0 2
-1 1 0 00 -1 1 0
0 -1 0 00 0 -1 0
0o 0 -1 00 0 0 -1
10
??
??
17
01
Ich rechne die letzten Eintrdge nicht mehr aus, weil ich schon die
1 0
0 1
0 | ,ws =e = 0 | des Kerns sehe. Da
0 0
0 0

der Hauptraum 2-dimensional ist, haben wir hiermit eine Basis des

Hauptraum bestimmt.

Jetzt bestimmen wir eine Jordanbasis fiir die nilpotente Abbildung

A —2-id auf diesem Hauptraum. Das Bild des Hauptraumes unter

A—2-id ist:

Span ((A —2Es5)wy, (A — 2E5)W5)

= Span (

-1
-1
0

o O

Damit wihlen wir vy =

S O O =

)= spon

el el el
O O O =) =
N—

als Basisvektor, ein Urbild dieses

OO

LINEARE ALGEBRA 2 23
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Vektors ist v5 = ejp.
Damit haben wir eine Jordanbasis fiir A gefunden:

0 1 0 1 0
1 1 -1 1 1
V1 = 1 , Vo = 0 , V3 = 0 , V4 = 0 , V5 = 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

fur die wir wissen

Av] = vy, Avy = V| +Vp, Avy = v3, Avy = 2vy, Avs = 2v5 + vy

und also Probe:A - (v1vav3vavs) =
11000 1 1 -1 -1 1 0
01000 -1 3 -2 0 2 1
vMaty(A)=1 0 0 1 0 0 8 8 (1) } 8 : (1)
00021 0 0 0 0 1 0
0 00 0 2
0 1 0o 2 1
Bemerkung (Jordanzerlegung). Jede Jordanmatrix 12 -1 23
= 1 1 0o 0 0
0o ... 0 01 0 0 O
Jrner) ‘ 00 1 0 0
[ = 0 R : = (v1(v1 + v2)v3(2vy)(va + 2v5))
: .0
0 - 0 Jnle)
kénnen wir als Summe einer Diagonalmatrix J4;,¢ und der nilpoten-
Jn() 0 ... 0
. o .o . :
ten Matrix [y, = schreiben, wobei
S 0
0 e 0 ], (0)

die Matrizen Jyigq, Jni1p kommutieren.
Damit konnen wir also auch jede n x n Matrix A als Summe

A = Aging + Anitp

schreiben, wobei A, eine diagonalisierbare Matrix und A,
nilpotent ist und aufSerdem

Adiug o Anilp = Anilp o Adiag

gilt.
Es ist nicht schwer zu beweisen, dass diese Eigenschaften die
Zerlegung eindeutig bestimmen, das mochte ich hier aber nicht tun.

Bemerkung (Geometrische Interpretation der Jordannormalform).
Eine Jordanmatrix

c 1 0 0

c 1 0

Jr(c) = 0
1

a

O = O

=]

SO O ==

[eNeNel el
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mit ¢ # 0 konnen wir als Produkt

c1 0 -0 c 00 -0 1o o0

e
—
9}
N—
I

o

|
o
O
o

a =
o
() —_ Al

|
o
o
o

—_ 0=

schreiben. Die Abbildung ist also die Komposition einer Streckung
mit dem Faktor ¢ mit einer Scherung. Wir kénnen also jede lineare
Abbildung in geeigneten Koordinaten als Komposition von einer
Streckung und einer Scherungen verstehen.

Jede Matrix geniigt ihrem charakteristischen Polynom

Zum Abschluss dieses Kapitels mochte ich noch ein Resultat nach-
tragen, das wir bei unserem Zugang zur Jordannormalform nicht
verwendet haben, das aber einfach ein schones Resultat ist und au-
lerdem im Argument noch einmal anschaut was beim wiederholten
Anwenden einer linearen Abbildung A auf einen Vektor v passiert.

Satz 8 (Cayley-Hamilton). Jede Matrix geniigt ihrem charakteristischen
Polynom, d.h.: Ist A: V — V eine lineare Abbildung eines n-dimensionalen
Vektorraums, und charpol 4 (t) = det(A — tidy) das charakteristische
Polynom von A, so gilt

charpol , (A) = 0.

LAssEN SIE UNS DIE NOTATION ENTSCHLUSSELN: Das charakte-
ristische Polynom, ist ein Polynom mit Koeffizienten in K, also ein
Ausdruck der Form
p(t) =ag+art+ -+ a,t"
:a0t0+a1t+~~~—|—ant” setze 10 := 1.
Fiir eine Endomorphismen A: V — V (oder n X n-Matrizen) hatten
wir A" = Ao ---o A definiert, dafiir ist genauso A0 = idy sinnvoll,
a/_/

m—Faktoren
weil , A o-mal anwenden=nichts tun”. Damit setzen wir

p(A) = agA + a1 A+ -+ a, A" End(V) = {A: V — V| A linear}
=agidy +a1A+--- +a,A" € End(V).
Diese Definition liefert also fiir jedes A eine Abbildung
K[t] = End(V)
pt) = p(A)
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die mit + und o vertraglich ist, d.h. fiir alle Polynome p, g € K|t] gilt

(p+4)(A) = p(A) +q(A) und (p - q)(A) = p(A) © 4(A).
Die Formel charpol 4, (A) = 0 bedeutet damit, dass charpol ,(A) €
End(V) die 0-Abbildung auf V ist.

PLAUSIBILITATSTEST: Fiir diagonalisierbare Matrizen kénnen wir
die Aussage einfach ablesen, indem wir eine Basis aus Eigenvek-
toren vy, ..., v, zu Eigenwerten c1,...,c;, € K wihlen. Dann ist
charpol 4 (t) = ITiL;(c; — t) und fiir jedes der v; gilt daher
charpol 4 (A)v; = [(ciid—A)o (cjidy —A)v;
i#]
=] ](ciid—A)(0) = 0.

i#]
Und eine lineare Abbildung die eine Basis auf 0 abbildet, ist die
0-Abbildung.

Beweis des Satzes. Ist charpol 4(t) = ag + ayt + - - - + a,t", so miissen
wir zeigen, dass fiir alle v € V die Gleichung

charpol 4 (A)v := agA% + 1 AV + - - 4+ a, AV
= a0v+a1Av+-~+anA”v; 0eV.

gilt.

Dazu wihlen wir uns eine geschickte Basis von V: Ist v # 0 (fir
v = ( ist nichts zu zeigen), so wéhlen wir die kleinste ganze Zahl m
fiir die die Vektoren v, Av, ..., A™v linear abhingig sind. (Spatestens
fur m = dim V = n sind die Vektoren linear abhéngig.)

Dann sind v, Av, ..., A" 1y linear unabhingig und wir konnen
also A™v als Linearkombination

A" =gV + ClAV+ -+ 1 A" v

schreiben.

Erganzen wir die Vektoren v, Av, .. ., A"y 7y einer Basis
B=v,Av,...,A" v, w,,...,w,_1 von V, so ist die Matrix von A
beztiglich dieser Basis eine Blockmatrix:

0 ... 0 ¢ ?
1 0 0 ¢ 2

gMatg(A)=1 0 . 0 : 2
0 1 Cpn—1 ?

M

wobei M eine (n — m) x (n — m)-Matrix ist und ? Eintrdge, die wir
nicht kennen. Daher ist

charpol , (t) = charpol,(t) - det(

0 1 Cp1—1t

Immerhin wissen wir, dass die

n + 1 Vektoren v, Av, ..., A"vim
n-dimensionalen Vektorraum V linear
abhingig sein miissen. Die Frage ist
nur, wieso die Koeffizienten des charak-
teristischen Polynoms eine nichttriviale
Linearkombination fiir diese Vektoren
angeben.
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Darum gilt Diese Determinante hatten Sie im
ersten Semester berechnet.

charpol 4 (A)v = charpol,,(A) ((—1)’” A" —cp A"y — cov)

=0







Skalarprodukte und Abstandsbegriffe

Anschauliche Herleitung des Lingenbegriffs

Der Satz des Pythagoras besagt, dass in einem rechtwinkligen Drei-
eck in der Ebene die Lange der Hypotenuse ¢ durch die Gleichung

A=a*+ b

bestimmt ist und umgekehrt ein Dreieck genau dann rechtwinklig
ist, wenn diese Gleichung gilt. Dieser zweite Teil der Aussage wird in
Schulbtichern oft tiberschlagen.

Im Vektorraum R”, oder zumindest in der Ebene R? und im
3-dimensionalen Raum IR® kénnen Sie damit den Abstand zwischen
zwei Punkten, bzw. die Lange eines Vektors mit dem Satz des
Pythagoras berechnen

||<Z>||:m,

wir schreiben dabei ||v| € R fiir die Lange des Vektors v. Induktiv
konnen Sie sich im R® analog die Formel

X1
Il 2 [I=yxd+x3+23
X3

anschaulich tiberlegen. Darum definieren wir im IR” die Lange
eines Vektors als

X1

Il [ l=y/x3+ 422

Xn

Die Umkehrung des Satzes von Pythagoras, kénnen wir dann
X1

benutzen, um zu priifen, ob zwei Vektoren v = : W =
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n
: senkrecht aufeinander stehen, denn
Yn
X1+
2 2
lv+wl|* = [
Xn + Yn

= (x1 +]/1)2+ R (xn +]/n)2
= (¥ + 2011 +yi) + -+ (x5 4+ 22090 + Y3)

n
= V> +2)" xjy; + |wl?
=1

Definition 9. Das Standardskalarprodukt auf R" ist die Abbildung
(, )R'xR"—-R
die durch die Formel

X1 n

gegeben ist.
Zwei Vektoren v, w heifien senkrecht (oder orthogonal) beziiglich
( , ), wenn
(v,w) = 0.

Wir schreiben v 1 w fiir ,,v ist senkrecht zu w”.
Die Linge (oder Norm) des Vektors v € IR" ist

vl =/ (v, ).

Bemerkung. An der Definition der Lange eines Vektors konnen wir
die folgenden Eigenschaften sofort ablesen:

1. |c-v| = |c| - ||v]| fiir alle c € R, v € R™.
2. Ein Vektor hat genau dann die Léange 0, wenn v der 0 Vektor ist:

[v|=0<v=0.

wir werden uns gleich noch die Dreiecksungleichung
[v+wl <[]+ |wl
tiberlegen, die wir fiir jeden Abstandsbegriff fordern wiirden.

Bemerkung. An der Definition des Standardskalarprodukts konnen
wir die folgende Eigenschaften ablesen:

1. (Symmetrisch) Es gilt (v, w) = (w, v) fiir alle v,w € R".

Wir koénnten die Formel auch als
X1 n

(0 = || @ pP=Gux)e
Xy Yn

also als Multiplikation einer 1 X 1 mit
einer n x 1-Matrix schreiben.

n

Yn



2. (Bilinear) Die Abbildung ( , ) istin beiden Variablen linear:

{(av +bv',w) = a{v,w) + b(v/,w) und

(v,aw +bw') = a{v,w) +b{v,w)ftr alle a,b € R,v,v/,w,w € R".

3. (Positiv definit) Fiir alle v € R" gilt
(v,v) >0

und
(v,v) =0&v=0.

WARNUNG: Ab jetzt miissen wir in Beweisen ausschliefilich mit
der obigen Definition von senkrecht argumentieren, dann das ist
die einzige, die wir formal festlegen konnten. Die geometrische
Vorstellung wird uns helfen, Ideen fiir Argumente zu finden, aber
um einen Beweis aufzuschreiben miissen wir uns auf die Formeln
verlassen.

Als erste Probe, sollten wir vielleicht noch einmal nachpriifen,
dass der Satz des Pythagoras fiir unsere Definition jetzt wirklich
stimmt. Wir hatten die Definition gerade so eingerichtet, aber die
Rechnung kénnen wir mit dem Skalarprodukt tibersichtlicher
aufschreiben.

Behauptung 10. (Satz des Pythagoras fiir senkrechte Vektoren) Zwei
Vektoren v,w € R" sind genau dann senkrecht zueinander, wenn

[v+wl? = vI? + |wi? gilt.
Beweis. Wir rechnen die Lange der Summe mit der Definition aus:

Iv+w|?=(v+w,v+w) Definition der Lange
=(v+w,v)+(v+ww) bilinear
= (v,v) + (w,v) + (v,w) + (w,w) bilinear
= |v|? +2(v,w) + |w]|? symmetrisch.

Der Letzte Term ist genau dann gleich |v|? + |w|? wenn (v, w) = 0
ist und das bedeutet gerade v L w. O

DIE GEOMETRISCHE INTERPRETATION von ,senkrecht” liefert
uns eine neue Interpretation fiir die Losungsmenge einer linearen

Gleichung
apxy+ -+ ayxy, =0
a
denn wenn wir a := : schreiben ist diese Losungsmenge
an
X1
{v: : EIR”|<a,V):0}

Xn
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Die Linearitét in der zweiten Variablen
folgt automatisch, wenn wir Symmetrie
und Linearitét in der ersten Variablen
wissen.
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die Menge der Vektoren, die senkrecht zu a sind. Der Vektor der
Koeffizienten der Gleichung ist also ein Normalenvektor fiir die
Hyperebene die durch die Gleichung definiert wird. Ende Vorlesung 19.4.

Bemerkung. EINE GEOMETRISCHE INTERPRETATION DES SKALARPRO-
DUKTES (v, w) konnen wir aus den Rechenregeln und der Interpre-
tation (v,w) = 0 < v L w ableiten: Sind v,w € R"” mit v # 0, so
kénnen wir w leicht als Summe w = a - v + wV schreiben, wobei
w1V € R” ein Vektor ist, der senkrecht zu v ist, indem wir bemerken,

dass w :
| WLV
1
1

(w,v)
(w— V) v) 1w, v
denn
—<w'v>vv = (w,Vv) — (w,v)vv
W o) = () = (Ftv )
=(w,v {w, v V,V) =
(wv) = e (v,v) = 0
Also haben wir
B <W,V>V W <w,v>V
w= (v,v) +( (v,v) )
——
€R-v 1lv
=<Wr”7”>'”7“+(wf<w/m>'m)'
Der Ausdruck v
<me>

ist also die Lange der orthogonalen Projektion von w auf v, d.h.
(w, v) ist die Lange der orthogonalen Projektion von w multipliziert
mit der Lange von v, kurz:

Hat v Liinge 1, so ist
(v, w) die Liinge der orthogonalen Projektion von w auf v.

Anders formuliert sollten wir m =: cos(£(v,w)) als Cosinus
des Winkels zwischen v, w interpretieren kénnen und damit auch
eine mogliche Definition dafiir finden, was wir mit Winkeln genau
meinen. Dafiir miissten wir aber insbesondere wissen, dass diese
Zahl iiberhaupt zwischen —1 und 1 liegt. Das tiberlegen wir uns

gleich noch.

JETZT SOLLTEN WIR uns noch die Dreiecksungleichung tiberlegen.
Wir wissen schon, dass

Iv+wl? = [v]* +2(v, w) + |w]?

fiir alle v, w gilt. Wir miissen fiir die Dreiecksungleichung also
zeigen, dass
(v, W) < V]| - [w]

gilt. Diese Ungleichung heifit Cauchy-Schwarz Ungleichung.



Lemma 11 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Fiir alle v,w € R" gilt
(v, W) < lv] - [w]

und Gleichheit gilt genau dann, wenn die Vektoren v, w linear abhingig
sind.

Beweis. Wenn v = 0 gilt, so stimmt die Aussage, da in diesem Fall

beide Seiten der Ungleichung 0 sind und insbesondere v = Ow. Ist
v # w so konnen wir w wie oben in die orthogonale Projektion von
w auf v und einen dazu senkrechten Vektor zerlegen:

w= <W'V>V—|— (w— <<‘::’/:>>V>

€R-v dv

Da die beiden Summanden senkrecht zueinander sind, konnen wir
damit die Lange von w berechnen als

w2 = | v 4 (- )
W,V 2 W,V
e [
W,V 2 W,V
- <<v,, >> + H( <(v,/v>> V) I
>0

Multiplizieren wir Diese Gleichung mit |v|? erhalten wir dquivalent:

21wl — 2 2 - (w,v) 2
VI WP = (v, v)2 = VP (w = 50 ) P
>0
Also gilt in der Tat:
Ivilw] = [(w, v)]
und Gleichheit gilt genau dann, wenn || (w - <<:,V:,’>> v) | = 0,also
w = <<w V>> v gilt. O

EIN KLEINES WUNDER passiert, wenn wir bemerken, dass wir den
Beweis zwar mit einer geometrischen Uberlegung gefunden haben,
im Beweis dann aber nur die Rechenregeln fiir das Skalarprodukt
verwendet haben.

Wenn wir zum Beispiel das Integral von z.B. stetigen Funktionen,
oder einfach von Polynomen iiber ein Intervall betrachten

1
(£,8) = [ £x)-g(x)dx = (£.g)

dann ist diese Zuordnung ebenfalls sichtbar symmetrisch, bilinear

und (f, f) = fo

deren Funktionswerte alle > 0 sind nur dann 0 wenn f(x) = 0 fiir
alle0 < x < 1.

x)2dx ist als Integral iiber eine stetige Funktion
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Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
ist fiir das Skalarprodukt, was die
Dreiecksungleichung fiir die Norm ist.

Merkhilfe: Es gibt viele Beweise fiir die
Ungleichung, manche mit Trick, dieser
kommt fast ohne Trick aus. Ich merke
mir das als:

,Die Cauchy-Schwarz Ungleichung
konnen wir beweisen, indem wir
einen der beiden Vektoren in seine
orthogonale Projektion auf den
anderen und den dazu senkrechten
Vektor zerlegen”.

Eigenschaften von ( , ):
1. (Symmetrisch) (v, w) = (w, V)

2. (Bilinear) Die Abbildung ( , ) ist
in beiden Variablen linear.

3. (Positiv definit)

(v,v)=0&v=0.
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Damit konnen wir die Argumente von oben abschreiben und
erhalten:

1(f,8)] = /Olf(x) -g(@)dx| < |f]- gl
wobei |f| = v/{f, f) = \/ [y f(x)2dx ist.

Ohne die Geometrie wiaren wir aber vielleicht nicht darauf

gekommen fiir f # 0 die ,Projektion von g auf f“, also 2;?; .

f anzuschauen, zumal dieser Ausdruck ohne die Abkiirzende
Schreibweise (f, ) fiir das Integral furchtbar aussieht!

Das ist vielleicht ein guter Grund, um Abbildungen mit den
Eigenschaften des Standardskalarproduktes einen eigenen Namen
zu geben. Das machen wir im néchsten Abschnitt.

Exkurs: Skalarprodukte auf reellen Vektorriumen

Wie gerade gesehen, konnen wir geometrische Ideen, die wir in

Termen der Eigenschaften des Standardskalarproduktes formulieren
und beweisen konnen, auf Problem {ibertragen, die nicht geometrisch
aussehen. Deshalb geben wir dieser Struktur einen eigenen Namen.

Definition 12. Ein Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum V ist eine
Abbildung

(, ):VxV=R

(v,w) = (v, w)
fiir die die folgenden Rechenregeln gelten:
1. (Symmetrisch) Fiir alle v,w € V gilt (v, w) = (w, V).
2. (Bilinear) Die Abbildung ( , ) istin beiden Variablen linear:

{(av +bv',w) = a(v,w) + b(v/,w) und

(v,aw +bw') = a{v,w) + b{v,w')fiir alle a,b € R,v,v/,w,w' € V.

3. (Positiv definit) Fiir alle v € V gilt
(v,v) >0

und
(v,v) =0&v=0.

Ein euklidischer Vektorraum ist ein R-Vektorrraum V, zusammen mit
einem Skalarprodukt ( , ).

Beispiel 13. Wir hatten zwei Beispiele gesehen
1. Unser Standardskalarprodukt ( , ): R" — R".

2. Das Integral auf dem Raum der reellen Polynome V = R[t] mit

()= [ pl)- ()i

Die Linearitét in der zweiten Variablen
folgt automatisch, wenn wir Symmetrie
und Linearitét in der ersten Variablen
wissen.
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Hier konnten wir die Integrationsgrenzen nattirlich auch anders
wihlen [ il oder fozn, das wiirde jeweils andere Skalarprodukte
liefern.

Bemerkung. Zu jedem Skalarprodukt ( , ) definieren wir
vl ==/ (v, v)

und nennen das die Norm (oder Lange) beztiglich des Skalarproduk-
tes.

Beispiel 14. Die Norm die auf dem Raum der Polynome (oder dem
Raum der stetigen Funktionen) durch das Integral

I = [ fxpan

definiert wird, liefert einen guten Abstandsbegriff fiir Funktionen
denn ,
2

If =gl = [ (Fx) — g()) %
ist nur dann klein, wenn die Flache zwischen den Funktionsgraphen
von f, g klein ist. Daher werden uns Normen dieser Art zum Beispiel
helfen, wenn wir eine komplizierte Funktion durch Funktionen einer
einfachen Form, z.b. durch Polynome approximieren wollen.

Behauptung 15. In jedem euklidischen Vektorraum V,{ , ) gilt die
Cauchy-Schwarz Ungleichung:

(v, W) < V]| - [w]
fiir alle v,w € V und darum auch die Dreiecksungleichung
lv+wi < [v]+ [wl.

Beweis. Unser Beweis fiir das Standardskalarprodukt im R"” hat nur
die Rechenregeln fiir Skalarprodukte verwendet und funktioniert
darum wortwortlich fiir euklidische Vektorraume. O

Bemerkung. Der Satz des Pythagoras gilt genauso in euklidischen
Vektorraumen: Zwei Vektoren v, w in einem euklidischen Vektor-
raum sind genau dann senkrecht zueinander, wenn

[v+wi? = [v]* + |wl? gilt.

Denn auch in diesem Beweis haben wir nur die 3 Eigenschaften des
Skalarproduktes verwendet.

Orthogonale Vektoren, Basen und Unterriaume

Lassen Sie uns nun zum R" zurtickkehren. Dort ist meine geome-
trische Vorstellung von linear abhéngigen Vektoren so, dass ich
glauben wiirde, dass paarweise orthogonale Vektoren immer linear
unabhédngig sein sollten. Diese Intuition mochte ich einmal formal
tiberpriifen. Um sicher zu sein, dass ich im Beweis wirklich nur mit
den Rechenregeln arbeite formuliere ich die Aussage allgemein.
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Behauptung 16 (Orthogonale Vektoren sind linear unabhéngig). Sei
V,( , ) ein euklidischer Vektorraum und vy, ...,vi € V ~ {0} fiir die
(v, vj> = 0 fiir alle i # j gilt. Dann sind die Vektoren vy, ..., vy linear
unabhingig.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass die Gleichung a;vy + -+ + agvg = 0
nur die triviale Losung a; = - - - = a; = 0 besitzt. Wir wissen dabei
nur (v;,v;) = 0 fir alle i # j.

Ist ajvy + - - - + agvy = 0 wenden wir darum einmal { ,v;) auf
den Vektor ayvy + - - - + axvg an und finden fiir jedes i einerseits:

(v + -+ ave, vi) = (0,v;) =0
und andererseits

(ayvy + - - -+ agvy, vi) = a1{vy,v;) + - - - +ag{vy,v;) bilinear

ai<vi, Vi> <Vi;Vj> =0 fiir i 75 ]
Da aber (v;,v;) > 0 gilt, folgt daraus 4; = 0. Also sind in der Tat alle

a; = 0 und das war zu zeigen. O

Das ARGUMENT aus diesem Beweis liefert uns fiir eine Linearkom-
bination v = ayv; 4 - - - 4 a;vy von orthogonalen Vektoren vy, ..., v
eine einfache Formel fiir die Koeffizienten der Linearkombination

(v, vi) = a;|[vi*.

Fiir eine Basis aus orthogonalen Vektoren der Lange 1, konnen wir
die Koordinaten beziiglich der Basis sofort als Skalarprodukt (v, v;)
ausrechnen! Solche Basen bekommen daher einen Namen.

Definition. Eine Basis vy, ..., v, eines euklidischen Vektorraums
V,( , ) heit Orthonormalbasis wenn

1. die Vektoren paarweise orthogonal sind, d.h.
(vi,vj) =0 fiiri # j und
2. alle die Ldnge 1 haben, d.h.

(vi,v;) =1 fiir alle i.

Folgerung 17. Ist vy, ..., v, eine Orthogonalbasis eines euklidischen
Vektorraums V,( , ), so sind die Koordinaten eines Vektors v beziiglich
der Basis die Skalarprodukte (v, v;), d.h.

Koordy: V — R”
(v,v1)
v — Koordy(v) =
(v, V)
Beweis. Das haben wir uns vor der Definition von Orthonormalbasis

tiberlegt. Es war der Grund, warum wir diesen Begriff eingefiihrt
haben. O



Beispiel 18. Fiir die Ebene in IR® die durch die Gleichung x; + x, +

1 1
x3 = 0 gegeben ist, sind unsere Lieblingsbasen | —1 |, 0
0 -1
1 1
oder -1 1, 1 leider beide nicht orthogonal, aber 1
0 -1 -2
1 1
ist orthogonal zu | —1 |[,alsoistvf = | -1 [,v, =
-0 0 -2
1
zusammen mit dem Normalenvektor v, = | 1 | der Ebene eine
1

orthogonale Basis von R3. Die Langen der Vektoren sind

||V1|| = fz, ||V2H = \f@ HV3H = \/5,

1 1 1
also ist v := \% -1 |,vo= % 1 ,V3 = \% 1 | eine
0 -2
1
Orthonormalbasis. Die Koordinaten von | 2 | beziiglich dieser
3
Basis konnen wir also ohne ein Gleichungssystem zu 16sen ablesen
und finden
1 1
1 2 V2
Koordy(| 2 |) = &*‘;3 =| — %
3 % V3

Die Folgerung zur Berechnung der Koordinaten kénnen wir auch
in Termen von Matrizen umformulieren:

Folgerung 19 (Orthogonale Matrizen). Eine Basis vy,...,v, € R" ist
genau dann eine Orthonormalbasis beziiglich des Standardskalarproduktes,
wenn fiir die Matrix A = (vy ...vy) mit Spaltenvektoren v; gilt dass

A1 = AL

to

Beweis. Der (i, j)-te Eintrag der Matrix A'o A = (vy...vy)
(V1...vy) ist per Definition genau v} o v; = (v;, vj). Dieses Produkt
ist also genau dann die Einheitsmatrix wenn (v;, v;) = 0 fiir i # j
und (v;,v;) =1 fiiri = j ist.

Das ist genau die Bedingung dafiir, dass vy, ..., v, eine Orthonor-
malbasis ist. O

Mit Orthonormalbasen rechnet es sich also leichter.

ERINNERUNG: Wir hatten uns tiberlegt, dass die Losungsmenge
einer homogenen linearen Gleichung genau die Vektoren sind, die
senkrecht zum Koeffizientenvektor sind. Genauso sehen wir, dass
die Losungsmenge eines Gleichungssystems

Av=0
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genau aus den Vektoren v besteht, die senkrecht zu allen Zeilen-
vektoren von A — also den Spalten von A’ - sind. Es wire also
praktisch, ein Verfahren zu haben, dass aus einer Liste von Vekto-
ren eine System orthogonaler Vektoren macht, das den gleichen
Vektorraum aufspannt.

Fiir zwei Vektoren v, w hatten wir uns schon tiiberlegt, dass der

Vektor w — {W¥)

) v senkrecht zu v ist und wir wissen auch, dass

(w,v)
{v,v)

Frage. Wie konnen wir das fiir 3 linear unabhingige Vektoren vy,vy,v3

v).

Span(v, w) = Span(v,w —

erreichen?
Wenn Ihnen allgemein nichts einfillt, konnten Sie ein konkretes Beispiel
ausprobieren:

e R%.

e e )
W W = =
U = W =

BEVOR SIE WEITERLESEN sollten Sie das einmal selbst versuchen.



Wenn Sie eine Methode zum Orthogonalisieren von 3 Vektoren
gefunden haben, konnen Sie das Argument hochstwahrscheinlich
auch induktiv fiir m Vektoren verwenden.

Satz 20 (Gram-Schmidt-Verfahren). Sind wy, ..., wy, linear unabhingi-
ge Vektoren eines euklidischen Vektorraums V, (,) dann sind die induktiv
definierten Vektoren

V1 = Wq
_ <W2/ V1>
T )
<W3, V1> <W3, V2>
V3 = W3 — Vi — V2
(vi,v1) (v2,v2)
i—1 .
W;, V
V= W; — (wi, ]>v fiiri=2,...,m
1 1 <V' v > ]
j=1\"1" 7]
eine Basis von W = Span(wy, ..., Wy, ), die aus orthogonalen Vektoren
besteht und die Vektoren H:—in,. ey ﬁ sind eine Orthonormalbasis von W.
m

Der Grund, warum wir nicht gleich eine Formel fiir die Ortho-
normalbasis angeben ist einfach, dass in den Langen |v;| Wurzeln
versteckt sind und es bei der Berechnung angenehmer ist, wenn erst
im letzten Schritt Wurzeln auftauchen.

Beweis. Wir argumentieren induktiv, genau wie im Beispiel: Fiir
m = 1 ist nichts zu zeigen. Induktionsschritt: Gilt die Aussage fiir k
Vektoren, so auch fir k + 1:

Sind wy, ..., w1 linear unabhdngig, so wissen wir nach Induk-
tionsannahme schon, dass die Vektoren vy, ..., vi orthogonal sind.
Wir miissen darum nur noch (vg,q1,v;) fiir i = 1,...k berechnen:

k <wk+1lv'>
(Vg1 vi) = (Wig1 — ) ﬁvj/vz? Def v
=1 \Vjirvj
£ (Wi, v)) e
= (W1, Vi) — ) ﬁ(v]-,vﬁ (,) bilinear.
=1 Vv
= (Wi, i) — (Wki1, Vi) (vi,v;) nur Summand j = i ibrig

(vi,v;) da (v;, V]> =0flri#j

=0.

Also sind die Vektoren vy, ..., vy 1 orthogonal.
Nach Induktion wissen wir auflerdem, dass Span(wy, ..., wy) =
Span(vy, ..., v) und also gilt

Span(wy, ..., Wi, 1) = Span(vy, ..., Vg, Wiy1)
= Span(vy, ..., Vg, Vgi1)

nach dem Austauschsatz weil vy 1 von der Form vy, = Wiiq +

2?21 a;jv ist. O

Bemerkung. Der Satz zeigt insbesondere, dass wir aus Basis eines
euklidischen Vektorraums eine Orthogonalbasis berechnen kén-
nen. Insbesondere besitzt jeder endlichdimensionale euklidische
Vektorraum eine Orthonormalbasis.
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Das ist fiir unser Standardbeispiel R", (,) klar, aber es ist vielleicht
ganz schon, dass unser konkretes Problem fiir Unterrdume auch ein
Resultat fiir abstrakte euklidische Vektorraume frei Haus liefert.

Beispiel 21. Lassen Sie uns das Verfahren einmal im euklidischen
Vektorraum R[x]<, mit Skalarprodukt (f,g) := fil f(x)g(x)dx
ausprobieren indem wir die Basis w; = 1, wy = x, w3 = x?

orthogonalisieren:

(wi,wi) = (1,1) = /jl ldx = 2.(wa, wi) = (x,1) = /jl 1 xdx = 0.

Die Vektoren vi = w; =1 und v = wp — 0- w; = wp = x sind also
bereits orthogonal.

(wy,vi) - (W3, vs)
(vi,vi) | (va,v2)
2 (A1) <x21x>x
(1,1) (x, x)

V3 = W3 — A\

Die Skalarprodukte in dieser Formel sind:
1 15 2
2 2 3
1 = d = — = —
(x5, 1) /7 X [ 3 ¥ ] 73

(x%,x) = /1 Bdx = Fx“]l =0
1 4 1
2
3

also
2 2
2 (5,1 (x%, x)
1=
[ (x,x)
2
2
P— —7.1_
X 32 Ox
1
2 _ =
=x 3

Wir haben also die orthogonale Basis:

1
Vi :1,V2=x,V3=x2—*

3

gefunden. Fiir eine orthonormale Basis miissten wir noch die Langen
der Vektoren ausrechnen:

il = /(L1) = v2
ool = /e 2) = /2




Die Vektoren

SRS U WSV M SRR 1V PSR §
"~ V2 Tl T V2 Tl T 22 T3

sind also eine Orthonormalbasis.

Sie sehen, dass die normalisierten Vektoren etwas unhandliche
Koeffizienten bekommen. Zum Rechnen per Hand sind orthogonale
Vektoren meist angenehmer, zum Argumentieren sind orthonormale
Vektoren praktischer.

Anwendung: Projektion auf einen Unterraum

Mit einer Orthonormalbasis eines Unterraum W C V konnen wir
jetzt analog zum Fall von der Projektion eines Vektors auf die Gerade
die durch einen anderen gegeben war, nun fiir jeden Vektor v € V
den eindeutigen Vektor pry,(v) € W berechnen, der den kiirzesten
Abstand zu v hat.

Behauptung 22 (Orthogonale Projektion auf einen Unterraum).

Ist W C V ein endlichdimensionaler Unterraum eines euklidischen
Vektorraums V{,) und wy, ..., Wy, eine Orthonormalbasis von W. Dann
berechnet die lineare Abbildung

prw: V=W

v = pry(v) =) (v, w;)w;

M

i=1

das eindeutige Element von W, fiir das |v — w| minimal ist. Insbesondere
hiingt die Abbildung pry, nicht von der Wahl der Orthonormalbasis von W
ab.

Beweis. Wir miissen fiir alle w € W zeigen, dass |[v —w]| >
|v — pryy(v)|| gilt und = nur fir w = pry, (v) erfiillt ist.

Per Konstruktion ist der Vektor v — pr, (v) = v — Y/, (v, w;)w;
orthogonal zu allen w;, also auch orthogonal zu allen Elementen von
W = Span(wy, ..., Wy,).

Darum ist nach dem Satz des Pythagoras in euklidischen Vektor-
raumen:

[v—wl? = [y = pryy (v) + pryy (v) — w]?
1w €W

= v —priy(V)|? + [pryy (v) — wl?.

Da [|pry, (v) — w| > 0 und = nur fiir pr, (v) = w gilt zeigt das die
Behauptung. O

Anwendung: Approximation von Datenpunkten

Sie haben vielleicht schon einmal eine Grafik einer linearen Re-
gression gesehen, d.h. ein Bild in dem eine Reihe von Messwerten
M(i) eingetragen wurde und dazu eine Gerade, die die Messwerte
passabel approximiert.
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So eine Approximation (durch eine Gerade oder ein Polynom
hoheren Grades) konnen wir jetzt leicht ausrechnen:

Zu gegebenen Funktionswerten f(—n),..., f(—1), f(0), f(1),..., f(n)
mit #n > 1 suchen wir eine Gerade G(x) = ax + b, so dass

minimal wird.
Weil die Menge der Geraden R[x]<; = {G(x) = ax+b|a,b €
R} C R[x] ein Untervektorraum und die Auswertungsabbildung

ev: Rx] — R¥"1
p(=n)
p(x) = I
p(n)
linear ist, ist das Bild W := { ev(G) € R?***1|G(x) € R[x]<1} ein

Unterraum.
Eine Orthogonalbasis ist zum Beispiel durch die Vektoren

—n
1 —-n+1
vi:=ev(l) = ,vp i=ev(x) = :
1 n—1
n

gegeben, wobei |vi| = v2n + 1, vz = vVr2+ -+ 1+0+1+ - +n2.
f(=n)
Fiir einen gegebenen Vektor f = : ist nach der
f(n)
Formel fiir die Projektion auf den Unterraum W C R?*"*1 also die
best approximierende Gerade durch

{frev(D))
(ev(1),ev(1))

{frev(x))

1+ - X

{ev(x), ev(x))

gegeben.

Es IST VIELLEICHT UBERRASCHEND, dass wir aus dem Resultat
ohne grofien Aufwand eine einfache Formel fiir die approximierende
Gerade finden konnten. Und noch besser ist, dass die Methode uns
genauso erlauben wiirde durch Polynome hoherer Ordnung zu ap-
proximieren. Wenn wir zuvor mit dem Orthogonalisierungsverfahren
eine Folge von orthogonalen Polynomen konstruieren finden wir
damit eine Folge von Approximationen, bei denen in jedem Schritt
nur ein Vielfaches des jeweils niachsten Polynoms hinzu kommt.

Es gibt fiir verschiedene Skalarprodukte einen ganzen Zoo an
bekannten Folgen orthogonaler Polynome, die fiir verschiedene
numerische Anwendungen genutzt werden.



Die QR-Zerlequng — Eine Umformulierung der Orthogonalisie-
rungsmethode

Die Formel zur Orthogonalisierung von linear unabhéngigen Vekto-
ren wy, ..., Wy, in einem euklidischen Vektorraum V, {,) war:

V] i=Wj

e A

vs = ws - <<‘V”j;j;>> vi— iﬁ;;j;f v

Vi i=W; 71'*1 <wifvj>vj firi=2,...,m.

= Vi)

D.h. die Abbildung, die die Basis wy,...,w; aus den vy,..., vy,
berechnet, also
i— 1 W,, ]

j=1 V]’V]>

ist eine obere Dreiecksmatrix und genauso gilt das fiir die umgekehr-
te Abbildung. In Termen der Orthonormalbasis n; := ” H bedeutet
das

wi = |[vi| -n; + ) _(w;,n;) - nj,
=

also
[vi] (wz,n1) (wzmng) ... (Wi, 1)
0 lva|  (ws,mz) ... (W, n2)
(Wi...Wy) =(ny...ny)o0 :
0 ... .. Vi1l (W, 1)
0

Diese Aussage ist so niitzlich, dass sie einen eigenen Namen bekom-
men hat:

Satz 23 (QR-Zerlegung). Ist A eine reelle n x m-Matrix mit linear
unabhingigen Spalten, so existiert eine m X m-obere Dreiecksmatrix mit po-
sitiven Diagonaleintrigen R und eine n x m-Matrix Q mit orthonormalen
Spaltenvektoren, so dass

A=QoR.

Die Matrizen Q, R lassen sich hierbei berechnen, indem wir das Gram-
Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren auf die Spaltenvektoren der
Matrix A anwenden.

Aufgabe 1. Sie konnen sich mittels Induktion davon iiberzeugen,
dass die Matrizen Q, R der Zerlegung eindeutig bestimmt sind.

D1E QR-ZERLEGUNG ist praktisch, um dhnlich wie bei Regressi-
onsproblemen beste Approximationen von Losungen fiir tiberbe-
stimmte Gleichungssysteme zu finden. Ist A eine reelle n x m-Matrix
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mit linear unabhingigen Spalten und b € R" gegeben, so hat das
Gleichungssystem
Ax=Db

in der Regel keine Losung x € R™, aber wir kénnen ein x suchen, fiir
das ||Ax — b|| minimal ist. Wenden wir die Aussage zur Projektion
auf Unterrdume auf den Unterraum Bild(A) = Span(Spalten(A))
und den Vektor b an, so sehen wir, dass || Ax — b| genau dann
minimal ist, wenn Ax = prg; 44 (b) die Projektion von b auf das
Bild von A ist.

In der QR-Zerlegung A = Q o R sind die Spalten ny,...,ny,
von Q eine Orthonormalbasis des Bildes von A. Die Koordinaten
VON Py 4) (b) bezuiglich dieser Basis sind genau durch den Vek-
tor Q'b € R™ gegeben, denn prg;q.4)(b) = L/’ (n; b)n; und
<ni,b> =>! ob.

Also sind Losungen der Gleichung

Ax = prgq(4)(b) & Qo Rx = prgq(4)(b)

genau die Losungen von
Q'oQoRx=Q'b,

denn die Multiplikation mit Q' berechnet die n-Koordinaten der
Elemente von Bild(A). Da die Spalten von Q orthonormal sind, gilt
zudem Q' o Q = E,,. Es gilt also:

Behauptung 24 (Beste Approximation fiir {iberbestimmte Gleichungs-
systeme). Ist A eine reelle n x m-Matrix mit linear unabhingigen Spalten,
b € R" ein Vektor und A = Q o R die QR-Zerlequng von A, so ist

x: =R 'oQb
der eindeutige Vektor x € R™ fiir den | Ax — b| minimal ist.

Das Be1isprieL der Berechnung einer Regressionsgeraden kénnen
wir als Beispiel fiir den obigen Satz auffassen. Hier war A durch
die Auswertungsabbildung ev: R[x]<; & R? — R?"*! gegeben.
Unsere Basis 1, x war so gewdahlt, dass ev(1), ev(x) orthogonal waren,

f(—l’l) ev
(e, £)

Fn) (i /)

darum konnten wir Q* einfach als

bestimmen.

Ausblick: Abstinde und neuronale Netze

Es ist vielleicht, nur ein kleiner Punkt, aber die lineare Algebra,

die wir bisher kennengelernt haben, findet sich in den modernen
Algorithmen der kiinstlichen Intelligenz wieder. Auch wenn unsere
Zeit knapp ist, mochte ich die Gelegenheit nutzen, das einmal
anzureifien, obwohl ich das selbst nicht so gut verstehe wie mir
das lieb wire. Es gibt eine schone kurze Einfithrung hierzu von

Die Annahme, dass die Spalten von
A linear unabhingig sind, bedeutet
insbesondere n > m,d.h A hat
hochstens mehr Zeilen als Spalten,
nicht weniger.

In den Anwendungen ist die Anzahl
der Zeilen meist viel grofier als die
Anzahl der Spalten. Im Beispiel der
Regressionsgerade war die Anzalh der
Zeilen die Anzahl der Datenpunkte,
die Anzahl der Spalten, die anzahl der
Koeffizizenten der linearen Funktionen.
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Geordie Williamson5, in der Sie weitere Quellen finden, dieses Gebiet 5 Geordie Williamson. Is deep learning
a useful tool for the pure mathe-

.. L L. matician? Preprint, 2023. URL
Das Grundprinzip haben Sie sicher gesehen. Ein einfaches Mo- https://arxiv.org/abs,/2304.12602

entwickelt sich gerade etwas unheimlich schnell.

dell fiir die Funktionsweise von Neuronen ist, dass diese einerseits
elektrische Signale zur Aktivierung von anderen Neuronen erhalten
und geben selbst Signale weiter, wenn insgesamt eine hinreichende
Schwelle der Aktivierung tiberschritten wird. Das Ergebnis eines
Lern- oder Trainingsprozesses wird dabei durch die Sensitivitit,
d.h. welches Neuron auf welche Verbindungen wie stark reagiert
festgehalten.

Liegen am Eingang eines Neurons x Impulse von vy, ..., ym, an,
so wird es die Spannungen gewichten und insgesamt Z}"z"l wjy; erhal-
ten und je nach Grofe dieser Summe selbst das Signal f (¥, w;y;)
wobei f eine Aktivierungsfunktion ist weitergeben. Hierbei wird
hiufig einfach f(x) = max{0,x} verwendet, d.h. wir schneiden
einfach negative Ergebnisse ab.

Ein einfaches Modell hierfiir sortiert das Netz in Schichten:

R AL g2 AR oy Az oy ARt oy A3, oy

wobei die Koordinaten eines Vektors y € R" einfach die bei den
Neuronen in Schicht i ankommenden Signale angeben, A; die Ge-
wichtsmatrix ist, d.h. die Eintrdge von Av sind die gewichteten
Summen Z}"z"l wiy; und Aktiv? ist die Abbildung, die auf die Ko-
ordinaten jeweils die Aktivierungsfunktion f anwendet. Fiir die
Funktion f(x) = max{0, x} liefert das eine stiickweise lineare
Abbildung.

Die Elemente des ersten Vektorraums beschreiben jeweils die
Eingangsdaten (z.B. Helligkeiten von Bildpunkten, ein Tonsignal,
etc.) die Elemente des letzten Vektorraums werden als Ergebnis in-
terpretiert, z.B. die Wahrscheinlichkeit, dass das Bild den Buchstaben
A,B,C,usw. darstellt.

Da die Daten oftmals nicht nattirlich in einem R” liegen und
insbesondere der 0-Punkt nicht ganz nattirlich bestimmt ist (sowohl
eine Helligkeitsskala von o bis 1 (dunkel-hell) oder -1 bis 1 mit 0
als ,,s0 hell wie die Umgebung” kénnten natiirlich sein) werden fiir
die A; oft affine Abbildungen, d.h. Abbildungen die aus linearen
Abbildungen und Verschiebungen v +— v + v( entstehen, also
v — A(Vv+vp) + wp zugelassen.

Wenn wir ein einfaches Netz zum Beispiel darauf trainieren
mochten, um auf einem Bild Buchstaben zu erkennen, konnten wir
nun so vorgehen: Wir nehmen ein zufallig initialisiertes Netz und
wenden es auf eine Auswahl von Testdaten vy, ..., vy an. Fur diese
Berechnen wir das Endergebnis und schauen, die Abstande der
Ergebnisvektoren vom ,richtigen” Ergebnis an. Daraus bestimmen
wir eine Richtung in der wir die Gewichtsabbildungen &ndern
wollen, um den Abstand zu verkleinern. Das wiederholen wir.

Es ist erstaunlich, dass das fiir viele Probleme recht gut funktio-
niert.


https://arxiv.org/abs/2304.12602
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Exkurs in die Geometrie: Orthogonale Abbildungen

Die ersten linearen Abbildungen, die Ihnen auf geometrischem Weg
begegnet sind, waren wahrscheinlich Drehungen und Spieglungen.
Diese Abbildungen erhalten Langen und Winkel, also auch das
Skalarprodukt, d.h.

(Av, Aw) = (v, w).

Definition 25. Ist V, (,) ein euklidischer Vektorraum, dann heifit eine
lineare Abbildung A: V — V orthogonal (oder Isometrie) genau dann,
wenn fiir alle v, w € V gilt dass

(Av, Aw) = (v, w).
Die Menge der orthogonalen n x n-Matrizen wird mit
O(n) := {A € GL,(R) | A orthogonal }
bezeichnet.

Beispiel 26 (Orthogonale Abbildungen der Ebene sind Drehungen
oder Spiegelungen). Eine Isometrie A: R?> — R? der Ebene R?,

1
bildet den Standardbasisvektor e; = ( 0 ) auf einen Vektor

Aey = < a ) der Lange 1 ab, d.h. es gilt a> + b? = 1.

b
. 0 .
Fiir den zu e; orthogonalen Vektor e; = 1 muss also fiir
c a c
Aey = gelten, dass ( , ) =ac+bd = 0und
d b d
c? +d? = 1. Die beiden zu Ae; = Z orthonormalen Vektoren

sind ( b ) und ( b >.Die Matrix
a —a

a b
D =
konnen wir als

a —b \ [ cos(f) —sin(f)

b a ~\ sin(8)  cos()
schreiben, diese beschreibt also die Drehung um den Winkel 6.
Fiir diese Matrix haben wir uns auch schon tiberlegt, dass das

charakteristische Polynom det(D — tE,) = t?> — 2at + (a® + b?) =
t> — 2at + 1 keine reellen Nullstellen hat.

Wihlen wir den anderen zu Z orthonormalen Vektor als

a
b —a
denn hier ist det(A — tEy) = t> —a> — 0?2 =2 —1 = (t +1)(t — 1),

zweite Spalte, also A = ( ), so erhalten wir eine Spiegelung,



die Matrix hat also Eigenwerte 1, mit orthogonalen Eigenvektoren

v = ( 1 3 . ) zum Eigenwert 1 und v, = ( 1117“ > zum

Eigenwert —1 falls b # 0, bzw. v; = (1) und v, = < (1) )

falls b = 0. Die Abbildung beschreibt also die Spiegelung an der
Geraden R - vi = Span(vy).

Auf dem Ubungsblatt iiberlegen Sie sich, dass eine Matrix A
genau dann orthogonal ist, wenn die Spalten der Matrix eine Ortho-
normalbasis von R" bilden.

Behauptung 27. 1. Die orthogonalen Matrizen O(n) besteht genau aus
den Matrizen, fiir die A' = A~! gilt, d.h. das sind genau die Matrizen,
deren Spaltenvektoren eine Orthonormalbasis von R" bilden.

2. Die Menge O(n) ist eine Untergruppe der Gruppe der invertierbaren
Matrizen GLy, d.h. die Einheitsmatrix E, ist orthogonal, zu jeder
orthogonalen Matrix ist auch die inverse A~ orthogonal und zu je
zwei orthogonalen Matrizen A, B € O(n) ist auch das Produkt A o B
orthogonal.

3. Fiir jede orthogonale Matrix A gilt det(A) = £1.

Beweis. Der Beweis von 1. und 2. ist eine Ubungsaufgabe auf Blatt
5. Der 3. Teil folgt aus dem 1., denn

det(A?) = det(A) und det(A™1) = detl(A)
darum folgt aus A* = A~1, dass det(A) = m, d.h. det(A)? = 1.
Das bedeutet det(A) = 1. O

Bemerkung. 1. Wir hatten die Determinante einer Matrix durch
die Suche nach einem Volumenbegriff im R" motiviert. Dass fiir
orthogonale Matrizen | det(A)| = 1 gilt, bedeutet also, dass unsere
Vorstellung, dass langen- und winkeltreue Abbildungen auch das
Volumen erhalten.

2. Die Teilmenge der orthogonalen Matrizen mit Determinante 1
heifit spezielle Orthogonale Gruppe

SO(n) :={A €0O(n)| det(A) = 1}.

Wegen des Determinanten—Multiplikationssatzes ist das wieder
eine Untergruppe von GL,(R).

3. Die Eigenwerte c einer orthogonalen Abbildung erfiillen |c| =1,
denn fiir orthogonale Abbildungen gilt nach Voraussetzung
|Av|| = |v| fir alle v € V, gilt also Av = cv so folgt hieraus

vl = [Av] = flev] = [e[lv]

und damit |c| = 1.
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Fragen Sie nach, wenn Sie mit der
Aufgabe Schwierigkeiten haben
sollten!
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Wir konnen hiermit nun die orthogonalen Abbildungen in R2
und R3 gut verstehen:

Satz 28. 1. Jede orthogonale Matrix A € SO(2) ist eine Drehung.

2. Jede orthogonale Matrix A € O(2) mit det(A) = —1 ist eine
Spiegelung. I
Das Resultat zu SO(3) ist iiberraschend,
3. Jede orthogonale Matrix A € SO(3) ist eine Drehung, d.h. existiert es bedeutet, dass die Hinternander
ausfithrung von 2 Drehungen um
ein Eigenvektor vi zum Eigenwert 1 und eine Orthonormalbasis verschiedene Drehachsen, immer selbst
vy, Ny, N3 S0 dass eine Drehung ist — allerdings um eine
[RZY Achse, die meist mit den ersten beiden
Drehachsen wenig zu tun hat.
1 0 O Probieren Sie das wenigstens einmal
nMatn( A) — 0 a —b mit ei?em Wijr.fel au§! L
- = In hoéherer Dimension, z.B. in R* ist
0 b a die entsprechende Aussage nicht mehr
richtig.

fiir Zahlen a, b mit a® +b* = 1.

Beweis. Die Aussagen zu 1. und 2. hatten wir schon gezeigt, als wir
die orthogonalen Abbildungen der Ebene beschrieben haben.

Zu 3. ist der wichtigste Trick, zu bemerken, dass das charakte-
ristische Polynom det(A — tE3) € R[t] der Abbildung A € SO(3)
ein Polynom vom Grad 3 ist. Alle Polynome ungeraden Grades
haben wegen des Zwischenwertsatzes eine Nullstelle in IR. Al-
so hat A einen reellen Eigenwert c. Da Eigenwerte orthogonaler
Abbildungen |c| = 1 erfiillen, ist also ¢ € {1, —1}.

Es existiert also ein vi € R3 mit ||v{|| = 1und Av; = cvy.

Da A orthogonal ist, bildet A den Unterraum (Rvy)* = {w €
R3 | (w,v;) = 0} auf sich selbst ab und auf dem Ubungsblatt haben
Sie gezeigt, dass

R = (Rvy) @ (Rvy) "

Die Einschrankung der Abbildung A auf den Unterraum (Rv;)~*
ist weiterhin orthogonal. Ergédnzen wir also v; durch eine Orthonor-
malbasis v,, v3 von (Rvy)", so ist

c 0 O
!MatX(A) = O 61/ b, 7
0 ¢ d
a v
wobei g € O(2) orthogonal ist.
c
Aufierdem gilt

1 =det(A) :c-det(< j: Zi >)

a v

dd
nach 1. eine Drehung um die Achse Rv;.
/ /

Im Fall ¢ = 1 muss darum € SO(2) gelten, d.h. A ist

a

Im Fall c = —1ist D ) nach 2 eine Spiegelung, d.h. es
c

gibt eine ON-Basis (v}, v4) von Span(vy, v3) so dass fiir die Basis
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v/ = (v, v}, v4) gilt, dass

-1 0 0
V7/MEI'L‘V7/(A) = 0o -1 0|,
0 0 1
d.h. A ist eine Drehung um 180° um die Achse V3. O

Multiplikation in C und Drehungen

Die Beschreibung von Drehungen durch Matrizen der Form
a —b
b

zu tun hat. Sie Erinnern sich, dass die komplexen Zahlen

erklart, was die Multiplikation in C mit Drehungen

C={a+ib|abeR}

die formalen Ausdriicke der Form a + ib sind, bei denen die Rechen-
regel i = —1 fiir das Symbol i gilt. Diese Menge konnen wir auch
als Ebene RR?, also als R-Vektorraum auffassen, indem wir die Basis
1,i wahlen. Damit hatten Sie sich im letzten Semester tiberlegt, dass
die Multiplikation mit einer komplexen Zahl z = a + ib beztiglich der
Basis v = (v; = 1,v, = i) gerade

a

vMaty((a +ib)-) = ( Z —b )

ist,da(a+ib)-1=a+ib=avi+bvound (a+ib)-i=—b+ia=
—bvy + avy. Falls |z| = Va? + b% = 1 gilt, ist das also in der Tat die
Drehung um den Winkel zwischen 1 und z.

D1E MULTIPLIKATION mit einer komplexen Zahl vom Betrag 1 ist
also eine Drehung.

DEN BETRAG der Zahl z = a + ib kénnen wir auch als |z|?> = z-Z
schreiben, wobei z = a + ib := a—ib die komplexe Konjugation be-
zeichnet. Die komplexe Konjugation i — —i ist ein Isomorphismus
von C der mit den Rechenoperationen vertréglich ist

z1+2z=Z1+Zund Z1 - 23 = 71 - 2,

weil (—i)? = —1 die gleiche Rechenregel wie i erfiillt.

GEOMETRISCH entspricht die komplexe Konjugation genau der
Spiegelung an der x-Achse in R2.

Komplexe Zahlen der Linge 1 und die Exponentialfunktion

Die komplexen Zahlen der Lange 1 entsprechen nach Definition
genau den Punkten auf dem Einheitskreis. Diese lassen sich be-
sonders schon mittels der Exponentialfunkion beschreiben. Das ist
wieder ein Beispiel einer mathematischen Zweckentfremdung, d.h.
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die Verwendung eines Objekts fiir etwas fiir das es urspriinglich gar
nicht vorgesehen war.

Da wir nicht in der Analysisvorlesung sind, mochte ich das
Grundprinzip einmal algebraisch vorstellen. Die Ableitung ist als
lineare Abbildung auf dem Vektorraum der Polynome nilpotent,
da die Ableitung den Grad eines Polynoms verkleinert. Es gibt
dort also nur den Eigenwert 0. Das ist anders wenn wir stattdessen
Potenzreihen anschauen. Fiir einen Korper K bezeichnen wir mit

[ee]
K[t] := {ag+ at +apt? + - = Y ant" | a; € K}
n=0

den K-Vektorraum der formalen Potenzreihen mit Koeffizienten in K.

Hier ist es jetzt wichtig, dass wir einfach mit formalen Ausdriicken
rechnen, denn wir kénnen in Kérpern selten Elemente von K fiir

t einsetzen, da unendliche Summen nicht immer sinnvoll sind.
Formal kénnen wir Potenzreichen p(t), q(t) aber wie Polynome
addieren und multiplizieren, es gelten die gleichen Formeln fiir
die Koeffizienten wie bei Polynomen. Insbesondere gelten auch die

gleichen Rechenregeln (Assoziativ-, Kommutativ-, Distributivgesetz).

Genauso konnen wir die formale Ableitung
()" K[t] — K[¢t]

p(t) =Y ant" = p(t) == Y na,t"?
n=0 n=1
—n-1 &
TETY (m A Dag "
m=0

definieren. Diese Abbildung ist sichtbar linear und erfiillt die glei-
chen Rechenregeln wie fiir Polynome (z.B. die Produktregel) wie-
derum, weil die Formeln fiir die Koeffizienten mit den Formeln fiir
Polynome {tibereinstimmen.

Lemma 29 (Exponentialreihe). Sei K ein Korper, der die rationalen
Zahlen enthilt. Dann ist fiir alle ¢ € K ist der Eigenraum zum Eigenwert
c der Ableitung auf K[[t] eindimensional:

dimg Eig(( ), c) = 1.

Der eindeutig bestimmte Eigenvektor p(t) zum Eigenwert ¢ mit konstantem
Koeffizient p(0) = 1 ist

oo n

c
p(t) =Y S
n=0 """
2 3 4
CCp 3, C g
=1 —t — —
tot+ S+t

Beweis. Ein Element p(t) = Y5> ja,t" € K[t] ist nach Definition
genau dann ein Eigenvektor zum Eigenwert c wenn

p(t) =c-p(t).

Wenn Sie den Beweis genau anschauen,
sehen Sie, dass wir nur durch Elemente
in Q teilen. Das Ergebnis gilt darum
etwas allgemeiner, K muss selbst kein
Korper sein.

Vorbemerkung: Da der Vektorraum
K[[#] nicht endlich dimensional ist,
konnen wir keine Matrix fiir die
Abbildung angeben und damit auch
die Eigenvektoren nicht wir tiblich
ausrechnen. Wenn uns nichts mehr
einfillt, hilft nur noch die Definition.
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Wir wissen

=
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Gleichheit dieser beiden Potenzreihen bedeutet, dass fiir alle n die
Koeffizienten von t" {ibereinstimmen, d.h.

a; =c-ap n=20
2-ap=c-m n=1
3-a3=c-ag n=2

(n+1)ay1=c-an

Damit konnen wir induktiv, die Koeffizienten a, aus ay berechnen:
Setzen wir a; = cag in die 2. Gleichung ein folgt, dass 2 -a; = ca; =

c%ag also
1,
ay; — EC ap.
Setzen wir das in die 3. Gleichung ein finden wir 3a3 = ca; = §a0
also 1,
az = mc agp.
Wir zeigen darum mit Induktion, dass fiir alle n gilt, dass
C?’l
ap = mao.

Den Induktionsanfang haben wir gerade gesehen und gilt die
Aussage fiir eine Zahl m, d.h. a,, = %ao so folgt aus (m + 1)a, 1 =
C -y =c- %ao auch

1 cmtl cm+l

Bl = 1 T 0 (m—l—l)!ao'

Also gilt die Aussage dann auch fiir m + 1 und somit fiir alle n. O
Definition. Die Reihe e(t) = Y L #" € K[t] heit Exponentialrei-
he. Wir schreiben e := e(t).
Bemerkung. 1. Aus dem Lemma zur Exponentialreihe folgt, dass
elet=1.
denn beide Seiten sind Eigenvektoren zum Eigenwert 0, da
(eh-e) = (et et (et Produktregel
=e et et (=€) =0
und haben konstanten Koeffizienten 1, miissen also gleich sein.

2. Mit einem dhnlichen Argument im Potenzreihenring in 2 Va-
riablen K[t1][t2] = KK[ty, t2] konnen wir uns auch tiberlegen,
dass

el otz = phith

gilt.
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IN DER ANALYsIS werden Sie sich tiberlegen, dass die Exponential-
reihe fiir alle t € C sehr gut konvergiert (absolut und gleichméfiig
auf beschrankten Teilmengen von C) und wir damit fiir allez € C
eine Zahl ¢* € C erhalten.

Aus der ersten Formel e* - ¢7* = 1 folgt dann sofort, dass e~ * ein
Inverses von e” ist, insbesondere also e¢* # 0 fiir alle z € C, d.h. ¢* hat
keine Nullstellen. Die zweite Formel erkldrt auch die Schreibweise,
denn fiir e = e! giltin der Tat e = ¢! t1H Tl =¢.c... ¢,

—

n—mal
Ist z = ix fiir eine reelle Zahl x € IR, so gilt auflerdem, dass

”eixHZ — ¢iX 6? — X T — 1.

Die Zahlen der Form ¢™* haben also alle Betrag 1, liegen also auf dem
Einheitskreis. Aufierdem gilt fiir die Ableitung der Funktion

¢ R — C,x s e

dass |(e')'| = |ie™*| = [i||e”*| = 1 und Sie werden in der Analysis
lernen, dass Ableitung vom Betrag 1 bedeutet, dass das Kurvenstiick
{e™* | x € [0,t]} die Lange t hat. Damit muss also wenn 277 die
Lange des Einheitskreises ist gelten, dass

8271’1 — 1

und fiir die halbe Lange 7w muss gelten
e = —1.

Das ist eine der Formeln fiir die Top-10 der schénsten mathema-
tischen Formeln, da alle auftretenden Symbole, die negative Zahl
—1, die Lange des Halbkreises 7t, die Eulersche Zahl e und i, die
Waurzel aus —1 alle einzeln schwer zu finden waren und aus ganz
unterschiedlichen Griinden eingefiihrt wurden. Dass die 4 in einer
Formel zusammenpassen, ist erstaunlich.

Bemerkung (N-te Einheitswurzeln). Fiir jede natiirliche Zahl N € IN
erfiillen

Iy =eX und ({n)F = eV K fiirk=0,...N—1

die Gleichung zN = 1 und heiflen darum N-te Einheitswurzeln.
Unsere geometrische Interpretation, dass ¢* die komplexe Zahl mit
Winkel « zur reellen Achse auf dem Einheitskreis ist besagt fiir die
N-ten Einheitswurzeln also, dass diese den Einheitskreis in N gleiche
Stiicke teilen.

Zum Abschluss sollten wir noch die Koordinaten ¢ = a + ib

Das Argument fiir die Konvergenz
ist nicht sehr schwer, der Punkt ist,
dass sich die Potenzen t", "+ jeweils
um den Faktor t unterscheiden, aber
n!, (n 4+ 1)! um den Faktor n + 1, der
Nenner wichst darum fiir n > |¢| viel
schneller als #".
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ausrechnen:
. X 4N
et = 2 — X" i2 = —1 sortiere daher nach ngerade/ungerade
n=0 """
Z i2n ) Z i2n+1 2t
n n
= x4+ —_—X
n=2m (21’1)' n=2m+1 (271 + 1)'
gerade ungerade
—_1)" ) —_1)"
oy Wy GV
n=2m (271) n=2m+1 (27’1 + 1)
gerade ungerade
=cos(x) =sin(x)

= cos(x) + isin(x)

Die Multiplikation mit ¢* ist also tatséchlich die Drehung um den
Winkel x!

Diese Formel ist im {ibrigen die einzige Art, wie ich mir die
Additionstheoreme fiir sin(x) und cos(x) merken kann: Lassen Sie

uns die Formel
(X FY) — pix iy

einmal in Koordinaten ausschreiben:
Pl (XFY) — pix | oly
= (cos(x) 4+ isin(x)) - (cos(y) + isin(y))
= (cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)) + i(cos(x) sin(y) + sin(x) cos(y)).
Da e!(*+¥) = cos(x + y) + isin(x + y) folgt also:
cos(x +y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)
sin(x +y) = cos(x) sin(y) + sin(x) cos(y).
Das ist also nur eine komplizierte Art, die Formel
X FY) — pix iy
aufzuschreiben. Vielleicht stimmen Sie mir zu, dass das die einfache-
re Formel ist.

Damit genug zur komplexen Exponentialfunktion, ich hoffe Sie
haben dieses niitzliche Wunder damit ein wenig schétzen gelernt.

Skalarprodukte fiir komplexe Vektorriume

Motivation: Der Spektralsatz

Um Endomorphismen A: V — V zu verstehen, haben wir vor-
zugsweise Basen aus Eigenvektoren gesucht. In euklidischen Vek-
torrdumen haben wir nun gesehen, dass wir besonders leicht mit
Orthonormalbasen rechnen kénnen. Damit stellt sich die Frage, fiir
welche lineare Abbildungen wir beides auf einmal erreichen kénnen.

FRAGE: Welche linearen Abbildungen A: V — V eines euklidischen
Vektorraums besitzen eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren?
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D1E ANTWORT hierauf ist besonders schon und es stellt sich heraus,
dass diese Matrizen tatsdchlich in der Natur oft vorkommen.

Um uns das zu tiberlegen, wird es — wie immer bei Eigenwerten —
nititzlich sein, in den komplexen Zahlen statt den reellen zu rechnen,
weil charakteristische Polynome dort immer Nullstellen haben und
es darum immer Eigenwerte gibt.

Dafiir miissten wir das Skalarprodukt

(): R"xR" - R

auf C" ausdehnen. Dafiir konnten wir zunichst versuchen, die
Eigenschaften , symmetrisch, bilinear und positiv definit” fir

(): C"x C" = C

zu iibernehmen. Das hat aber das Problem, dass in C die Eigen-
schaften ,bilinear” und , positiv definit” unvertraglich sind, weil
dann

(iv,iv) = i*(v,v) = —(v,0)
gelten wiirde und darum (iv,iv) und (v, v) nicht beide positiv sein

konnen.

AN DIESER STELLE fillt uns vielleicht auf, dass das fiir n = 1 schon
Blodsinn ist, denn dort haben wir uns schon {tiberlegt dass die Lange
|z| von z = a+ib € C durch

IzZ2=z%

bestimmt ist. Darum verallgemeinern wir die Formel fiir das Stan-
dardskalarprodukt einfach indem wir die Koordinaten des zweiten
Vektors konjugieren:

Definition. Das (hermitesche) Standardskalarpdodukt auf C” ist die
Abbildung

(, »C"xC"=cC
die durch die Formel

Z1 w1

Zn Wn

gegeben ist.
Zwei Vektoren v, w heifien senkrecht (oder orthogonal) beziiglich
( , ), wenn
(v,w) = 0.

Wir schreiben v 1 w fiir ,,v ist senkrecht zu w”.
Die Linge (oder Norm) des Vektors v € C" ist

[Vl ==/ (v, ).

Wir konnten die Formel auch als
Z1 w1y

( ; , : )= (z1, -+ ,zn) 0
Zn Wy

also als Multiplikation einer 1 X n mit
einer n x 1-Matrix schreiben.
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und also sind die beiden Vektoren orthogonal, was wir gerade eben
noch mit unserer geometrischen Vorstellung vergleichen kénnen,
weil die Vektoren in einem 2-dimensionalen reellen Unterraum von
C? =~ R* liegen.

Bemerkung. An der Definition des Standardskalarprodukts konnen
wir die folgende Eigenschaften ablesen:

1. (hermitesch) Es gilt (v, w) = (w, v) fiir alle v, w € C". Insbeson-
dere ist fiir alle v e C" (v,v) € R

2. (sesquilinear) Die Abbildung ( , ) istin der ersten Variablen
linear:

(v+v,w) = (v,w) + (v, w),
(av,w) = a({v,w)
und in der zweiten Variablen konjugiert-linear:
(v, w+w) = (v,w) + (v,w),
(v,aw) = a({v,w)
fiir allea € C,v,v,w,w' € C".
3. (positiv definit) Fiir alle v € C" gilt (v,v) > 0 und
(v,v) =0&v=0.
Wie bei reellen Skalarprodukten, ist es wieder niitzlich, diesen

Begriff nicht nur fiir C" sondern auch fiir Unterrdaume U C C”",
Funktionenrdaume und andere Vektorraume verfiigbar zu haben.

Definition 30. Ein Skalarprodukt auf einem C-Vektorraum V ist eine
Abbildung

(, »2VxV=C

(v,w) = (v,w)
fir die die folgenden Rechenregeln gelten:

1. (hermitesch) Es gilt (v, w) = (w, v) fiir alle v,w € V. Insbeson-
dere ist fiir alle v e C" (v,v) € R

2. (sesquilinear) Die Abbildung ( , ) istin der ersten Variablen
linear:

(v+v,w) = (v,w) + (v, w),

(av,w) = a({v,w)
und in der zweiten Variablen konjugiert-linear:

<V,W+W/> = <er> + <V/ W/>/

(v,aw) = a(v,w)

firallea € C,v,v,w,w € V.
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Das ist der Ersatz fiir ,symmetrisch”

Das ist der Ersatz fiir ,bilinear”

Das ist der Ersatz fiir ,symmetrisch”

Das ist der Ersatz fiir , bilinear”
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3. (positiv definit) Fiir alle v € V gilt (v,v) > 0 und

(v,v) =0 v=0.

Ein unitirer Vektorraum ist ein C-Vektorrraum V, zusammen mit
einem Skalarprodukt ( , ).

Beispiel 31. 1. Unser Standardskalarprodukt ( , ): C" — C".

2. Das Integral auf dem Raum der reellen Polynome R[t] kénnen
wir auf komplexe Polynome C|t] erweitern:

()= [ () 00

Hierbei lesen wir die C-wertige Funktion f(x) = p(x) - gq(x) =
a(x) + ib(x) als Summe des reellen und imagindren Anteils und
definieren

1

/01 a(x) +ib(x)dx := /01 a(x)dx +i/ b(x)dx,

0
d.h. wir integrieren Real- und Imaginérteil der Funktion separat.

Fiir Polynome stellt sich heraus, dass damit tatsachlich wieder die
gleichen Rechenregeln wie zuvor gelten, was in dieser Form etwas
tiberraschend ist. Sie sollten das einmal ausprobieren.

In jedem Fall ist das Integral sicher linear, da die Abbildung
p(x),q(x) — p(x) - g(x) sichtbar sesquilinear und hermitesch ist,
ist auch (,) sesquilinear und hermitesch.

Im Integral haben wir auSerdem, wie beim Standardskalarpodukt
die zweite Funktion g(x) in der Formel komplex konjugiert, damit

{pp) 20
sicher gestellt ist.

3. Wie das bei Verallgemeinerungen so ist, erlaubt es die Definition
jetzt (leider ?) auch, auf C” viele verschiedene Skalarprodukte
aufschreiben. Ist A € Mat, ,(C) eine n x n-Matrix so ist die
Abbildung

(Ja: C"xC" = C

(v,w) = (v,w)a:=vioAow

immer sesquilinear, weil die Matrizenmultiplikation das Distribu-

tivgesetz erfiillt. Sie konnen einmal versuchen, herauszufinden, Erinnerung: Es gilt immer
welche Eigenschaft die Matrix besitzen muss, um hermitesch (AB)! = B'A',
zu sein und dann versuchen Matrizen zu finden fiir die die denn der (i,j)-te Eintrag von A o B ist
Abbildung auch positiv definit ist. (i-te Zeile A) o (j-te Spalte B) und das

L . . e~ ist (j-te Zeile Bf) o (i-te Spalte A?).
In der Vorlesung haben wir die notwendige Bedingung A" = A

gefunden, und auflerdem gesehen, dass A zumindest injektiv sein
muss, wenn (,) 4 positiv definit sein soll.

Auf dem Ubungsblatt zeigen Sie auch, dass wir auf diese Art alle
Skalarprodukte auf C" beschreiben konnen.
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Bemerkung. 1. Zu jedem Skalarprodukt ( , ) definieren wir
[vll =/ (v, v)

und nennen das die Norm (oder Lange) beziiglich des Skalarpro-
duktes.

2. In jedem unitdren Vektorraum V,( , ) gilt die Cauchy-
Schwarz Ungleichung:

(v, W) < V] - [w]
fir alle v,w € V und darum auch die Dreiecksungleichung
[v+wl < v+ [wl].

Sie sollten einmal nachpriifen, dass wir unseren Beweis tatséchlich
fiir C-Vektorrdaume umschreiben kénnen.

3. Auch in unitdren Vektorrdumen V, (,) sind orthogonale Vektoren
Vi,...,Vr € VX {0} linear unabhéngig, denn wie zuvor gilt

p
(agvi+ -+ apvy,vi) = Z le(V]*, vi) = a;{v;, v;).
=1
Also hat die Gleichung a;vy + - - - + a,v, = 0 nur die triviale
Losung a; = --- =a, = 0.

4. Auf dem Ubungsblatt werden Sie ganz dhnlich {iberlegen, dass
das Orthogonalisierungsverfahren auch fiir Vektoren in unitiren
Vektorraumen funktioniert, Sie dabei aber sehr aufpassen miissen,
wie Sie die Formel aufschreiben, weil es in jedem Schritt einen
Unterschied macht, ob Sie (v, w) oder (w,v) schreiben. Ich kann
mir das nur merken, indem ich mich an das Argument statt nur
an die Formel erinnere.

Lassen Sie uns zur Ubung noch eine Aussage zu Orthogonalbasen
und orthogonalen Matrizen fiir C-Vektorrdume iibertragen:

Lemma 32. Vektoren vy,...,v, € C" sind genau dann eine Orthonormal-
basis von C", wenn fiir die Martix A = (vy ...vy) gilt dass AcA=E,
d.h. wenn

A1 =24

Matrizen dieser Form heifen unitir.

Beispiel: Periodische Funktionen und .mp3

Um aus dem Vektorraum der periodischen Funktionen
Funpe,(R,C) := {f: R — C | f(x+1) = f(x) fir alle x € R}

einen endlich-dimensionalen Vektorraum zu machen, betrachten

wir nur die N Funktionswerte bei %, %, %, =2 (und erinnern

uns, dass fiir eine periodische Funktion f(1) = f (%)) =f (%)
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Um mir die Briiche zu ersparen, fassen wir das als Funktion
F:Z/NZ={[0],...,[N-1]} - C
auf, d.h. wir setzen F([k]) := f (%) und schreiben
Funy = {f: Z/NZ — C}.

Diesen Vektorraum statten wir mit dem Skalarprodukt aus, das vom
Integral auf periodischen Funktionen motiviert ist:

1 N-1 .
(F,G) =+ L FH) GO

Das ist einfach ein Vielfaches des Standardskalarproduktes und
hoffentlich sichtbar hermitesch, sesquilinear und positiv definit.

Auf diesem Vektorraum ist die Verschiebung F(X) — F(X + 1)
eine lineare Abbildung, die das Skalarprodukt erhalt:

T: Funy — Funy
F(k) — (TF)(k) := F(k+1)

erfiillt

N-1

- ) (TF)(k) - (TG) (k)

k=0

(TF,TG)

Zl= zl= Zl=

N-1
Y F(k+1)-G(k+1)
k=0

N-1 L
: z;) F(£)-G(¢) = (F,G)

fir alle F, G € Funy.
Mit der komplexen Exponentialfunktion sehen Sie vielleicht
unmittelbar ein oder zwei Eigenvektoren fiir T:

er(k) = e Rk firk=0,...,N—1

erfullt sicher

er(k+1) = e (kH) — Rk R _ B -eq(k).
Genauso ist fir m =0,..., N — 1 die Abbildung

em (k) == e N Mk firk=0,...,N—1
ein Eigenvektor zum Eigenwert e
Behauptung 33. Die Vektoren ey, . .., en—_1, definiert als

em(k) == R mk firk=0,...,N—-1
sind eine Orthonormalbasis des Vektorraums der periodischen Funktionen

Funy = {f: Z/NZ — C}.



Beweis. Zundchst haben die Vektoren alle Lange 1, denn

1 N-l1 27ti k 27 k
<€m/€m> = N Z e N TN
k=0
1 N-l1 27ti 27ti
_ 1. pFEmk | = Bk
N
k=0
1 =
=—-Y1=—_-.N=1
NLlITN

Fiir die Orthogonalitdt kénnen sie auf dem Ubungsblatt einmal
versuchen, die Formel auszurechnen. Um das hier zu vermeiden,
erinnern wir uns lieber, dass die Funktionen Eigenvektoren zu
unterschiedlichen Eigenwerten sind und wir darum wissen, dass fiir
m# ¢ e€Z/NZ gilt

27i-m 2mi-l

(Tem, Teg) = (e” N ey, e N ep)

27i-m 2mi-{

—=e¢ N <€m,€T€[>

2mi-m 27l

=e N ¢ N (e, ep)

2mi-m—{

=e N (em,ep).

Da (,) positiv definit ist, muss entweder (e, e;) = 0 gelten, oder die
2mi-m—{

Zahle™ N muss positive reelle Zahl sein. Die Zahlen der Form e/
haben Betrag 1, also muss dann P | gelten. ¢’ = 1 bedeutet

aber, dass x ein ganzzahliges Vielfaches von 27t ist, also muss dann
=m € Z/NZ gelten, was im Widerspruch zu unserer Annahme
m # { € Z/ NZ steht. Das zeigt die Behauptung. O

Di1Ese ORTHONORMALBASIS ist unwahrscheinlich niitzlich. Eine
Alltagsanwendung verwenden Sie, wenn Sie Tondateien auf Ihrem
Mobiltelefon speichern oder versenden. Die Idee kam hier aus der
Musik. Fassen wir einen Ton als Schwingung auf, so kénnen wir die
Schwingung als Funktion

f:00,] = R

auffassen, wobei t die Dauer bezeichnet — die ich gleich wieder auf 1
normieren werde — und f(t) die Auslenkung des Lautsprechermem-
brans (oder Ihres Trommelfells) zum Zeitpunkt f beschreibt. Sie
haben sicher schon einmal eine Grafik so einer Hiillkurve gesehen.
Diese sehen auf den ersten Blick recht chaotisch aus.

Um Klange von unterschiedlichen Quellen, zum Beispiel die Téne
unterschiedlicher Instrumente, zu unterscheiden, war die Idee, zu
versuchen, jeden Ton in ,reine Téne” oder ,reine Schwingungen” zu
zerlegen, d.h. die Funktion f als (eventuell unendliche Summe) von
Funktionen der Form

em(x) = cos(2rtmx) oder f,(x) = sin(27rmx)
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Ende Vorlesung 15.5.
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also als

e}
f(X) _ Z ameZm'mx
m=—oo
zu schreiben und das Ergebnis so als Uberlagerung von reinen
Schwingungen zu interpretieren.

Das funktioniert ganz wunderbar und ist sehr niitzlich, um
Tonsignale zu analysieren, je grofler m, desto hoher der Ton, je grofser
der Koeffizient, desto lauter ist der Ton. Es ist allerdings nicht leicht
zu zeigen, dass eine derartige Zerlegung fiir jede stetige Funktion
moglich ist.

Bei digitalen Aufnahmen bekommen wir von der gedachten
stetigen Funktion nur endlich viele Messwerte F (%), wobei N so
grofs ist, dass das Ohr hohere Tone als die Frequenz N nicht mehr
wahrnimmt (iiblich sind etwa 44.000 Messwerte pro Sekunde). Die
gemessenen Werte sind also eine Funktion in unserem Raum Funy
und in diesem Raum ist unsere Orthonormalbasis ¢, genau durch

die Funktionswerte der reinen Schwingungen e2"

gegeben.
Die Zerlegung in reine Schwingungen entspricht hier also einfach

dem Ausdruck
N-1

F= Z <F13m> *€my

m=0

die Koeffizienten (F,e,;) werden mit F(m) bezeichnet, die Umrech-
nung F — F heifit diskrete Fouriertransformation. In dieser Notation
finden wir also die Formel:

27ti

N-1 .
F(k) = ZOF(m) e Nk,

die einfach die Koordinaten von F beziiglich unserer Orthonormal-
basis aufschreibt.

Das .mp3-Format nutzt dies, um Tondaten stark zu komprimieren.
Das menschliche Ohr hort ndmlich einerseits nur Schwingungen
in einem gewissen Frequenzbereich und zudem nehmen wir nur
Tone einer gewissen Lautstarke wahr, wobei fiir sehr hohe und
sehr tiefe Tone grofiere Lautstdrken als im Mittelbereich notwendig
sind. Zur Komprimierung werden daher einfach alle Koeffizienten
weggelassen, die zu reinen Ténen gehoren, die das menschliche Ohr
nicht wahrnehmen kann.

Das gleiche Prinzip wird genauso zur Kompression von Bild- oder
Videodateien verwendet.

Das mathematische Grundprinzip, dass es eine gute Idee ist
Funktionenrdumen in Eigenrdume fiir eine Symmetriegruppe —
hier war das die Gruppe Z/NZ - zu zerlegen, wird Ihnen in der
Mathematik an sehr vielen Stellen begegnen.

Unitire Abbildungen

Bei der Berechnung zur diskreten Fouriertransformation ist uns eine
Orthonormalbasis und eine lineare Abbildung begegnet, die ein
Skalarprodukt erhalten hat. Bei euklidischen Vektorrdaumen hatten



wir gesehen, dass diese beiden Begriffe eng zusammen hédngen und
wir wollen das nun noch auf unitdre Vektorraume tibertragen.

Lemma 34. Eine Basis vy,...,v, € C" ist genau dann eine Orthonor-
malbasis beziiglich des Standardskalarproduktes, wenn fiir die Matrix

A = (vq...vy) mit Spaltenvektoren v; gilt dass

A=A

Das Argument konnen wir einfach aus dem reellen Beweis ab-
schreiben, wir miissen nur beachten, dass im Standardskalarpodukt
auf C" die Koordinaten des 2. Eintrags konjugiert werden.

Beweis. Der (i, ])-te Eintrag der Matrix Ao A = (vy...
(v1...vy) ist per Definition genau

vy)to

(i-te Zeile von A') o (j-te Spalte von A) = vi o Vi = (v, v)).
Dieses Produkt ist also genau dann die Einheitsmatrix wenn
(vi,vj) =0 fiiri # jund (v;,v;) = 1 fir alle i ist.

Das ist genau die Bedingung dafiir, dass vy, ..., v, eine Orthonor-
malbasis ist.

Die Bedingung A! o A = E,, ist dquivalent zu A' 0 A = E, = E,
und das bedeutet gerade A~ = A4'. O

Genauso konnen wir den Begriff der orthogonalen Abbildung

tibertragen.

Definition 35. Ist V, (,) ein unitdrer Vektorraum, dann heif8t eine
lineare Abbildung A: V — V unitir genau dann, wenn fiir alle
v,w € V gilt dass

(Av, Aw) = (v, w).

Ist V. = C" und (,) das Standardskalarprodukt, so wird die Menge
der unitdren n x n-Matrizen mit

U(n) := {A € GL,(C) | A unitar}

bezeichnet und heif$t unitire Gruppe.

Behauptung 36. Die unitiren Matrizen U(n) bestehen genau aus den
Matrizen, fiir die Zt =A1 gilt, d.h. das sind genau die Matrizen, deren
Spaltenvektoren eine Orthonormalbasis von C" bilden.

Auch hier konnen wir den Beweis fiir euklidische Vektorraume
wiederverwenden — darum ist es wichtig sich an Beweise zu erinnern.
Es geht immer um das , Warum?”.

Beweis. Ist A € U(n) unitér, so sind die Spaltenvektoren eine
Orthonormalbasis, denn die Spaltenvektoren sind gerade die Bilder
Ae; der Einheitsvektoren e; und weil A unitér ist, gilt darum

0 i#j

<Ael~, Ae]'> = <el-, e]> = { 1 i:j
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Erinnerung: Version fiir euklidische
Vektorrdume:

Folgerung 19: Eine Basis vy,...,v, €
IR" ist genau dann eine Orthonormalbasis
beziiglich des Standardskalarproduktes,
wenn fiir die Matrix A = (vq ...vy) mit
Spaltenvektoren v; gilt dass

A7l = AL

Erinnerung:

Behauptung 27 Die orthogonalen
Matrizen O(n) sind genau die Matri-
zen, fir die A' = A1 gilt, d.h. das
eine Matrix ist genau dann orthogo-
nal wenn die Spaltenvektoren eine
Orthonormalbasis von IR" bilden.
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Das bedeutet gerade, dass die Spalten eine Orthonormalbasis sind.

Sind umgekehrt die Spalten Ae; von A eine Orthonormalbasis von
C", so konnen wir zeigen, dass (Av, Aw) = (v, w) fiir alle v,w € C"
gilt, denn wir konnen die Vektoren v =Y} ; a;e;, w = ;’:1 bje; als
Linearkombination der Standardbasisvektoren von C" schreiben
und damit (Av, Aw) ausrechnen:

n
(Av, Aw) Z aie;), (Z bie;)) Formel fiir v, w
n
<2 a;Ae;, Z b; Ae] A linear
i=1 j=
=Y ) aibj(Ae;, Aej) (,) sesquilinear
i=1j=1
n ono
=Y ) a;bi(e;, e;) Spalten ON-Basis
i=1j=1
n
= () aje;, ) bje)) (,) sesquilinear
i=1 j=1
= (v, w). Formel fiir v, w
Das war zu zeigen. O

Im Beweis zur Fouriertransformation hatten wir noch zwei
Eigenschaften von unitiren Abbildungen bemerkt:

Lemma 37. Sei (V,(,)) ein unitiirer Vektorraum und A: V — V eine
unitire Abbildung, dann gilt:

1. Die Eigenwerte von A haben Betrag 1.

2. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von A sind orthogonal.

Beweis. 1. Fiir die erste Aussage konnen wir das Argument fiir
orthogonale Abbildungen kopieren: Sei ¢ € C ein Eigenwert und
v € V ~\ {0} ein Eigenvektor, dann gilt

(v,v) = (Av, Av) A unitér
= (cv, cv) v Eigenvektor
= ce(v,v) = |c|*(v, V) (,) sesquilinear.

Da (v,v) > 0 folgt daraus, dass |c| = 1 und das war zu zeigen.

2. Seien v,w € V ~ {0} Eigenvektoren zu Eigenwerten ¢,c’ € C,
dann konnen wir wie zuvor rechnen:

(v,w) = (Av, Aw) A unitdr
= (cv,c'w) v, w Eigenvektoren
= cc/(v,w) (,) sesquilinear.

Also gilt entweder (v,w) = 0 wie behauptet, oder cc’ = 1, also
¢! = ¢/. Danach 1. gilt dass |c| = 1, ist c~! = ¢ also folgt dann
¢ = ¢’. Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass ¢ # ¢

O
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Der Spektralsatz

Wir konnen nun auf die Frage zurtick kommen, fiir welche linea-
ren Abbildungen A: V — V eines euklidischen (oder unitdren)
Vektorraums wir eine Orthogonalbasis aus Eigenvektoren finden
konnen.

Fir R"” mit dem Standardskalarprodukt kénnen wir eine not-
wendige Bedingung hierfiir aus der Formel fiir den Basiswechsel
ablesen.

Ist Matrix A: R"” — R" eine Matrix und n eine Orthonormalbasis
aus Eigenvektoren, Q = (nj...n,) die zugehorige orthonormale
Matrix so ist

nMatn(A) = Q'AQ =D

eine Diagonalmatrix.

Multiplizieren wir die Gleichung von links mit Q, von rechts mit
Q! und verwenden, dass A orthogonal ist und als Q! = Q gilt, so
erhalten wir

A=0QDQ !'=QDQ.

Transponieren wir diese Gleichung so finden wir: Erinnerung: Fiir alle Matrizen B, C gilt

Al =(QoDoQ") = (Q")oD'oQ'=QoDoQ' =4 (BoC)! =C'oB.

also
Al =A

was flir die Eintrage A = (a;);j—1,.., der Matrix bedeutet, dass

ajj = aj; gilt. Matrizen diese Form heifsen symmetrisch. Eine symmetrische Matrix:
. es . . . * a b ¢
Definition 38. 1. Eine Matrix A = (a;;);j=1,.n. € Maty,(K) heifit i o« d e
symmetrisch, falls A = AL b d % f

c e f x

2. Eine komplexe Matrix A = (a;j); i=1,.. € Maty,(C) heifit
hermitesch, falls A = A'.

WIR WERDEN am Ende dieses Abschnittes zeigen, dass umgekehrt
tatsdchlich jede symmetrische Matrix eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren besitzt, insbesondere also diagonalisierbar ist. Wir
werden dann auch noch sehen, wo symmetrische Matrizen auftau-
chen, fiir die das ein niitzliches Resultat ist.

Wie bei der Zerlegung in Hauptrdume ist es einfacher, wenn wir
statt mit Matrizen, mit linearen Abbildungen argumentieren, da
wir dann in einem Induktionsbeweis das Resultat fiir Unterrdume
W C R" verwenden konnen.

Das PROBLEM 15T, dass wir die transponierte Matrix A’ einfach in
Termen der Eintrage definiert hatten, wir sollten uns also tiberlegen,
wie wir die Eigenschaft A = Al als Eigenschaft einer linearen
Abbildung des euklidischen Vektorraums R”, (,)s;; umformulieren
konnen.
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FrAGE: Wie kénnen wir die Eintrége a;; der Matrix A aus der
linearen Abbildung A: R"” — R" berechnen?

In der j-ten Spalte von A stehen die Koordinaten des Bildes des
j-ten Standardbasisvektors Ae;. Den i-ten Eintrag des Vektors von
Ae; kdnnen wir also als a;; = (Ae]', e;) berechnen (Folgerung 17).
Die Gleichung a;; = a;; bedeutet weil (,) symmetrisch ist also

(Aej e;) = (ej, Ae;).

Das motiviert den folgenden Versuch, die Eigenschaft fiir Abbildun-
gen von euklidischen Vektorrdumen zu formulieren:

Definition 39. Sei V, (,) ein euklidischer (oder ein unitirer) Vektor-
raum. Dann heifst eine lineare Abbildung A: V — V selbstadjungiert
wenn

(Av,w) = (v, Aw) fiir alle v,w € V.

Wir sollten zundchst priifen, dass diese Definition tatsdchlich
leisten, was wir mochten.

Behauptung go. Ist V, (,) ein endlichdimensionaler euklidischer (bzw.
unitdirer) Vektorraum dann sind fiir eine lineare Abbildung A: V — V
die folgenden Eigenschaften dquivalent:

1. A ist selbstadjungiert.

2. Fiir jede Orthonormalbasis v = vy,...,v, von V ist die Matrix
vMaty (A) symmetrisch (bzw. hermitesch).

3. Es gibt eine Orthonormalbasis v = vy, ..., v, von V fiir die die Matrix
vMaty (A) symmetrisch (bzw. hermitesch) ist.

Insbseondere ist ein lineare Abbildungen A: R" — R" genau dann
selbstadjungiert, wenn die A eine symmetrische Matrix ist.

Beweis. Wir zeigen zunichst ,(1)=-(2)”. Sei also A selbstadjungiert
und v = vy,..., v, eine Orthonormalbasis von V. Die Eintrage ajj
der Matrix (a;;); j=1,.n = yMaty(A) sind die i-ten Koordinaten des
Vektors Av]- beziiglich der Basis v. Da vy, ..., v, eine Orthonormal-
basis ist, konnen wir die i-te Koordinate eines Vektors v durch die
Formel (v, v;) berechnen, d.h. es gilt fiir alle i, j dass a;; = (Av;, v;).
Da wir vorausgesetzt hatten, dass A selbstadjungiert ist, folgt daraus

= (Avj,v;) Formel fiir Koordinaten (Folgerung 17)
=

= (Av;,vj) weil (,) symmetrisch
= aj

vj, Av;) weil A selbstadjungiert

i Formel fiir Koordinaten (Folgerung 17).

Das zeigt die Behauptung, dass yMaty (A) symmetrisch ist.

Haben wir statt einem euklidischen einen unitidren Vektorraum,
d.h. ist (,) hermitesch statt symmetrisch, so miissen gilt in der obigen
Rechnung stattdessen (v;, Av;) = (Av;,v;) j) also folgt dann a;; = @j;,
d.h. die Matrix ist dann hermitesch.
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Die Folgerung ,,(2)=-(3)” ist klar, weil wir gezeigt haben, dass V
eine Orthonormalbasis besitzt und darum die Bedingung (2) nicht
leer ist.

Wir zeigen schliefllich dass ,,(3)=-(1)" gilt. Sei also yMaty (A)
symmetrisch, d.h. es gilt fiir alle 7, j, dass <Avj,vi> = (vj, Av;). Zu
zeigen ist dann, dass A selbstadjungiert ist, d.h., dass

(Av,w) = (v, Aw) fur allev,w € V

gilt.

Erster Beweis: Diese Aussage folgt, weil wir v, w als Linearkombina-
tionen der Basisvektoren schreiben kénnen, A linear ist und (,) bili-
near ist: Sind v,w € V gegeben, so konnen wir v =} ; a;v; w =
2;7:1 bjv; als Linearkombinationen der Basisvektoren v schreiben.
Dann ist

(Av,w) = (A(ayvy + - - - +anvy),byvy + - - - + byvy)  Linearkombination eingesetzt

= ((mAvy + -+ +ayAvy),byvy + - - - + byvy) A linear

I
M:

a;(Av;, 2 (,) linear in 1. Variablen

Il
_

n no_
=Y a) bi(Av;,vj) (,)sesquilinear in 2. Variablen
=1 j=1
n —
= Z bi(vi, Avj) vMaty (A)symmetrisch (bzw. hermitesch)
i=1 j=1
n
=Y ai(vi, ) bjAv (,)sesquilinear in 2. Variablen
i=1 j=1
n n
Z avi, Y bjAvj) (,)linear in 1. Variablen
i=1 j=1
= (v, Aw) A linear und Linearkomb. eingesetzt.

Zweiter Beweis: Statt die Gleichung durch Einsetzen von Linearkombi-

nationen nachzurechnen, kénnen wir auch abstrakter das Argument

verwenden, dass lineare Abbildungen eindeutig durch ihre Werte auf

einer Basis bestimmt sind: Zunéachst sind fiir alle 7 die Abbildungen
(Avj,_): V = Rw — (Av;,w) und

(vi, A_): V => Rw — (v;, AW) linear,

da A linear und (,) linear in der 2. Variablen ist. Nach Voraussetzung
stimmen diese Abbildungen auf der Basis vy, ..., v, tiberein, sind
also gleich, d.h. es gilt

(Av,w) = (v, Aw) firallew e V,i=1,...n
Dann stimmen aber fiir alle w € V die linearen Abbildungen

(A__ ,wW): V> Rv— (Av,w) und
(_,Aw): V = Rv — (v, Aw)
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auf den Basisvektoren vy, ..., v, liberein, sind also gleich, d.h.
(Av,w) = (v, Aw) fiir alle v,w € V. Also ist A selbstadjungiert und
das war zu zeigen. O

Damit kénnen wir jetzt den Spektralsatz zeigen:

Satz 41 (Spektralsatz). Sei V, (,) ein endlichdimensionaler euklidischer

(oder ein unitirer) Vektorraum. Dann existiert fiir jede selbstadjungierte

Abbildung A: V. — V eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A.
Insbesondere sind also symmetrische reelle Matrizen diagonalisierbar.

Beweis. Schritt 1: Wir zeigen zundchst, dass das charakteristische
Polynom det(A — tidy) von A in reelle Linearfaktoren zerfallt.

Sei dazu vy, ..., v, eine Orthonormalbasis von V. Dann ist die
Matrix M = yMaty(A) € Mat, ,(R) C Mat, ,(C) symmetrisch mit
reellen Eintrdgen, also auch hemitesch, definiert also eine lineare
Abbildung M: C" — C", die beztiglich des Standardskalarproduktes
selbstadjungiert ist. Da C algebraisch abgeschlossen ist (das war
der Fundamentalsatz der Algebra), zerfdllt das charakteristische
Polynom det(M — tE;) = det(A — tidy) = [T}, (c; — t) in C[t] in
Linearfaktoren. Wir miissen also zeigen, dass die Eigenwerte c; € C
reell sind. Das gilt, weil A selbstadjungiert ist, dann ist v € C" ein
Eigenvektor zum Eigenwert c;, dann folgt aus (Av,v) = (v, Av),

dass
ci{v,v) = (c;v,v) = (Av,v)
(v, Av)
= (v,c;v) =¢{v,V)
Daraus folgt aber ¢; = ¢j, also ¢; € R. Ende Vorlesung 22.5

Schritt 2: Wir konstruieren nun mittels Induktion tiber dim V
eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A. FiirdimV = 1
ist nichts zu zeigen, denn dann ist jeder Vektor v.€ V ~ {0} ein
Eigenvektor von A.

Angenommen die Aussage stimmt fiir alle euklidischen Vektor-
rdume der Dimension k, dann miissen wir zeigen, dass die Aussage
auch gilt wenn dim V' = k + 1 ist. Sei also dimV = k4 1 und
A:V — V selbstadjungiert. Nach Schritt 1 gibt es einen reellen
Eigenwert c;1 von A und also auch einen Eigenvektor v € V mit
Av = ¢ v und |o| = 1.

Ich behaupte, dass A den k-dimensionalen Unterraum W :=
(v)* C V in sich selbst abbildet, d.h.

wW— Aw

ist wohldefiniert. Um das nachzupriifen miissen wir zeigen, das fiir
allew € W = (v)* auch Aw € (v)* gilt, d.h. (Aw, v) 2= 0.Das
gilt aber, weil

A selbstadj. () bilin. we(v)t

(Aw, V) (w, Av) vEY (w,ev) " ="c(w,v) =" 0.



Da Al selbstadjungiert ist, existiert nach Induktionsvoraussetzung
eine Orthonormalbasis v, ..., vy von W die aus Eigenvektoren von
A besteht.

Die Basis vy, ..., vk, v sind dann eine Basis von V, die aus Eigen-
vektoren von A besteht. O

Das WORT ,, SPEKTRALSATZ”, beziehungsweise die Gewohnheit, die
Menge der Eigenwerte einer linearen Abbildung auch als Spektrum
der Abbildung zu bezeichnen, hat Thren Ursprung sicherlich im
Beispiel der Zerlegung von Tonen in reine Schwingungen, das wir
im Abschnitt zu unitdren Vektorrdumen kennengelernt hatten. In
diesem Beispiel waren die Frequenzen gerade die Eigenwerte einer
linearen Abbildung. Die mathematische Formulierung der Operati-
on eine Funktion als Linearkombination periodischen Funktionen
e™m* = cos(mx) + isin(mx) zu schreiben wird auch verwendet

um die Spektralzerlegung von Lichtwellen zu beschreiben. In der
Physik nimmt das zu Grunde liegende Prinzip, eine Funktionen

als Linearkombinationen von orthogonalen Eigenfunktionen eines
Operatoren zu schreiben und das als Uberlagerung von Zustinden
zu interpretieren, in der Quantenmechanik einen zentralen Platz ein.
Hierfiir war es wichtig, eine Version fiir unendlichdimensionale Vek-
torraume zu finden, die meist eines der Ziele der Funktionalanalysis
Vorlesung ist.

WIR HABEN FUR DIESES RESULTAT ZWEI NUTZLICHE STRATEGIEN
zur Losung von mathematischen Probleme genutzt:

1. Zunéchst haben wir konkret mit Matrizen gerechnet und dabei
eine Eigenschaft ,,symmetrisch” von Matrizen bemerkt. Fiir die
Argumentation war es ganz wesentlich, dafiir eine koordinaten-
freie Beschreibung ,selbstadjungiert” zu finden.

2. Ein technisches Problem (Hier: Wie finden wir reelle Eigenwer-
te?) ist verschwunden, indem wir unsere Begriffe verallgemeinert
haben (Hier: Wir erlauben voriibergehend C-Vektorrdume). Da-
bei kommt C weder in der urspriinglichen Frage noch in der
Antwort vor.

ALs ANWENDUNGEN DES SPEKTRALSATZES mochte ich Ihnen in
den nichsten Vorlesungen drei ganz unterschiedlich aussehende
vorstellen:

1. Analysis: Extremwerte fiir Funktionen in mehreren Variablen.

2. Geometrie: Welche Matrizen definieren Skalarprodukte? Wie
konnen wir quadratische Gleichungen in mehreren Variablen
verstehen?

3. Datenanalyse: Was ist der ,,wesentliche” Teil einer Matrix? (Auch
,Singuldrwertzerlegung” genannt, das ist niitzlich fiir Kompres-
sion und ein Baustein fiir die Algorithmen die Ihnen Vorschlige
fiir ,Was Sie als néchstes interessieren kénnte” generieren.®)
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Schon mit der Formel
(Av,w) = (v, Aw)

rechnet es sich viel leichter, als mit der
Liste der Bedingungen

Ell']' = ﬂ]‘,' fiir Z,] = 1,...}’1.

Anders gesagt: Ich kann nur beschrankt
viel gleichzeitig im Kopf haben, darum
ist es notwendig, die einzelnen Dinge
so kompakt wie moglich zu fassen.

¢ Die Blase in die Sie dabei von der Soft-
ware gesteckt werden, heifit womoglich
Hauptachse oder Eigenraum.
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Anwendung 1: Mehrdimensionale Extremwerte

Sie wissen aus der Schule wahrscheinlich, dass die zweite Ableitung
einer Funktion die Kriimmung des Funktionsgraphen beschreibt. In
einer Dimension kann Ihnen das Vorzeichen der zweiten Ableitung
an den Extremstellen (die x an denen f’(x) = 0) sagen, ob Sie ein
lokales Minimum, oder ein lokales Maximum gefunden haben.
Wenn Sie eine (2 mal stetig differenzierbare) Funktion F: R" —
R in mehreren Variablen betrachten so beschreibt ganz analog die
Matrix der 2ten Ableitungen -2 a; ax F das Kriimmungsverhalten
der Funktion und wenn Sie einen hnearen Koordinatenwechsel
x — % = Q- x vornehmen, konnen Sie die Krimmung mit linearer
Algebra umrechnen, weil die Ableitung selbst linear ist.

Es stellt sich heraus, dass die Matrix 5~ -O_F symmetrisch ist.
Daher sagt uns der Spektralsatz, dass wir Ko]ordmaten finden Abbildung 2: f(x,) = 22 + 12
konnen, so dass die Kriimmung eine Diagonalmatrix wird. Die
Vorzeichen der Eigenwerte geben dann an, in welche Richtungen
der Funktionsgraph nach oben bzw. nach unten gekriimmt ist.
Insbesondere werden Sie in der Analysis sehen, dass Sie damit wie
in einer Dimension lokale Minima und Maxima charakterisieren
konnen:

1. Gilt an einer kritischen Stelle v (d.h. ( O F)(v) = 0 fiir alle i),
dass alle Eigenwerte der Matrix (52 % ax F ) (v) an der Stelle v € R"

positiv sind, so ist v ein lokales annum.

2. Gilt an einer kritischen Stelle v (d.h. ( = F)(v) = 0 fiir alle i),
dass alle Eigenwerte der Matrix ( )F (v) an der Stelle v € R"

negativ, so ist v ein lokales Max1mum

3. Finden Sie an einer Extremstelle sowohl positive als auch ne-
gative Eigenwerte der Matrix der 2ten Ableitungen, so ist die
Extremstelle ein Sattelpunkt.

Anwendung 2: Quadratische Formen und Bilinearformen

Die Anwendung zur Berechnung von Extremwerten, konnen wir
fur quadratische Funktionen fast ohne Analysis verstehen und

bei der Gelegenheit noch die Frage beantworten, welche Matrizen
Skalarprodukte auf R" definieren. Abbildung 4: h(x,y) = x2 + xy + y2

ERINNERUNG wir haben schon gesehen, dass symmetrische Matrizen
A € Mat,, ,(K) mittels der Formel
Ba(v,w):=vioAow
symmetrische Bilinearformen definieren, d.h. die Abbildung
Ba(,): K" x K" — K(v,w) > Ba(v,w) =vioAow

ist in beiden Variablen linear und erfiillt B4 (v, w) = B4 (w, v) wegen
der Rechenregel (B o C)! = C! o B!. In Koordinatenschreibwei-
se konnen wir By (, ) fiir eine Matrix A = (a;j); j=1,...» wie folgt



ausrechnen:
X1 n Y1
Ba(l = || ¢+ |)=01.xn)o(@ij)ij=1,.no|
Xn Yn Yn

n n n n
=Y x(Y agy) =Y ) agy;.
=1 j=1 i=1j=1
Bemerkung (Koordinatenwechsel). Wenn wir statt der Standardbasis
auf K" eine beliebige Basis vy, ..., v, verwenden, konnen wir fiir

Vektoren v = Y' ;xiviund w = Y' ; y/v;, d.h. v,w haben v-
Xy N

Koordinaten x’ = : = Koordy(v),y’ = : =
X Yn

Koordy (w) die Bilinearform auch in v-Koordinaten umrechnen,
denn ist P = (vy...vy) die Matrix der neuen Basisvektoren, dann

gilt:

Ba(v,w) = BA(PE’,PK/)
= (Px')! 0 Ao (Py)
=x" o (P'AP) o yr.

Vorsicht: Der Basiswechsel fiir die Bilinearform ist also
A — P'AP,
aber fiir die Matrix der linearen Abbildung A hitten wir
¢Maty (A) = P"1AP.

Diese Formeln stimmen nur fiir orthogonale P tiberein.

DA Es BISHER PRAKTISCH war, Begriffe ohne Koordinatenwahl fiir
allgemeine Vektorrdaume zu formulieren, sollten wir das auch fiir
bilineare Abbildungen tun.

Definition. Eine Bilinearform B auf einem K-Vektorraum V ist eine
Abbildung

B:VxV =K

(v,w) — B(v,w)
die in beiden Argumenten linear ist, d.h, fiir die

B(av +bv',w) = aB(v,w) + bB(v/,w) und

B(v,aw +bw') = aB(v,w) + bB(v,w’) fiirallea,b € K,v,v,w,w € V.

Eine symmetrische Bilinearform, ist eine Bilinearform fiir die auflerdem

B(v,w) = B(w,v) fur alle v,w € V gilt.
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Sie hatten auf dem 6. Ubungsblatt schon nachgerechnet, dass wir
Bilinearformen B nach Wahl einer Basis vy, ..., v, durch die Matrix
der Werte (B(v;,V;)); j=1..n beschreiben kénnen, d.h. der abstrakte
Begriff der Bilinearform ist tatsachlich eine kompakte Formulierung
der Rechenregeln, die wir fiir B4 (v, w) gesehen haben. Das kénnen
wir hier noch einmal formal festhalten.

Lemma/Definition 42. Sei B: V x V — K eine Bilinearform auf einem
K-Vektorraum V und vy, ..., vy eine Basis von V. Dann bezeichnen wir
die n x n-Matrix

Mat!(B) = (B(Virvj))i,j:L...n S Matn,n(K)

als Matrix der Bilinearform beziiglich der Basis v.
Sindv = Y '  x;jvi und w = Y[, y;v;, Vektoren mit v-Koordinaten

X1 LA
Koordy (v) = © | ,Koordy (w) = ; so gilt
Xn Yn
W
B(v,w) = ( X Xy ) (B(vi,vj))ij=1,.n | °
Yn

= Koordg(v)tL o Mat!(B) o KOOI‘dX(W)-

Beweis. Die Formel folgt wie in der Ubungsaufgabe aus der Bilinea-
ritdt von B und den Rechenregeln fiir die Matrixmultiplikation:

B(v,w) = B(x1v1+ -+ XyVy, Y1V1 + - - - + YnVn) linear in 1. Eintrag
n
=Y xiB(vi,y1vi+ - + YnVn) linear in 2. Eintrag
i=1
n n
=2 ) xiy;B(vi,v))
i=1j=1

= ( X1...Xn ) o (B(vi,vj))ij=1,..n ©
Yn
O

ZURUCK ZU QUADRATISCHEN GLEICHUNGEN. Wie bei Skalarpro-
dukten sind symmetrische Bilinearformen schon durch die Werte
B(v,v) fiir alle v € V eindeutig bestimmt wenn 2 # 0 in K, denn
dann ist:

B(v+w,v+w) =B(v,v+w)+B(w,v+w)
(v,v)+ B(v,w) + B(w,v) + B(w,w)
(v,v)+2-B(v,w)+ B(w,w).

B
B

Also

2-B(v,w) =B(v+w,v+w)—B(v,v) — B(w,w).



Beispiel 43. Fiir unser Beispiel der Bilinearform B4 zu einer symme-
trischen Matrix A ist

X1 X1
Ba(| = || ¢+ =

Xn Xn

1=

aijXiYj
1

n

]

Il
—_

I
™=

I
—_

Iilil‘xi2 +2- (Z aijxixj).
i<j
Die quadratische Funktion q(x1,x2) = x% + 3x1x; + x5 erhalten wir
1 2
also aus der Bilinearform auf K? die durch A = ( 3 i ) gegeben
2

ist.

DER SPEKTRALSATZ sagt uns also, dass wir zu jeder quadratischen
Funktion

7: R" - R
X1 "
— q(xl,. . .,Xn) = Ea,-ix% +2- (Zai]-xixj)
i=1

i<j
Xn ]

eine Orthonormalbasis vy, ..., v, € R” finden konnen, so dass 4 in
v-Koordinaten (x1,...,x;) durch eine Formel der Form

/
X1

q(v) = c1x + -+ + cux)f wobei = Koordy(v)

Xy

gegeben ist. Hierbei sind ¢y, ..., ¢, die Eigenwerte der Matrix A =
(111]) € Matn,n (R).

Bemerkung. 1. In den Wirtschaftswissenschaften treten Extrem-
wertaufgaben fiir quadratische Funktionen in der Form: Maxi-
mieren Sie g(v) fiir v.€ R" mit |[v| =1 auf.

Der Spektralsatz sagt uns hierfiir, dass das Maximum hier durch
die Eigenvektoren von A zum groiten Eigenwert gegeben ist

2. In der Zahlentheorie ist die Frage was die rationalen Losungen
von Gleichungen der Form

g(v) =cmitce Q,veQ"

sind. Schon fiir x> + y?> = 1 und x? + y? = 3 ist das interessant.
Die rationalen Punkte auf dem Einheitskreis, also

{(1)eeirrin]

sind schon sehr lange bekannt:

Wenn Sie eine ganzzahlige Losung der Gleichung a® + b = ¢?

haben (d.h. a,b, ¢ sind die Seitenldngen eines rechtwinkligen
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Abbildung 5: Tontafel Plimpton 322
aus der Sammlung der Columbia Uni-
versity, New York (Bild aus Wikipedia)
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Dreiecks, dann ist (2)? + (2)2 = 1 und umgekehrt konnen sie

aus jeder rationalen Losung x? + y?> = 1 durch Multiplikation
mit dem Hauptnenner eine ganzzahlige Lésung von a2 + b? = ¢?
erhalten. Auf einer 3800 Jahre alten Tontafel finden sich so viele
ganzzahlige Losungen dieser Gleichung, dass die Vermutung nahe
liegt, dass damals schon das Prinzip wie sich alle Losungen finden

lassen bekannt gewesen sein konnte.

Die Gleichung x> + 1> = 3 hat hingegen gar keine rationale
Losung, obwohl die reelle Losungsmenge genauso ein Kreis ist.

Sie konnen beide Aussagen (wir konnen alle rationalen Punkte
auf dem Einheitskreis angeben und die zweite Gleichung hat kei-
ne rationale Losung) gern als Knobelaufgabe auffassen. Es gibt
jeweils eine kurze Losung. Sie konnen natiirlich auch nachfragen,
wenn Sie wissen mochten, wie das geht.

Es gibt auch eine koordinatenfreie Definition von quadratischen
Formen auf einem K-Vektorraum V:

EINE QUADRATISCHE FORM auf einem Vektorraum V ist eine
Abbildung g: V — K fiir die gilt:

1. g(cv) = ?q(v) fiir alle v € V und

2. Die Abbildung (v, w) — g(v 4+ w) —q(v) — q(w) ist eine (sichtbar
symmetrische) Bilinearform auf V.

WENN SIE AUFGEPASST HABEN werden Sie sich erinnern dass die 2.
Bedingung genau die Formel war, mit der wir 2B(v, w) aus B(v, v)
zurtick bekommen koénnen. Die 1. Bedingung wird nur hinzugeftigt,
um auch fiir Kérper in denen 2 = 0 ist, einen Begriff zu erhalten,
der quadratischen Polynomen entspricht. Das nur, falls Sie dem
Begriff noch einmal in einem zahlentheoretischen Zusammenhang
begegnen.

Das Minorantenkriterium fiir positiv definit

Wir hatten gesehen, dass eine Bilinearform, die durch eine symme-
trische Matrix A gegeben ist, genau dann positiv definit ist, wenn
alle Eigenwerte von A positiv sind. Leider ist dieses Resultat fiir
groflere Matrizen unpraktisch, da wir, um die Eigenwerte zu bestim-
men zundchst das charakteristische Polynom ausrechnen wiirden
und es dann nicht so leicht ist, zu sehen, was die Nullstellen dieses
Polynoms sind. Das Minorantenkriterium ist eine Alternative, die
uns diese Rechnung erspart.

Fiir Extremwertaufgaben sind sowohl nur positive Eigenwerte
als auch nur negative Eigenwerte relevant, daher bekommen diese
Eigenschaften eigene Namen.

Definition 44. Eine symmetrische Bilinearform B: V x V — R auf
einem reellen Vektorraum V heifst
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1. positiv definit wenn B(v,v) > 0 fiir alle v e V ~ {0}.

2. positiv semidefinit wenn B(v,v) > 0 fiir allev € V.

3. negativ definit wenn B(v,v) < 0 fiir alle v € V ~ {0}.

4. indefinit wenn es v,w € V gibt, mit B(v,v) > 0 und B(w, w) < 0.

Beispiel 45. Auf R? sind die Formen

1. Bp(v, w) =vito ( g g > oW pOSitiV definit,

2. Bs(v,w) =vlo < g 8 ) o w positiv semidefinit,

-3

3. Bu(v,w) :vto< 0

05 ) o w negativ definit und

4. Bip(v,w) = vio ( _03 g > o w indefinit.

EINE NOTWENDIGE BEDINGUNG dafiir, dass eine symmetrische

Matrix A € Maty ,(IR) nur positive Eigenwerte hat, ist dass det(A) >

0 gilt, denn die Determinante ist das Produkt der Eigenwerte.

-3 0
-5

ist, obwohl die entsprechende Bilinearform negativ definit ist.

Das allein ist kein Kriterium, da det( )=15>0

Fiir das Kriterium werden wir zusitzlich die Determinanten von
Untermatrizen benotigen.

Norarron: Fiir eine n x n-Matrix A = (a;;);j=1,.., bezeichnen wir
firk=1,...,nmit
Ax = (i) ij,=1,..x

den k-ten Hauptminor von A.

Zum Beispiel sind die Hauptminoren der Matrix A =

o~ N
[ N R
N = O

also

5 1 2 10
Al—(Z),A2—<1 2>undA3— 1 21
01 2

Damit konnen wir jetzt das Resultat formulieren.

Satz 46. Fiir eine reelle symmetrische n X n Matrix A sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

1. Alle Eigenwerte von A sind positiv.
2. Die durch A definierte Bilinearform B4 : R" x R" — R ist positiv
definit.

3. Die Determinanten der Hauptminoren sind positiv, d.h. det(A) > 0
fiirallek=1,...,n.
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BeEvoRr wir das Resultat nachweisen, lassen Sie uns an einem
Beispiel testen, dass das Kriterium viel einfacher zu testen ist, als zu
versuchen die Eigenwerte von A zu bestimmen.

210
Beispiel 47. Fiir die Matrix Ay = | 1 2 1 | finden wir
01 2
det(A;) =det(2) =2>0,
2 1
det(Az)—det(<1 2)—4—1—3>0,
210
det(Asz) =det(| 1 2 1 |) Entwicklung nach 1. Spalte
01 2
= 2det 2 1 —1-det b
1 2 1 2
=2.3-2=4>0.
Die Matrix ist also positiv definit.
Genauso finden wir fiir
2 ; (1) 8 210 100
det( 01 2 1 )=2-det(| 1 2 1 |)—1-det(|] 1 2 1 |))
1 2 1 2
0 01 2 0 0

:2det(A3)—1det(<i ; ) —2.4-3-5

Also ist auch diese 4 x 4 Matrix positiv definit. Diese Rechnung zeigt
auch dass allgemein fiir die n x n-Matrix

1 0

N —m O O

gilt dass
det(Ay,) = 2det(A, 1) — det(A,_2).

Und da wir fiir die ersten Determinanten die Ergebnisse 2,3,4,5
gefunden haben erwarten wir vielleicht, dass det(A,) = n + 1 gilt.
Das kénnen wir leicht mit Induktion beweisen, denn die Aussage
stimmt fiir n = 1,2. Das gibt den Induktionsanfang. Gilt die Aussage
fur k — 1,k so auch fiir k + 1, denn dann gilt

det(Agi1) = 2-det(Ay) —det(Ar_1) Formel von oben
=2(k+1)—k Induktions Annahme
—k+2=(k+1)+1.

Also sind die Matrizen A, fiir alle n > 1 positiv definit.
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Beweis des Minorantenkriteriums. Die Aquivalenz der Aussagen 1.
und 2. haben wir schon gesehen:

1. = 2. Nach dem Spektralsatz gibt es eine Othrnormalbasis
vi,..., vy von A, die aus Eigenvektoren von A besteht, wir bezei-
chen die zugehorigen Eigenwerte mit ¢; d.h. Av; = ¢;v;. Hat A
positive Eigenwerte, d.h. c¢1,...,c, € R5 so ist B4 positiv definit,
denn jeder Vektor v € V ~ {0} ldsst sich als Linearkombination
v =Y.' ; a;v; schreiben wobei nicht alle a; = 0 sind.

Dann ist aber

BA(v,v) :VtAV Def. BA(,)
= (v, Av) Def. Standardskalarprodukt

n n
=()_ayvj, A) ajv;) (,)bilinear, A linear

i=1 j=1

n

= Z al-(vi, Z tl]AV]> AV] = C]'V]'

n n
= ZaiZajcj<vi,v]-> <V1',Vj> =0fari #],: 1ftir 1 :]
:Za%ci>0 dac; > 0.

Das war zu zeigen.

2.=1. Ist By positive definit und v € V ~\ {0} ein Eigenvektor von
A, d.h. Av = cv, so gilt

0 < Ba(v,v) = (v,Av) = (v,cv) =c- (v,V).
N~
>0
Also muss ¢ > 0 sein, d.h. alle Eigenwerte von A sind positiv und
das war zu zeigen.

2.=3. Ist B4(,) positiv definit, so wissen wir schon, dass alle Ei-
genwerte von A positiv sind und darum det(A) > 0 gilt. Ist B4
positiv definit, so ist auch die Einschrankung von B4 auf den
X1

Unterraum R* = Span(ey,...,e;) = {| x | | xi € R} CR”"
0

positiv definit.

Diese Bilinearform auf R¥ wird aber durch den k-ten Hauptminor
Ag von A beschrieben. Also gilt auch det(Ay) > 0 fiir alle
k=1,...,n. Das war zu zeigen.

3=2. Das ist der Knackpunkt des Satzes: Wir haben gerade gese-
hen, dass die Hauptminoren, Bilinearformen auf RF mitk < n
beschreiben. Daher zeigen wir die Aussage mit Induktion.
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Firn = 1ist die Aussage klar, denn A = (a77) ist dann nur
eine Zahl, d.h. det(A) = a1; und ist diese Zahl > 0, so ist die
Bilinearform B4 auf R! positiv definit.

Angenommen die Aussage stimmt fiir m x m-Matrizen und A
ist eine m + 1 x m + 1 Matrix fiir die die Determinanten der
Hauptminoren alle positiv sind. Nach Induktionsannahme sind
dann alle Eigenwerte der Matrix A, positiv, d.h. es gibt nach dem
Spektralsatz eine Orthonormalbasis vy, ..., v, von

X1

R™ = Span(ey,...,en) = {| xm | |x € R} CR"!
0

die aus Eigenvektoren von A besteht und die zugehorigen Eigen-
werte sind positiv.

Ergidnzen wir diese Basis durch den letzten Standardbasisvektor

0
emtl = - | zu einer Basis von R"*1 so ist diese leider nicht
1
immer beztiglich B4 orthogonal, aber wir konnen das reparieren,
indem wir
. AlCm+1, vl)
Vintl = €41 — Z 0 7. . Vi

= Ba(vi,vi)
definieren. Diese Formel ist sinnvoll, da nach Voraussetzung
Ba(v;,v;) > 0 fiir alle i.

Setzten wir P = (vy ...V 1) so ist die Matrix der Bilinearform
B4 beztiglich der Basis vy, ..., v,1 nach der Basiswechselformel
fiir Bilinearformen durch P! AP gegeben und nach Konstruktion

ist das eine Diagonalmatrix der Form: Warnung: Die ¢;’s haben nichts mit
den Eigenwerten von A zu tun, z.B. ist
C1 2 sicher kein Eigenwert von < % ; ),
.. 0 1 . . .
Matv(B A) = : . da 1 0 invertierbar ist.
Cm
BA(Vint1, Vint1)
Wir wissen

det(P'AP) = det(P') det(A) det(P) Multiplikationssatz fiir det
= det(P)? det(A). denn det(P!) = det(P)

) Nach Voraussetzung ist det(A) > 0, also ist auch det(P)? det(A) =
det(P'AP) = (IT", ¢i)Ba(Vius1,Viu+1) > 0. Da die ¢; > 0 sind ist
darum B (Vy4+1,Vips1) > 0 und also ist B4 positiv definit.
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Bemerkung. Sie hatten in der Vorlesung richtig angemerkt, dass es
fiir den Satz nicht wichtig ist, die Hauptminoren von links oben nach
rechts unten zu wihlen, Sie konnten genauso gut mit irgend einem
Diagonaleintrag anfangen und diesen nach einander zu grofSeren
quadratischen Matrizen erweitern.

Bemerkung. Das Argument fiir den Satz ist bemerkenswert, denn
wir zeigen eine Aussage tiber die Eigenwerte einer Matrix, indem wir
die Matrix als Bilinearform auffassen. Das obwohl Eigenwerte fiir
Bilinearformen gar keinen Sinn machen.

Umgekehrt haben wir fiir den Beweis der Aussage, dass es fiir
jede quadratische Form auf R” eine Orthonormalbasis gibt, so dass
die Formel beziiglich dieser Koordinaten keine gemischten Terme
enthilt die zugehorige Matrix als lineare Abbildung aufgefasst und
darauf den Spektralsatz angewendet.

Der Wechsel zwischen verschiedenen Interpretationen von Ma-
trizen — als lineare Abbildungen oder Bilinearform — erlaubt es also
Ergebnisse die in einer Interpretation einfach sind zu tiberraschen-
den Ergebnissen in der anderen Interpretation zu tibertragen.

Anwendung 3: Die Singulirwertzerlequng

Als ersten Anwendungen des Spektralsatzes hatten wir mehrdi-
mensionale Extremwerte und die Diagonalisierung quadratischer
Gleichungen in mehreren Variablen gesehen. Eine Kombination
dieser Anwendungen war die Maximierung von |Av/| fiir eine sym-
metrische Matrix A auf der Menge der Vektoren v der Linge 1. Das
wurde genau durch die Eigenvektoren zu den Eigenwerten mit
grofstem Absolutbetrag maximiert.

Als dritte und vielleicht aktuell wichtigste Anwendung des
Spektralsatzes geht es nun um die Singularwertzerlegung von
reellen, nicht notwendig quadratischen Matrizen. Diese Zerlegung
liefert eine Methode, einen besonders wesentlichen Anteil einer

N x M Matrix zu finden. Das wird in manchen Zusammenhangen Die Grofbuchstaben in N x M sollten
Sie darauf hinweisen, dass grof3e

auch Hauptkomponentenanal nannt.
¢ ptkomponente yse g€ Zahlen vorkommen koénnen.

D1k IDEE ist an einem Beispiel leicht zu motivieren. Wenn wir fiir
eine lineare Abbildung

A: R® = R?

(d.h. A ist durch eine 2 x 3-Matrix beschrieben) geometrisch verste-

hen mochten, was die Abbildung tut, so konnen wir zunéchst das

Bild der Einheitskugel im IR® unter der Abbildung A anschauen, d.h.

wir kénnen die Bilder Av fiir Vektoren v mit |v| = 1 betrachten. Die Einheitskugel mit Standardbasis:
Dabei konnen wir beobachten, dass das Bild immer eine Ellipse in

R2 ist. ﬁ

A

FrAGE:Wie finden wir die Hauptachsen dieser Ellipse? Was sind

\ ’,
insbesondere die Koordinaten der lingsten Achse der Ellipse? T

und das Bild unter A: R? — R?

bt
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Lassen Sie uns das in Formeln aufschreiben:
Suche v € R® mit |v|| = 1, so dass | Av| maximal ist.

Das sieht aus wie das Maximierungsproblem fiir symmetrische
Matrizen, nur ist A leider noch nicht einmal quadratisch, d.h. das
Konzept von Eigenvektoren ist fiir A sinnlos.

WENN WIR NICHT WEITER WISSEN, schreiben wir als erstes Defini-
tionen auf: Der Ausdruck ||Av|| war definiert als

|Av|? = (Av, Av) Definition |||
= (Av)! o (Av) Def. Standardskalarprodukt
=viA Av (BoC) =C'oB!
= Byia(v,v) Bilinearform zu A’A.

Hier ist die Matrix A!A eine m x m-Matrix (m x n mal n x m-Matrix),
also quadratisch und sogar symmetrisch, denn

(AtA) = Al(ANDE = ATA.

DAMIT HABEN WIR das Problem nun doch auf ein Optimierungs-
problem fiir quadratische Formen zurtickgefiihrt. Dafiir haben wir
schon gezeigt, dass die normierten Eigenvektoren v zum grofiten
Eigenwert von A’A die Vektoren der Lange 1 sind fiir die | A’ Av/||
maximal ist.

Beispiel 48. Lassen Sie uns das einmal fiir die explizite Matrix

R S B I U
8§ 7 -2

ausrechnen.

Zunichst miissen wir A’ A berechnen: Rechnen Sie die behaupteten Formeln
selbst nach und lassen Sie mich wissen,

4 8 4 11 14 80 100 40 wenn Sie Tippfehler finden!
AlA=| 11 7 (8 ; 2>_ 100 170 140

14 -2 40 140 200

Diese Matrix macht mir keine Lust auf die Berechnung des charak-

teristischen Polynoms. Darum denke ich einen Moment nach, ob

ich einen Eigenwert kenne. Mir fallt auf, dass A: R® — R? wegen

der Dimensionsformel einen nichttrivialen Kern hat und darum

hat A'A den Eigenwert 0. Den Kern von A bestimme ich mit dem
Gauf3-Algorithmus und finde Priifen Sie das!

2
Ker(A) =Span(| -2 |).
1

2 2/3
Da|| -2 || =3giltistvg:= | —2/3 | ein normierter Basis-
1 1/3
vektor, also insbesondere ein Eigenvektor von AtA zum Eigenwert
0.



LINEARE ALGEBRA 2 79

Symmetrische Matrizen bilden das orthogonale Komplement
eines Eigenvektors in sich ab. Darum berechnen wir

2 1 0
Span(| —2 |)*=Span(| 1 |.,| 1 |),
1 0 2

denn die beiden Vektoren sind linear unabhéngig und orthogonal zu
vo. Die Matrix von A auf diesem Unterraum kénnen wir beziiglich
dieser Basis ausrechnen:

1 180 2 1 0
ATA|l 1 | =] 270 | =90-( 3 | =90-2| 1 [+ 1]
0 180 2 0 2
0 180 2 1
ATA|l 1 | =] 450 | =90-( 5 | =90-(2] 1 [+3]| 1 |)
2 540 6 0 2

Damit finden wir die Matrix 90 - i § von der ich den Eigen-

vektor ( 1 > zum Eigenwert 90 - 4 sehe (denn ( f ; ) < 1 ) =

4
4
sehe ich damit dass der zweite Eigenwert 1 ist, und dafiir kann ich

. -2 2 2 1 2
denE1genvektor< 1 )sehen(da(1 3>—l-E2—<1 2))

), da die Spur einer Matrix die Summe der Eigenwerte ist,

und _12 im Kern hiervon liegt).
Also hat AfA die Eigenvektoren V3¢ = 1 |+] 1 =
L 1
2 | zum Eigenwert 360 (dieser entspricht dem Vektor ( 1 > )
2
-2
und Vgg = =2 1 |+ | 1 = —1 | zum Eigenwert 90
2
. . -2
(dieser entspricht dem Vektor 1 ) )-
Damit sind die Vektoren
1/3 -2/3 2/3
V360 :— 2/3 , V9o := —1/3 , Vo = —2/3
2/3 2/3 1/3

eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A!A. Damit ist
P = (v360, Vo0, Vo) € O(3), erfiillt also P~! = P! und es gilt

360 0 0
Pl(A'A)P=| 0 90 0
0 0 0
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Diese Formel konnen wir auch als

P!(A'A)P = (AP)'(AP)

360 0 O
= (Avsg0AvgoAvp)' (AvagoAvggAvg) = | 0 90 0
0 0 0

schreiben. Insbesondere gilt also 0 = Avh, Avgy = (Avsg, Avgy) =
0, die Vektoren Avsgp, Avgg sind also eine orthogonale Basis von
Bild(A). Wir wissen auflerdem, dass

[|Avseo| = \/ (Avsgo, Avsg) = \/ (v360, AT Avsg)
= 360<V360, V360> =V 360

und analog

HAVgoH = \/90<V90, V90> =V 90.

Damit sind also

w :71 Av :71 18 = 3/V10 und
X0 B0 P T 610\ 6 1/v/10

wor— L dge L (3 ) _( 1/VIO
YT R WA T W —3//10
eine Orthonormalbasis von Bild(A) = R? und es gilt fiir Q =
(W3goWop) € O(2), dass

Q%P:( V360 0 0>,bzw.

0 9 0
B V30 0 0 ;
AoV 2 0)e

Diese Zerlegung heifst Singuldrwertzerlegung der Matrix A, die
Diagonaleintrdge /360, /90 heifien Singuldrwerte von A.

V360 0 0
0 V90 0

die Abbildung A geometrisch verstehen kénnen, denn

V360 0 0\ (V360 0 100
o voo o) \ o veo ) lo1o

ist die Komposition der Projektion auf die ersten beiden Koordina-

Die Darstellung Q'AP = erklart, wie wir

ten (d.h. die v34p, voo-Koordinaten)), diese bildet die Einheitskugel
auf die Einheitskreisscheibe ab und der Streckung durch die Sin-
guldrwerte, diese bildet die Einheitskreisscheibe auf eine Ellipse
ab.

Bevor wir ausformulieren, wie sich das Argument fiir unser
Beispiel genauso fiir eine allgemeine n X m-Matrix tibertragen
lasst, mochte ich kurz festhalten, wieso es kein Zufall ist, dass die
Eigenwerte von A'A grofer oder gleich 0 waren.

Die Einheitskugel mit v340, Voo Ebene:

und das Bild der Projektion auf die
V360, Voo Ebene ist ein Kreis:

und dieser wird auf ei-
ne Ellipse gestreckt:

101



Bemerkung. Fiirjede reelle n x m-Matrix A ist die durch A'A
definierte Bilinearform B 4: 4 positiv semidefinit, d.h. die Eigenwerte
der Matrix sind AfA sind alle > 0.

Beweis. Ist v ein Eigenvektor zum Eigenwert c, so ist einerseits
(v, AtAV) = (Av, Av) >0
und andererseits

(v, A'AV) = (v,cv) = c (v, V).
——"
>0

Darum muss dann ¢ > 0 gelten. O

Lassen Sie uns nun die Singuldrwertzerlegung fiir allgemeine
Matrizen formulieren.

Satz 49 (Singuldrwertzerlegung). Sei A € Maty ,(IR) eine reelle
Matrix und r := Rang(A). Dann existieren orthogonale Matrizen
P=(vi...vy) € O(m),Q = (Wy...wy) € O(n) und reelle Zahlen
S1>8p > .-+ >35, >0, s0dass

51 0 0

0 S . .
A=Q| : o | Pt

: s, 0

o ... ... 0 O

Die Zahlen sy, .. .,s, sind hierbei eindeutig bestimmt und heiflen Singu-
larwerte der Matrix A.

Beweis. Der Beweis folgt einfach unserer Rechnung fiir die Beispiel-
matrix. Sei A eine n x m Matrix.

Schritt 1 Die Matrix A’A ist symmetrisch. Nach dem Spektralsatz
fiir selbstadjungierte Abbildungen, existiert also eine Orthonor-
malbasis von IR”, die aus Eigenvektoren von AfA besteht.

Wir haben aufierdem oben gezeigt, dass die Eigenwerte cy, ..., ¢y
von AfA alle > 0 sind, also konnen wir diese so sortieren, dass
G>e> >y >0=cpyq = =cp gilt.

Sei vy, ..., vy eine zugehorige Orthonormalbasis aus Eigenvek-
toren, d.h. A'Av; = c;v; fiir alle i = 1,...m. Dann ist die Matrix
P := (v;...vy) orthogonal und es gilt

C1 0 . 0

Maty(A'4) = pratap— | O @
0
0 Cm

P'A'AP = (AP)!AP = (Av; ... Avy) o (Avy... Avy)
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ist, bedeutet die obige Formel

(Avj, Avj) = (Av;) Av; = Oftir i #
(Av;, Av;) = ¢; > Ofiiri=1,...,7
(Av;, Av;) = Oftir i > 7.

Also sind die Vektoren Avy, ..., Av, eine orthogonale Basis von
Bild(A), insbesondere ist ¥ = Rang(A) = r und v, 1, ..., vy sind
eine Basis von Ker(A).

Aufserdem ist

|Avil = \/(Avi, Av;) = \/(vi, AtAv;) A" adjungierte Abbildung

=\/ci(vi, Vi) v; Eigenvektor
= /¢ =:5; v,normiert.
Setzen wir also w; := WAVZ-, so sind die Vektoren wy, ..., w, also

eine Orthonormalbasis von Bild(A) und es gilt Av; = |/c;w; =
sjw;furi=1...r.

Ergdnzen wir wy, ..., w, zu einer Orthonormalbasis wy, ..., wy
von RR”, so ist die Matrix Q = (wj ... w,) orthogonal und es gilt

51 0 cee ... 0
0 S
Q'AP = yMaty (A) =
s, 0
0 0 0

Multiplizieren wir diese Gleichung von links mit Q und von
rechts mit P! erhalten wir wie gewiinscht

51 0 0
0 S
A=0Q pt
s, 0
0 0 0
Das zeigt die Existenz einer Singuldrwertzerlegung. Vergleichen Sie den Beweis noch ein-
mal mit unserer Rechnung fiir das
Die Singuldrwerte sind eindeutig, denn ist A = Q'TP" eine Beispiel A = ‘é 171 i‘; > Stim-
tt 0 ... 0 men Sie mir zu, dass der allgemeine
0 . : Beweis transparenter ist?
andere Zerlegung, wobei T = "7 7| wieim Satz, Das ist eine weitere Funktion von
: ¢ 0 Beweisen, namlich uns klar zu machen,
14

was die Kernargumente sind, die im
0O ... 0 O Rechensalat von Beispielen versteckt
waren.
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so ist

—_ PITtQ/tQITP/t
:P/TtTP/t
2
20 .0
_p| ° P
2
2 0
0O ... 0 0

Das zeigt aber, dass t%, e, t%, 0 die Eigenwerte von At A sein
miissen, d.h. die Singuldrwerte sind in jeder Darstellung die
positiven Wurzeln der Eigenwerte von A'A.

O

Bemerkung. In der Literatur ist fiir die n X m-Matrix in der Singular-
wertzerlegung, in der die einzigen von 0 verschiedenen Eintrige die
Diagonaleintrédge sy, ..., s, sind die Bezeichnung X tiblich. Aufser-
dem werden die orthogonalen Matrizen Q, P mit den Buchstaben
U, V bezeichnet, d.h. Sie finden die Formel A = UXV!. In die-

ser Vorlesung bleiben die Buchstaben V, U fiir Vektorraume und
Untervektorrdume reserviert.

Bemerkung. Die Singuldrwertzerlegung hat viele Anwendungen.

S1 0 ... 0

1. Die Darstellung A = Q' 0 P! erklirt, dass wir
: s, 0
0O ... 0 0

die Abbildung A in P Koordinaten als Hintereinanderausfiih-
rung der Projektion auf Ker(A)+ = Span(vy,...,v,) C R" (das

1 0 ... 0

entspricht der Matrix) 0 o und einer Streckung
: 1 0
0 ... 0 0

um die Singuldrwerte auffassen konnen.

2. In der Praxis ist die Singularwertzerlegung niitzlich um Daten
die in Form von N x M-Matrizen A gegeben sind (z.B. digitale
Bilder, oder Tabellen) zu komprimieren oder zu analysieren. Ist
A = QSP! die Singuldrwertzerlegung und sind die ersten k
Singuldrwerte sy, ..., s, deutlich grofier als sg1,...,sy, so ist die

51

$2
N x M Matrix (w ... wy) ) (vy...v)! eine

gute Approximation von A.
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Eine beriihmte Anwendung hiervon war der Netflix-Wettbewerb
fur einen besseren Algorithmus fiir Filmvorschldge. Alle Preistra-
ger haben die Singuldrwertzerlegung verwendet.



Niitzliche Vektorraumkonstruktionen

Ein roter Faden durch die Vorlesung war, kompliziert aussehende
Probleme dadurch tiibersichtlich in den Griff bekommen, dass wir
nachdem wir ein paar einfache Beispiele angeschaut hatten, eine
kompakte abstrakte Formulierung gefunden haben, die uns eine
einfache Argumentation ermdoglicht hat. In der Linearen Algebra
1 hatten wir das zundchst mit den Korperaxiomen gesehen, die
einerseits fiir die lange Liste von Rechenregeln fiir die 4 Grundre-
chenarten auf eine sehr kurze Liste von einfachen Regeln gefunden
hat, aus denen sich alle anderen ergeben und damit andererseits
zeigt, dass die Rechenregeln auch in anderen Zahlbereichen wie
C,Z/pZ genauso gelten. Genauso war der Begriff des Vektorraums
dazu da, allgemeine Aussagen so formulieren zu kénnen, dass
wir Induktionsargumente tiber die Dimension eines Vektorraums
anwenden konnen, da in diesen Argumenten Unterrdume auftre-
ten, fiir die wir keine ,Standardbasis” haben. Das Grundprinzip
haben wir immer wieder verwendet, zuletzt im Argument fiir die
Singularwertzerlegung.

In diesem Kapitel mochte ich nun einerseits noch einmal einen
Riickblick auf einige Konstruktionen werfen, die wir von einem
abstrakten Standpunkt noch einmal neu betrachten konnen, an-
dererseits mochte ich das auch noch einmal als Anlass nehmen,
um logische Argumentation und den Umgang mit unseren sehr
kompakten, abstrakten Darstellungsformen zu tiben.

Der Dualraum eines Vektorraums

Fiir das Standardskalarprodukt auf R" war die Formel (v, w) = v/

w
sehr niitzlich, die aus einem Spaltenvektor v € IR” einen Zeilenvektor
vl € Mat; ,(R) = Hom(RR", R) macht, diese als lineare Abbildung
vi: R" — R auffasst und auf w anwendet.

Ist v € V ein Element eines abstrakten K-Vektorraums V, dann ist
der Ausdruck v! zunichst sinnlos, aber statt 1 x n-Matrizen kénnen

wir immer den Vektorraum
VY :=Hom(V,K) = {f: V — K| f linear }
verwenden.

Definition. Der Dualraum eines K Vektorraums V ist der Raum der
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linearen Abbildungen von V nach K:
VY :=Hom(V,K) = {f: V — K| f linear }.
Die Notation ,, VV* lesen wir als ,,V dual”.

Wir werden sehen, dass es 2 unterschiedliche Zusatzdaten auf V
(entweder eine Basis oder eine Bilinearform) gibt, die es ermoglichen
aus Elementen von V, Elemente von VY zu machen.

WIE BEI JEDEM NEUEN Objekt, sollten wir uns zundchst einmal mit
VV vertraut machen. Im Beispiel V = K" wissen wir schon, dass
Hom(K",K) = Mat ,(K) durch 1 x n-Matrizen beschrieben werden
kann, insbesondere wieder n-dimensional ist.

Behauptung 50. Ist V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, so gilt
dimV =dim V.

IN DER VORLESUNG haben wir das Argument fiir den Beweis mit
einer Reihe von Voriiberlegungen erarbeitet, im Skript flige ich diese
im Anschluss an den Beweis als ,,Wie komme ich darauf?” ein.

Beweis. Da die Dimension eines Vektorraums als die Anzahl der
Elemente einer Basis definiert ist, miissen wir eine Basis von V'V
konstruieren.

Schritt 1: Konstruiere Elemente ¥1,...,V, € VV:Jede lineare
Abbildung A: V — W ist eindeutig durch die Werte auf einer
Basis bestimmt, insbesondere gilt das fiir lineare Abbildungen
f:V =K

Sei also vq,...,v, € V eine Basis von V, dann definieren wir
vi:V—=K

n
W — Vi(w) := a; wobei w = ) _ a;v;
=1

Die Notation V! wiirde besser daran
erinnern, dass wir statt Vektoren nun
Abbildungen nach K betrachten, aber
V" hat sich durchgesetzt, in manchen
Biichern finden Sie auch V*.

Ohne die Voraussetzung, dass V
endlichdimensional ist, wire das nicht
richtig.

die eindeutige Schreibweise von w als Linearkombination der v; ist.

Wir haben bereits gezeigt, dass die Abbildung V; linear ist, denn
die Koordinatenabbildung Koordy: V — K" ist linear und v; ist
die Komposition der Koordinatenabbildung mit der Projektion
a
auf die i-te Koordinate p;: K* — K;p;(| : |) := a;. Dap;
an
ebenfalls linear ist, ist auch ¥; = p; o Koordy linear.

Schritt 2: Die Abbildungen
Vi,V € VY ={f: V= K| f linear}

sind linear unabhéngig, denn sind by, ...,b, € K so dass die
Linearkombination

bl\"/1+---+bn‘7n:0



die Nullabbildung 0 € V¥ = {f: V — K | f linear} ist, so gilt fiir
allei =1,...n,dass

0=0(v;) = (by¥1 + - - - + byVy)(v;) Vor. Lin.komb. ist o-Abb
n
=) bvi(vy) Def. Lin.komb von Abbildungen
=1
= b Vi(vi) = 0wenn j #i,V;(v;) = 1.
Also gilt by = --- = b, = 0. Die Abbildungen ¥y,...,Vv, € V"

sind also linear unabhangig.

Schritt 3: Die Abbildungen ¥4,...,V, € VV sind ein Erzeugenden-
system von VV: Ist f: V — K ein beliebiges Element von V"V, so
gilt

n

f=Y v

j=1

denn fiir allei = 1,...n gilt

(

&

floj)vi)(vi) = if(vj)‘v’j(vi)
=
= f(vi)¥i(vi) = f(v;).

1

]

Die linearen Abbildungen f und Y/ ; f(v;)V; stimmen also auf
einer Basis tiberein, sind also gleich. Damit haben wir gezeigt,
dass wir alle Elemente f € V" als Linearkombination der
Abbildungen V1, ..., v, schreiben konnen.

Das zeigt, dass die Elemente V1,...,¥, € V" eine Basis von V" sind,
insbesondere ist dim VY = n = dim V. O

KURZE ZUSAMMENFASSUNG DES ARGUMENTES: Lineare Abbil-
dungen F: V — W sind eindeutig durch die Werte auf einer Basis
vi,...,Vy von V definiert. Wenden wir das auf W = K an, so se-
hen wir dass lineare Abbildungen f: V — K eindeutig durch die
n-Zahlen by = f(vq),...,by = f(vy) € K definiert sind. Fiir den
Raum dieser Abbildungen sind also die Abbildungen f; = v;, mit
fi(vi) = 1und f(v;) = 0 fiir j # i eine Basis.

WIE KOMME ICH AUF DAS ARGUMENT?

1. Wie immer, ist der erste Schritt, sich zu erinnern was die Dimension
exakt bedeutet: Die Dimension ist die Anzahl der Elemente einer Basis.
Wir miissen also eine Basis von VV basteln.

2. Wie immer muss ich auflerdem die Definition parat haben:
VY ={f: V= K| f linear}

ist ein Vektorraum von Abbildungen. Elemente konstruieren, heifst hier
also Abbildungen angeben!
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3. Wenn mir nichts einfillt, schaue ich das Beispiel V. = K" an. Hier ist
(K™")Y = Mat ,,(K), denn lineare Abbildungen von K" nach K sind
gerade 1 x n-Matrizen, also Zeilenvektoren. Fiir den Raum der Zeilen-
vektoren sehen Sie die Basis ¢ = (10...0),é, = (010...0),...,¢, =
(0...01).

4. Was fiir Abbildungen entsprechen den Zeilenvektoren & = (0...010...0)?
X1

Das ist die Abbildung : — x;, also die Projektion auf die i—te

Koordinate.

5. Neue Frage: Kann ich fiir einen allgemeinen Vektorraum sinnvoll eine
. Projektion auf die i-te Koordinate” definieren? Nicht wirklich, aber wir
hatten Koordinaten beziiglich einer Basis v1,...,v, von V eingefiihrt,
d.h. die i-te Koordinate von v € V beziiglich einer Basis vy,...,V, von
V ist sinnvoll definiert und das liefert Abbildungen ¥;: V — K.

6. Jetzt kann ich ausprobieren, ob die Abbildungen ¥, ...,V ein linear
unabhingiges Erzeugendensystem sind. So funktioniert das Argument
des Beweises.

Bemerkung. 1. Fiir unendlichdimensionale Vektorrdume ist die
Dimension des Dualraums V" gréfer als die von V. Da wir
uns noch nicht iiberlegt haben was wir genau mit ,Dimension”
meinen, wenn diese nicht endlich ist, mochte ich das hier nur
erwdhnen, in der Funktionalanalysis werden Sie dazu mehr lernen
und auch eine Reparaturméglichkeit fiir dieses Problem sehen.

2. Die aus einer Basis vq,...,v,, € V konstruierte Basis vq,...,V,
heifit (zu vy, ..., vy) duale Basis von V'V,

Warnung: Die Abbildungen ¥; hdngen von der ganzen Basis
vi,...,Vy ab, nicht nur von v;.

1 1
Beispiel 51. Ist V=R%?und v; = ( 0 ),vz = ( 1 ),so ist

\71(< i ))Z‘Vll(l'Vl-‘rl'VQ):l.

Aber fire; = vy = ( (1) ),ezz < ?)gilt

é](( i )):é1(2~e1+1'e2):2.

Eine weitere Moglichkeit aus Vektoren, Abbildungen zu machen
haben wir mit dem Skalarprodukt, oder allgemeiner mit Biline-
arformen kennen gelernt. Fiir Bilinearformen haben Sie auf dem
Ubungsblatt schon den folgenden Begriff kennen gelernt.



Definition. Eine Bilinearform B: V x V' — K auf einem K-
Vektorraum V heifst nicht ausgeartet wenn es zu jedem von 0 ver-
schiedenen Vektor v € V ~ {0} einen Vektor w € V gibt so dass
B(v,w) # 0.

Behauptung 52. Ist B: V x V. — K eine Bilinearform auf einem
K-Vektorraum V, dann ist die Abbildung

Fg: V= VY ={f:V— K| f linear}
v — Fp(v): V — K, definiert durch
w — Fg(v)(w) := B(v,w)

linear.
Ist V endlich dimensional, so ist die Abbildung Fg ist genau dann ein
Isomorphismus, wenn B nicht ausgeartet ist.

BiTTE LESEN SIE die Aussage der Behauptung einmal ganz in Ruhe
und versuchen Sie dabei, die komplizierten Formeln einmal zu
verdauen. Ist Thnen zum Beispiel klar, dass die Abbildung Fg im Fall
dass V = R" und B = (,) das Standardskalarprodukt ist, einfach
wieder die Abbildung v — v’ ist? Nehmen Sie sich einmal die Zeit,
sich das klar zu machen bevor Sie weiter lesen. Wenn Ihnen das
nicht gelingt, fragen Sie nach, zum Beispiel im anonymen Forum auf
Moodle. Das Verstehen von mathematischen Aussagen braucht Zeit
und die miissen Sie sich selbst nehmen.

EINE KURZERE NOTATION fiir die Abbildung Fp wére
vi— B(v,_): V=K,

wenn wir uns darauf einigen, dass wir mit __ die Stelle in einer
Formel fiir eine Abbildung markieren, an der wir Werte einsetzen.
Das kann ich schneller lesen, als die sperrigere Notation Fg(v)(w) :=
B(v,w) aus der Behauptung.

Beweis. Die Abbildung Fp ist wohldefiniert, d.h. fiirjedes v € V
definiert die Formel w — B(v, w) tatsichlich eine lineare Abbildung,
da die Abbildung B nach Voraussetzung in der 2. Variablen linear
ist.

Die Abbildung Fp ist linear, d.h. es gelten die Gleichheiten von
Abbildungen Fg(v +v') = Fg(v) + Fg(v') und Fg(cv) = cFg(v) fiir
allev,v/ € V,¢ € K, da die Abbildung B in der ersten Variablen
linear ist.

Die lineare Abbildung Fp ist genau dann injektiv wenn Ker(Fp) =
{0} gilt. Aberv € Ker(Fp) bedeutet, dass Fg(v) € V" die 0-
Abbildung ist. Das ist gleichbedeutend mit der Aussage, dass
B(v,w) = 0 fiir alle w € V gilt. Diese Bedingung gilt genau dann
nur fiir v = 0 wenn B nicht ausgeartet ist. Also ist Fg genau dann
injektiv, wenn B nicht ausgeartet ist.

Ist V endlich dimensional, so gilt nach der vorigen Behauptung,
dass dim V = dim V. In diesem Fall ist Fg aber nach der Dimensi-
onsformel genau dann injektiv, wenn Fg ein Isomorphismus ist. Also
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ist Fp fiir endlich dimensionale V genau dann ein Isomorphismus
wenn B nicht ausgeartet ist. O

Bemerkung. Die Konstruktion aus der Behauptung lédsst sich
umdrehen: Ist umgekehrt F: V — V'V linear, so ist die Abbildung

Br: VxV =K

(v,w) +— Bp(v,w) := F(v)(w)

eine Bilinearform, denn Bp(, ) ist in der zweiten Variablen linear, da
fiir alle v die Abbildung F(v) € VV = {f: V — K| f linear} nach
Definition linear ist und By ist in der ersten Variablen linear, weil F
linear ist.

Die Konstruktionen B — Fg und F — B sind invers zueinander,
definieren also Bijektionen

{B: V x V — K| Bbilinear} +— {F: V — V" | F linear}
B +— Fp
By < F

die sogar Isomorphismen von Vektorraumen sind.

DieEsE BEMERKUNG erklirt dass, wie die Grammatrix einer Bili-
nearform tatsédchlich als lineare Abbildung auffassen kénnen. Sei
namlich B: V x V — K eine Bilinearform, v, ..., v, eine Basis
von V. Wir bezeichnen die dazu duale Basis von V" wieder mit
V1., Ve

Lassen Sie uns damit einmal die Matrix yMaty (Fg) berechnen:
Die Regel hierfiir war, dass in den Spalten der Matrix die Koordi-
naten der Bilder der Basisvektoren stehen. Sei also j € {1,...,n},
dann miissen wir Fg(v;) € V" als Linearkombination der ¥; schrei-
ben. Da wir den i-ten Koeffizienten b; einer Linearkombination
Y i—1 bV erhalten, indem wir v; in die Abbildung einsetzen, ist
die ¥;-Koordinate von Fg(v;) gleich Fz(v;)(v;) = B(v},v;). Das ist
genau der (j,i)—te Eintrag der Grammatrix von B.

MERKE: Matrizen gehdren immer zu linearen Abbildungen!

MIT DER BEHAUPTUNG kénnen wir uns jetzt ohne Rechnung noch
einmal {iberlegen, dass es adjungierte Abbildungen gibt. Dieses
Argument funktioniert jetzt sogar fiir beliebige Bilinearformen.

Folgerung 53. Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, B: V x
V' — K eine nicht ausgeartete Bilinearform und A: V — V eine lineare
Abbildung.

Dann existiert genau eine lineare Abbildung A*: V. — V so dass fiir
alle v,w € V qilt, dass

B(A*v,w) = B(v, Aw).

Die Abbildung A* heifit die adjungierte Abbildung von A beziiglich
der Bilinearform B.



Beweis. Wir miissen uns nur tiberlegen, dass es fiirjedes v € V

genau einen Vektor v/ =: A*v € V gibt, so dass B(v/,w) = B(v, Aw).

Daftir bemerken wir zundchst, dass die Abbildung
fv: V= K,w— B(v, Aw)

linear, also ein Element von V'V ist, da A linear ist und B in der
2. Variablen linear ist. Da B nicht ausgeartet ist, gibt es aber zu
jedem Element f € VV genauein v € Vsodass f(_) = B(¥,_).
Insbesondere existiert also genau ein v/ € V so dass B(v/,__) =
B(v,A_ ). Es muss also A*v := v’ sein.

Die Abbildung v — A*v ist linear, denn nach Definition ist diese
Abbildung die Komposition der linearen Abbildungen:

Y VB By

Beispiel 54. Fiir das Standardskalarprodukt auf K" hatten wir
uns schon {iberlegt, dass A* = At durch die transponierte Matrix
gegeben ist.

Fiir die Bilinearform B: K* — K* die durch die symplektische

00 0 -1
s ;[ 00 -1 C oy L
Bilinearform B(v,w) := v 01 0 o gegeben ist, konnen
10 0 O
wir A* genauso ausrechnen. Fiir die Rechnung schreiben ich G :=
00 0 -1 0 0 01
0.0 -1 ,dann ist G™1 = 0 0 10t Gt
01 0 0 0 -1 .00
10 0 O -1 0 00

Ist A: K* — K* eine 4 x 4 Matrix dann gilt:
B(v,Aw) = vV!\GAw = v/GAG 'Gw
t
— (V/GAG)Gw = (G’erthv) Gw = B(GA!Glv, w).

Also ist dann A* = GA!G!.

BITTE RECHNEN SIE SELBST einmal nach, was die obige Gleichung

a1 412 413 M4
. . Ay axp a3 4

A* = GA'G' fiir eine 4 x 4-Matrix A = 21 f2 T T
a31 a3 4as3z 434
A41 A42 (43 (44

konkret bedeutet.

Bemerkung. Wenn wir uns die Aussage der Behauptung noch

einmal anschauen, sehen sie, dass wir umgekehrt fiir jede lineare
Abbildung F: V — V" eine Bilinearform

BF: VxV—=K
(v,w) — Bp(v,w) := F(v)(w)
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Sie brauchen vielleicht einen Moment,
um den letzten Schritt des Argumentes
zu verstehen. Hier hédtten wir genauso
gut wieder die Definition von ,linear”
nachrechnen konnen, aber es ist auf
Dauer eine grofse Ersparnis, wenn wir
das was wir uns schon friiher tiberlegt
haben auch benutzen.

Das braucht Gewohnungszeit, aber
wir sollte anfangen, das hin und wieder
zu versuchen.
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definieren konnen. Diese Abbildung ist in der ersten Variablen v
linear, weil F linear ist und in der 2. Variablen, weil F(v) € V" eine
lineare Abbildung von V nach K ist.

Die duale Abbildung

Wenn Sie aufgepasst haben, haben Sie gerade gelernt, dass Biline-
arformen auf V das gleiche sind wie lineare Abbildungen V — VV.
Bei Bilinearformen hatten wir uns aber insbesondere fiir symmetri-
sche Bilinearformen interessiert. Damit sollten Sie fragen, was nun
symmetrisch fiir eine Abbildung F: V — V" bedeuten soll.

Die Antwort dazu liefert eine einfache, abstrakte Konstruk-
tion: Haben wir eine lineare Abbildung A: V. — W zwischen
K-Vektorrdumen und ein Element f € WY, also eine lineare Abbil-
dung f: W — K, so ist die Komposition f(A_ ) = foA: V — K
ein Element von VV, d.h. A definiert eine Abbildung von WY — VV.
Diese Abbildung heifst duale Abbildung.

Definition. Die duale Abbildung einer linearen Abbildung A: V — W
von K-Vektorrdumen ist die lineare Abbildung

AV WY = VY
f=foA=f(A_): V=K

Atrs UBUNG sollten wir die Matrix der dualen Abbildung berechnen.
Sei also vq,...,v,; € V eine Basis von V und v4,...,V, die dazu
duale Basis von V'V, , wq, ..., w,, eine Basis von W und w1, ..., Wy,
die duale Basis von WV. Wir wollen

gMatﬂ(AV)

bestimmen.

WIR BEKOMMEN KEINE PANIK, sondern {iberlegen uns einfach, was
die ganzen Symbole bedeuten. In den Spalten der Matrix stehen die
Koordinaten der Bilder der Basisvektoren. Also miissen wir A (w;)
berechnen und als Linearkombination der ¥; schreiben.

Nach Definition ist AY(W;) = W;(A__). Das ist eine Abbildung
von V nach K. Die Koordinate einer Abbildung f: V — K beztiglich
der dualen Basis, ist wie zuvor f(v;). Also ist der i, j-te Eintrag der
Matrix gleich w;(Av;).

Aber w;(w) ist die j—te Koordinate des Vektors w beztiglich unse-
rer Basis w, d.h. w;(Av;) ist der j, i-te Eintrag der Matrix yMatwA)!

Folgerung 55 (Die transponierte Matrix ist die Matrix der dualen
Abbildung). Ist F: V. — W linear, v1,...,v, € V eine Basis von V
und ¥, . ..,¥, die dazu duale Basis von VV, , W1, ..., Wy, eine Basis von
W und Wy, ..., Wy, die duale Basis von WV. Ist A = wMaty(F) die
Matrix von F beziiglich der gewdihlten Basen, so ist die Matrix der dualen
Abbildung AV beziiglich der dualen Basen, die Transponierte A’

WY = {f: W — K| f linear}
VY = {g: V — K| g linear}
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Dieses Resultat erkldrt uns, zu welcher linearen Abbildung, die
transponierte einer Matrix gehort! In der linearen Algebra 1 war
unklar geblieben was die transponierte Matrix bedeutet, denn fiir
Gleichungssysteme war transponieren nicht unmittelbar sinnvoll.

WIR KONNEN DAMIT noch ein Resultat neu verstehen: Um eine neue
lineare Abbildung AY: WY — V" kennenzulernen, kénnten wir
zunichst schauen, was der Kern der Abbildung ist. Dafiir nehmen
wir die Definition und schauen, dass wir in der Definition alle

dual-Symbole ,,V* entschliisseln: Aufpassen: Die Zeichenkette ,= 0“ ist
tiickisch! In V'V ist das 0-Element die
Ker(AY)={f e WY |AY(f)=0€VV} Def. Kern ~ Nullabbildung.
f linear YRRy
= W —= K Def. WY, A
i L fa) =oev °
f linear v .
= W —=K V" bedeutet: Nullabbild
{f — |f(Ag):O€KVv€V 0¢ edeutet: Nullabbildung

f linear

= {f: W — K| fow) —oGKvWeBﬂd(A)}' Def. Bild(A)

Also ist der Kern von A" die Menge der linearen Abbildungen
W — K, die auf dem Bild von A verschwinden.

AUF BLATT 11 werden Sie allgemein fiir einen Unterraum U C V
eine Formel fiir den Unterraum

U':={fevV|f(u)=0vucu}cv”

finden.
Wenn alles gut geht sehen Sie, wenn Sie diese Formel fiir Ker(A") =
Bild(A) " einsetzen, dass dim(Bild(A")) = dim(Bild(A)). Das zeigt:

Folgerung 56. Fiir die duale Abbildung gilt

Rang(A") = Rang(A).

DAs IST EIN NEUER BEWEIS VON ,Zeilenrang=Spaltenrang”, denn
die Matrix der dualen Abbildung ist die transponierte der Matrix
von A. Wenn Sie den Beweis aus der linearen Algebra 1 anschauen,
sehen Sie, das wir dort dafiir ein wenig gerechnet hatten. Der neue
Beweis kam jetzt ganz ohne Rechnen aus.

IN DER GLOBALUBUNG haben wir uns einen Spezialfall der Folge-
rung noch einmal per Hand {tiberlegt:

Folgerung 57. Ist A: V. — W eine lineare Abbildung endlichdimensiona-
ler K-Vektorriume, so gilt

1. A ist genau dann surjektiv, wenn AV injektiv ist.
2. A ist genau dann injektiv, wenn AV surjektiv ist.

Beweis. Version 1 (verwende Folgerung 56): Das folgt aus der Aussage
tiber den Rang, denn A: V — W ist genau dann surjektiv, wenn
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Rang(A) = dimW und AY: WY — V" ist genau dann injektiv, wenn
Rang(AY) = dim WY = dim W. Damit folgt 1. aus der Gleichheit
Rang(A) = Rang(AY).

Fiir 2. konnen wir genauso argumentieren: A: V — W ist genau
dann injektiv, wenn Rang(A) = dim V und AY: WY — VV ist genau
dann surjektiv, wenn Rang(A") = dim VV = dim V. Damit folgt
auch 2. aus der Gleichheit Rang(A) = Rang(A").

Version 2 (Direktes Argument): Die Abbildung AY: WY — VV ist
genau dann injektiv, wenn Ker(AY) = {0} C WV ist. Den Kern
hatten wir schon berechnet als:

Ker(AV) = {f e WY | AY(f)=0€ V"} Def. Kern
. f linear VERY
_{f.W—>K|f(A):0€Vv Def. WY, A
= {f W — K| f(Av) i[i)lneeaI;Vv c V} 0 € VY bedeutet: Nullabbildung

f linear
= : K
{f W= KT fw) =0 e Kvw € Bild(A)
Also gilt Ker(AY) = {0} dass eine f: W — K genau dann die
0-Abbildung ist, wenn f(w) = 0 fiirallew € Bild(A) C W.
Das gilt sicher, wenn Bild(A) = W. Ist umgekehrt Bild(A) C W,
so kénnen wir eine Basis wy, ..., w, von Bild(A) zu einer Basis

} . Def. Bild(A)

Wi, ..., Wr, Wyi1,..., Wy von W erganzen und dann ist w, 1 ein
Element von WY ~\ {0} fiir das W, 1 (w) = 0 fiir alle w € Bild(A).
Also ist dann Ker(A") # {0}. Das zeigt 1.

Die 2. Aussage sollten Sie sich zur Ubung noch einmal selbst
tiberlegen. O

Quotientenvektorriume

Der Dualraum hat uns erklart, wie wir der transponierten Abbildung
auch ohne die Wahl eines Skalarproduktes einen Sinn geben koénnen.
Der Quotientenvektorraum liefert dhnlich eine Erkldrung, wie wir
ohne Wahlen einen Vektorraum finden konnen, der die Niitzlichkeit
eines Komplementes eines Unterraums hat. Dabei werden wir uns
noch einmal an Aquivalenzrelationen aus dem ersten Semester
erinnern. Als Bonus erhalten wir damit eine besonders einfache
Konstruktion der reellen Zahlen R, die sehr schon erklart, wie

wir die Idee der Vervollstindigung der Zahlengerade mit linearer
Algebra exakt formulieren konnen.

MoTt1ivaTioN: Es ist leicht, eine beliebige lineare Abbildung F: V —
W zu einer surjektiven Abbildung zu machen, indem wir einfach W
durch den Unterraum Bild(F) C W ersetzen: Die Abbildung

F:V — Bild(F)

v F(v)

ist nach Definition surjektiv. Spatestens nachdem wir gesehen
haben, dass die duale Abbildung genau dann surjektiv ist, wenn



die Abbildung selbst injektiv ist, werden Sie erwarten, dass es eine
dhnliche Konstruktion gibt, die aus einer linearen Abbildung eine
injektive Abbildung macht.

FrRAGE: Wie machen wir aus einer linearen Abbildung F: V — W
eine injektive Abbildung?

ANTOWRT: Betrachte die Elemente von V nur bis auf Addition von
Elementen aus Ker(F).

ERINNERUNG: In der linearen Algebra 1 hatten wir das Prinzip,
verschiedene Symbole als gleichbedeutend aufzufassen, das Sie
in der Schule in der Bruchrechnung kennengelernt hatten, mit
dem Begriff der Aquivalenzrelation formal exakt formuliert. Die
Definition war:

Definition. Eine Relation auf einer Menge M ist eine Teilmenge
R C M x M. Fiir zwei Elemente a,b € M schreiben wir

a~gb:s (a,b) €R.

Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M ist eine Relation
R C M x M fir die gilt, dass

o (reflexiv) Fiir alle m € M gilt m ~g m.
e (transitiv) Gilt m ~g m’ und m’ ~g m” so folgt dass m ~g m”.
¢ (symmetrisch) Gilt m ~g m’ so gilt auch m’ ~g m.
Ist ~ eine Aquivalenzrelation, so bezeichnen wir:
¢ Fiir ein Element m € M die Menge
[m] :={m' € M|m ~gm'}

als Aquivalenzklasse des Elementes .

Jedes Element m' € [m] heifit Vertreter der Aquivalenzklasse [m).
* Die Menge der Aquivalenzklassen:

M/ ~gi={ACM|A=|m]fireinme M}

als Quotientenmenge der Aquivalenzrelation.

WICHTIGE BEISPIELE von Quotientenmengen waren die rationalen
Zahlen Q, die wir als Quotientenmenge der Bruchsymbole beziiglich
der Relation § ~ Z—: = ab’ = a’b — also der Relation, die die Werte
der Bruchsymbole vergleicht indem es die Bruchsymbole auf den
Hauptnenner bringt — aufgefasst hatten. Ein zweites Beispiel war
Z/nZ, die Menge der Restklassen bei ganzzahliger Division durch
n.

LINEARE ALGEBRA 2 05

Ich stelle mir M x M hier als Kreuzta-
belle vor, R gibt die angekreuzten Paare
(a,b) an.

~r lese ich als ,a ist in Relation zu b”.

m sollte gleichwertig mit sich selbst
sein

[m] ist die Menge der gleichwertigen
Symbole fiir m.
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Lemma/Definition 58 (Quotientenvektorraum). Der Quotientenvek-
torruam V /U eines K-Vektorraums V nach einem Unterraum U C V, ist
die Quotientenmenge
V/U:.=V/ ~y
beziiglich der Aquivalenzrelation
v~yv e v =vtufireinue U,

Diese Menge ist zusammen mit den Verkniipfungen
+:V/UxVv/U—=V/U KxV/u—=v/u
(v, v2) = [vi] + [vo] := [v1 + V3] (c,v) —c-[v] = [cv]
ein K-Vektorraum und die Quotientenabbildung
q:V—=>V/u (1)
v i q(v) = [v] (2)
ist eine surjektive, lineare Abbildung mit Ker(q) = U.

Beweis. Das Lemma ist wiederum ,,nur” eine Ubung darin, die
Bedeutung der Symbole und Aussagen zu verstehen, auszuschrei-
ben und dann kompakt damit zu argumentieren, um unnétige
Schreibarbeit zu vermeiden.

1. Die Relation v ~i; v/ & v/ = v+ u fiirein u € U ist gleich-
bedeutend mitv ~;; v < v/ — v € U. Damit ist die Relation
reflexiv,da 0 € U, symmetrisch, da v/ — v € U auch bedeu-
tet, dassv—v/ = —1-(v/ —v) € U und transitiv, da aus
v —ve U v’ —v €U folgt, dass

V' —v)=W"-V)+ (v -v)eU.
Damit ist ~(; wie behauptet eine Aquivalenzrelation.

2. Aus den Unterraumaxiomen fiir U folgt, dass die Verkniipfungen
+, - wohldefiniert sind, d.h. dass die genannten Formeln tatsdch-
lich Abbildungen definieren, denn: Ist [v{] = [v{], [v2] = [v}] €
V/U, so ist vi = vq + uy fiir ein u; € U und v}, = v, + uy fiir ein
u; € U. Dann ist aber auch

Vi+vh=[vitu+va+tw]=[vi+v]eV/U,
weil u; +w € U.
Genauso ist fiir ¢ € K dann [c(V] +u;)] = [cvq + cug] = [evy],
weil mit u; € U auch cu; € U gilt.
Also sind die Verkniipfungen wohldefiniert. Da die Verkntipfun-
gen +,- auf V die Vektorraumaxiome erfiillen tibertragen sich
diese automatisch auf V /U, da alle Formeln auf V /U aus den

entsprechenden Formeln auf V dadurch entstehen, dass wir [| um
alle Symbole setzen.

3. Das zeigt auch dass die Abbildung v +— [v] linear ist, Quoti-
entenabbildungen sind nach Konstruktion surjektiv und es gilt
[v] =[0] & v € U, also ist Ker(gq) = U.

O
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Di1E ERSTEN FRAGEN an einen neuen Vektorraum sind vielleicht:
Was ist die Dimension? Wie finden wir eine Basis? Gibt es Beispiele
in denen wir uns den Raum geometrisch vorstellen konnen?

Die Dimension kénnen wir schon ablesen, denn mit dem Lemma
konnen wir die Dimensionsformel auf die surjektive Quotientenab-
bildung q: V — V /U anwenden und finden

dimV/U=dimV —dim U.

Wenn wir uns an den Beweis der Dimensionsformel erinnern,
konnen wir das Argument auch benutzen, um eine Basis von V /U
zu finden.

Bemerkung. Ergdnzen wir eine Basis vy, ..., vy von U zu einer Basis
Vi, Vi, Vi1, .., Vy von V so sind die Elemente [v;,11], ..., [Vx]
eine Basis von V /U.

Beweis. Da die Elemente vy, ..., v, den Vektorraum V erzeugen
und die Quotientenabbildung surjektiv ist, sind die Elemente

g(v1) = [v1],...,q9(vs) = [va] ein Erzeugendensystem von V /U
und nach Konstruktion gilt g(vy) = - -+ = q(vy,) = [0], also sind
auch die Vektoren [v,,11],..., [vy] ein Erzeugendensystem und

da die Anzahl der Elemente dieses Erzeugendensystems gleich
dim V /U ist, ist es eine Basis. O

1
Beispiel 59. Ist U = Span ( 1 ) C RR? die Diagonale, so konnen
wir RZ2/U gut verstehen. /

Zunichst konnen wir hier verstehen, wieso wir im Beweis oben o
mit einer Basis von U begonnen haben, nicht einfach mit einer /

beliebigen Basis von V, denn sind e; = ( (1) ) ,ey = < (1) ) die / /

Standardbasis von RR?, so gilt

_ 1 _ 1 1 _ 0 _ 2 R? mit Unterraum U, die Diagonalen
[el] N [< 0 >] - [< 0 ) B ( 1 >] o [< —1 >] o —[ez] € R%/U. werdenin]Rz/Uzujeweilseinem

Element identifiziert (,,zusammenge-
driickt”).

1
Die Bilder der Standardbasis sind also in IR?/ Span( ( 1 ) ) linear

abhéngig.

Wir wissen auch, dass [e;] # [0], [e2] # [0] € R?/U da keiner der
Standardbasisvektoren in U liegt. Da dim IR? /U = 1 ist, konnen wir
also jeden der beiden Vektoren als Basis von R? /U verwenden.

Wir kénnen uns den Quotienten R? /U hier gut geometrisch
vorstellen:Die Aquivalenzrelation identifiziert Vektoren vy, v in
R?, wenn sich diese um ein Element der Diagonalen unterscheiden,
d.h. die Parallelen zur Diagonalen werden jeweils zu einem Punkt
zusammengedriickt.

Daran sehen wir auch, warum sowohl [e1] als auch [e;] als Ba-
sisvektor fiir den Quotienten genutzt werden konnen, denn die
jeweiligen Koordinatenachsen schneiden alle Parallelen zur Diago-
nalen in genau einem Punkt.
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DAMIT KONNEN WIR JETZT wie versprochen Abbildungen injektiv
machen. Das geht einfach so, dass wir alle Elemente miteinander
identifizieren, die sich nur um ein Element des Kerns unterscheiden,
geometrisch bedeutet das, einfach die Richtungen die im Unterraum
Ker(F) einer Abbildung liegen zu ignorieren. Formal kénnen wir
das so formulieren:

Behauptung 60 (Charakterisierende Eigenschaft von Quotienten). Sei
V ein K-Vektorraum und U C 'V ein Unterraum dann gilt:

1. Ist F: V — W eine lineare Abbildung, so ist die Abbildung

V——>W

F:v/U—>W
W] F([v]) i= F(v) x;/u

"‘J\. BN

genau dann eine wohldefinierte lineare Abbildung wenn U C Ker(F).

2. Ist F: V. — W eine lineare Abbildung, so ist fiir U := Ker(F) die
Abbildung F: V / Ker(F) — W injektiv.

Beweis. Der Beweis besteht wieder nur darin, nachzuschauen, dass
unsere Definitionen tatsichlich das leisten, was wir vorher in Worten
formuliert hatten, d.h. die Definitionen sind gerade so gemacht, dass
dieses Resultat stimmt.

Darum méchte ich Thnen das formale Argument als Ubungsauf-
gabe stellen, denn es hilft Ihnen mehr die Definitionen zu verdauen,
wenn Sie die noch einmal nachschauen, als wenn ich das fiir Sie tue.

In der Vorlesung haben wir 1. nachgeschaut: Um zu zeigen, dass
F wohldefiniert ist, miissen wir zeigen, dass wenn [v] = [v'] ist, auch
gilt dass F(v) = F(V/).

Die Formel [v] = [v/] bedeutet, dass v ~; v/, d.h. es existiert ein
u € U mit v/ = v + u. Dann gilt aber

F(V) = F(v+u) "2 F(v) + F(u) = F(v)

die letzte Gleichung gilt also nur wenn F(u) = 0 ist, also u € Ker(F).
Also folgt aus U C Ker(F), dass F([v]) := F(v) wohldefiniert ist.
Gilt umgekehrt U Z Ker(F), so existiert u € U mit u ¢ Ker(F),
d.h. F(u) # 0. Dann gilt [u] = [0] und F(u) # 0 = F(0), also ist F
dann nicht wohldefiniert.
Das zeigt, dass F genau dann wohldefiniert ist, wenn U C Ker(F)
gilt. O

Fazrt: Ist U C V ein Untervektorraum und q: V — V /U die Quoti-
entenabbildung, so ist fiir jeden K-Vektorraum W die Zuordnung

{F €e Hom(V,W) | U C Ker(F)} — Hom(V /U, W)
F—F

bijektiv, die Umkehrabbildung ist durch F +— F := F o g gegeben.
Wir fassen die Mengen Hom(V /U, W) und {F € Hom(V, W) |
U C Ker(F)} darum als gleich auf, um uns zu Erinnern, dass es



eine nattirliche bijektive Abbildung zwischen den Mengen gibt
schreiben wir

Hom(V/U,W) = {F € Hom(V,W) | U C Ker(F)}.

ALs ANWENDUNG, konnen wir jetzt besser verstehen, wie wir das
Bild der dualen Abbildung einer linearen Abbildung beschreiben
konnen. Ist F: V — W linear, so hatten wir FY: WY — VV definiert
als g+ ¢o F = ¢(F(__)). Damit ist das Bild von F"

f linear
f=goFfireing € WV}
C {f: V — K| f linear und Ker(F) C Ker(f)}
~ Hom(V/ Ker(F),K) = (V/ Ker(F))".

Bild(FY) = {f: V= K|

Wir wissen auerdem, dass F: V/ Ker(F) — W injektiv ist, d.h.,
die Abbildung F: V/U — Bild(F) C W ist ein Isomorphismus.
Ist darum umgekehrt f € (V/Ker(F))" gegeben, so existiert ein
g€ WY mit f=goF,dh.

Bild(FY) = (V/ Ker(F))".

Das klirt den genauen Zusammenhang zwischen Ker(F) und
Bild(FY).

Die reellen Zahlen als Quotientenvektorraum

Quotienten sind eine sehr gute Moglichkeit, eine exakte Definition
der reellen Zahlen zu finden. Auf die Frage, was Sie sich genau unter
den reellen Zahlen vorstellen, haben Sie zunichst ,alle Zahlen -
bis auf die komplexen” geantwortet, und mir auf Nachfrage dann
erklart, dass es nicht moglich ist, alle reellen Zahlen anzugeben, weil
diese unendlich viele Nachkommastellen haben. Wenn Sie diese
Zeilen lesen, haben Sie vielleicht mehr Ideen, wie Sie versuchen
konnten genauer zu sagen, was reelle Zahlen nun genau sein sollten.
In der linearen Algebra 1 hatten wir einmal versucht, die pragma-
tische Losung zu verwenden, dass reelle Zahlen einfach unendliche
Dezimalzahlen sind, also formale Ausdriicke der Form

n,ayaa3 ... wobein € Z und a; € {0,1,...,9} fiiri € Z-y.
Hierbei wissen wir aufSerdem, dass
1=0,9999...

zum Beispiel weil in R die Gleichung 3 - % = 1 gelten sollte, oder
weil der Abstand 1
1-0,9999...9 = ToN
N—Ziffern
kleiner als jede positive Zahl, also 0 ist. Also miissen wir mit diesem
Ansatz, die reellen Zahlen zu konstruieren, sicher Zahlen die auf 9
enden

n,a100;3 . ..aAN9
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~

,=" =, nattirlich isomorph”, wobei
,natiirlich” fiir uns zunéchst einfach
bedeutet, dass wir uns auf eine bijektive
Abbildung zwischen den beiden Seiten
geeinigt haben, die wir nicht mehr mit
angeben mochten.

Dezimalbriiche sind noch nicht so alt,
in Europa sind diese 1585 durch Simon
Stevin eingefiihrt worden. Sein Buch
,,De Thiende” wurde von der Druckerei
Plantin Moretus in Antwerpen verlegt,
wo Sie es auch anschauen kénnen.
Der Buchdruck hat die Schreibweise
verbreitet. In der arabischen Welt
hatte al-Uglidisi schon um 952 tiber
Dezimalbriiche geschrieben.

Es ist eine gute Idee, weitere Argumen-
te fiir die Gleichheit zu suchen.
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wobei apn # 9 mit
n,a1a2a3 ... (any +1)

identifizieren. Wir notieren diese Aquivalenzrelation als ~5_;. Das
liefert

Ryez := {n,myapa3--- |n€ Z,a; € {0,1,...,9} fiiri € Z~o}/ ~y5_; -

Es IST ABER NICHT KLAR wie wir reelle Zahlen miteinander addie-
ren, multiplizieren oder gar dividieren konnen, denn die Verfahren
fiir ganze Zahlen, oder fiir endliche Dezimalbriiche fangen wegen
moglicher Ubertréige immer ,hinteren Ende” an r = n,a1aa3 ... und
s = n/,bibybs ... addieren indem wir die endlichen Dezimalbriiche
n,a1aas ...ax und n’, bybybs . .. by addieren (oder multiplizieren),
dann passen die Resultate wegen der Ubertriage nicht immer zusam-
men.

UM DAS zZU KLAREN sollten wir uns zunédchst tiberlegen, was wir mit
dem unendlichen Dezimalbruch meinen. Endliche Dezimalbriiche
sind rationale Zahlen:

n,a1aa a —n—i—a—l—i-a—z—i- i + +a7N
AR AN T 90 T 100 T 1000 10N

Betrachten wir fiir einen unendlichen Dezimalbruch die Folge

N .
(gN)NeN., der Zahlen gy = n + Z %

i=1
so unterscheiden sich die Zahlen fiir M > N nur noch um weniger
als 1/10N, da dieser Unterschied kleiner als jede positive Zahl wird,
stellen wir uns die zugehorige reelle Grofle als Grenzwert dieser
Folge von Zahlen vor.

DAs KLART ABER noch immer nicht wie wir mit Zahlen dieser
Form rechnen kénnen, denn wenn wir (qn)neN., und (pPn)NeN-,
termweise multiplizieren oder addieren, passen die Ergebnisse noch
immer nicht schon als Dezimalbriiche zusammen.

AN DIESER STELLE gilt es nicht in Panik zu verfallen, sondern ruhig
nachzudenken, woher das Problem kommt. Das ist eigentlich nur
entstanden, weil wir uns fiir endliche Dezimalbriiche entschieden
haben, mindestens fiir die Wahl der 10 in den Formeln gab es keinen
wirklichen Grund, Lebewesen mit mehr oder weniger als 10 Fingern
sollten die gleichen reellen Zahlen finden.

EiNn GRUNDPRINZIP an dieser Stelle ist vielleicht ,,Wenn uns

keine natiirliche Wahl einfillt, konnen wir versuchen alle mogli-
chen Wahlen zu erlauben”. Wir kénnten also einfach alle Folgen
(@m)men., von rationalen Zahlen erlauben, die sich schlieSlich (also
fur gentigend grofien Index) um weniger als jede positive Zahl unter-
scheiden, also zum Beispiel fiir alle N um weniger als 1/ 10N. Formal



konnen wir das so aufschreiben:

gm € Q fur alle m
Ckg = (qm)me]N>0 | Fiir alle N € IN existiert mg € IN so dass
|gm — qun| < 10%\, fir alle m,n > my

Die Formulierung ,schliefllich” ist in der Formel leider etwas sperrig.
Schauen Sie sich bitte einmal in Ruhe an, wieso die Formel einfach
,unterscheiden sich schliefSlich um weniger als jede positive Zahl”
mathematisch genau fasst. Folgen, die diese Bedingung erfiillen
heilen Cauchy-Folgen, daher die Bezeichnung CFg.

Bemerkung. 1. Die Menge aller Folgen

Folgeng := {(q9m)meN., | m € Q}

ist ein Q-Vektorraum, denn wir konnen Folgen wie Vektoren
komponentenweise addieren und mit Skalaren multiplizieren.

2. Esist nicht schwer zu sehen, dass CFp C FolgenQ ein Unter-
vektorraum ist (wenn Sie zum Beispiel zwei Folgen (py), (qm)
zu (pm + qm) addieren und sich py, g, fiir m > mg jeweils um
weniger als 1/10N*! unterscheiden, dann unterscheiden sich die
Folgenglieder von py; + g, um weniger als 2/10""! und das ist
kleiner als 1/10N ).

Wann sollten zwei Folgen (py), (qm) die gleiche reelle Zahl
darstellen? Wenn die Differenz p,;, — g, schlieSlich kleiner als jede
positive Zahl wird. Das liefert uns aber eine Aquivalenzrelation die
von einem Unterraum herkommt! Die Teilmengen der Folgen, die 0
darstellen sind mit dieser Idee ndmlich

gm € Q fur alle m
NFq := { (9m)meN-, | Fir alle N € IN existiert my € IN so dass
|gm| < 10%\, fiir alle m > my

und das ist ein Untervektorraum von CF (hier steht NF fiir Nullfol-
gen). Wir konnen also den Quotientenraum

CFQ/NFQ = ]RCP

als Definition der reellen Zahlen verwenden, denn die Aquiva—
lenzklassen [(g,,)] sind genau die Folgen, die gegen den gleichen
Grenzwert konvergieren sollen. Da wir uns schon tiberlegt haben,
dass der Quotient ein Vektorraum ist, haben wir hier schon einmal
eine Addition + und eine Multiplikation mit Elementen von Q. In
der Analysis tiberlegen Sie sich noch, dass auch - wohldefiniert ist,
das ist ebenfalls nicht so schwer. Wie bei den rationalen Zahlen und
den Vektorraumaxiomen fiir Quotientenvektorraume, ist es — wenn
Sie gezeigt haben, dass [(9m)] - [(Pm)] := [(gm - pm)] wohldefiniert ist —
einfach, die Koérperaxiome fiir Rcr zu zeigen, denn die Rechenregeln
die fiir die Folgenglieder gelten, tibertragen sich dann automatisch
auf die Aquivalenzklassen [(g)]-
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UM MIT DER DEFINITION zufrieden zu sein, sollten wir uns aber
noch iiberlegen, dass die Abbildung R4e, = Rcr die einen
Dezimalbruch (n,aqa; . ..) auf die zugehorige Cauchyfolge (g, =
n,a1...4m)m>1 abbildet, eine bijektive Abbildung definiert, d.h.
tatsdchlich jede Aquivalenzklasse [(9)] € R = CFqo/NFg eine
Folge enthilt, die zu einer unendlichen Dezimalzahl

n,aia; ...

gehort. Wenn wir das wissen, dann haben wir gezeigt, dass wir un-
endliche Dezimalbriiche doch addieren und multiplizieren kénnen,
indem wir die endliche Briiche addieren (bzw. multiplizieren), das
Ergebnis als Cauchyfolge auffassen und dann wieder als Dezimal-
bruch umrechnen.

Fiir diejenigen unter Thnen, die die Analysis besuchen, ist es eine
gute Ubung, sich zu tiberlegen, dass jede Aquivalenzklass [(q,)] €
R einen unendlichen Dezimalbruch enthilt, die anderen, konnen
das als Vorbereitung fiir die Analysis nutzen in der folgenden
Aufgabe gebe ich eine kurze Anleitung, wie Sie das versuchen
konnten.

Aufgabe 2 (Freiwillige Aufgabe). Gegeben eine Cauchyfolge
(gm)mez-0 € CFq. Ziel der Aufgabe ist zu zeigen, dass es einen
unendlichen Dezimalbruch n,a14a; ... gibt, so dass [(qm)] =

[(n,a1...,am,)] € Rcp.

1. Der erste Versuch ist vielleicht, fiir jeden der Briiche g,, € Q

m 4 : 1
L1 10 mit [gm — dw| < om

zu ersetzen. Geben Sie ein Beispiel einer Cauchyfolge (4) an,

durch einen Dezimalbruch d,, = n + }_

fiir die die diese Folge d;, nicht durch die Folgenglieder eines
unendlichen Dezimalbruchs gegeben ist.

2. Finden Sie fiir die Folge (g,;) zunéchst eine Folge (g;,) € CFqg so
dass [(qm)] = [(9},)] € Rcr und fiir alle N € Z-o und m, k > N

gilt, dass |q;, — q;] < mLN'

3. Finden Sie eine Folge (q;,) € CFq so dass [(q},)] = [(4n)] € Rcp
und qf < gy <--- <qp < ... eine monoton steigende Folge ist
und fiir alle N € Z- und m,k > N gilt, dass |q;, — q;| < H)LN‘

4. Finden Sie einen unendlichen Dezimalbruch #,4a1a; ... so dass
[(gm)] = [(n,a1...,a1)] € Rcp, indem Sie die Konstruktion aus 1.
auf die Folge (q},) anwenden

Bemerkung. 1. Die Konstruktion der reellen Zahlen als Quoti-
entenvektorraum von Cauchyfolgen nach Nullfolgen hat den
weiteren Vorteil, dass der Quotient Rcr = CFg/NFq die charakte-
risierende Eigenschaft hat, dass es fiir jede andere Konstruktion
eines Korpers K, der die rationalen Zahlen Q enthilt, in dem
jede Cauchyfolge einen Grenzwert besitzt und der Grenzwert fiir
Nullfolgen 0 ist, eine nattirliche Abbildung Rcr — K gibt, die mit
+ und - vertraglich ist.



2. Es gibt andere natiirliche Moglichkeiten, einen Abstand zwischen
rationalen Zahlen zu definieren, die mit den Rechenoperationen
+, - vertraglich sind. Wenden wir die obige Konstruktion auf
Cauchyfolgen beztiglich dieser Abstande an, bekommen wir an-
dere interessante Zahlbereiche, die in der Zahlentheorie niitzlich
sind. Zm Beispiel gibt es fiir eine jede Primzahl p einen Abstand
[, auf den ganzen Zahlen Z, fiir den ganze Zahlen 1, m nah bei-
einander liegen wenn die Differenz n — m durch eine hohe Potenz
von p teilbar ist, formal kénnen wir ||n —m|, := PLN definieren,

wobei N die grofite ganze Zahl ist, fiir die pV die Zahl n — m teilt.

Anwendunyg fiir die Elementargeometrie

Vielleicht haben Sie in der Schule einmal etwas tiber die Geometrie
der Ebene gelernt. Sie wissen sicher, dass durch je zwei verschiedene
Punkte der Ebene genau eine Gerade verlduft und sich umgekehrt je
zwei Geraden sich entweder in genau einem Punkt schneiden oder
parallel sind. Ganz dhnlich gibt es fiir alle Resultate in der ebenen
Geometrie, die aus einer Konstruktion folgern, dass eine Konstrukti-
on eine Reihe von Punkten liefert, die auf einer Geraden liegen, ein
zweites Resultat, das besagt, dass eine andere Konstruktion Geraden
liefert, die sich in einem Punkt schneiden.

Mit Quotienten und dem Dualraum koénnen wir erkldren, warum
das so ist. Fiir jeden Untervektorraum U C V eines K-Vektorraums
V bezeichnen wir die Inklusionsabbildung von U in V mit i und die
Quotientenabblidung mit g, d.h. wir bekommen Abbildungen

usvhviu
und es gilt U = Ker(g), insbesondere ist q o i = 0 nach Konstruktion

von V /U die Nullabbildung. Ist U eindimensional, also dimU =1
so ist dim V /U = dim V — 1. Fiir die dualen Abbildungen

vit v v,
Uy «V <—’(V/U)

ist gV injektiv (wir hatten gesehen, dass die Elemente von (V/U)Y
genau den Abbildungen in V" entsprechen, die auf U verschwin-
den), die Abbildung i" ist surjektiv und entspricht der Einschran-
kung von Abbildungen V — K auf U. Also gilt wieder Ker(i") =
Bild(gV) = (V/U)".

Jeder m-dimensionale Unterraum U von V definiert also einen
n — m-dimensionalen Unterraum

u'=(wv/u)y cvY.

Ist umgekehrt W C VV ein n — m-dimensionaler Unterraum von V"
so ist

U:={veV]|f(v)=0Yfec W}
ein m-dimensionaler Unterraum, weil die Bedingung f(v) = 0Vf €
W 4quivalent zur Bedingung f(v) = 0 fiir alle Elemente einer Basis
von W ist und die lineare Unabhingigkeit von f1,..., fy—m in VV
bedeutet, dass die Gleichungen f;(v) = 0 linear unabhéngig sind.
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ALSO ENTSPRECHEN m-dimensionale Unterraume von V genau
n — m-dimensionalen Unterrdumen von V", d.h. die Abbildungen

— | W C VVUnterraum

- dimW =n—m
Ue—u' = (vsu)y

(VEV|f(v)=0VfeW} =W < W

u| U C V Unterraum
dimU =m

sind zueinander inverse Zuordnungen.

Nach Definition gilt aufSerdem, dass diese Abbildung den Durch-
schnitt N und die Summe + von Unterrdumen vertauscht, d.h.
(UyNUp)" = U] +U,) und umgekehrt ist (U; +Up) " = U, NU, .

WAs HAT DAS mit ebener Geometrie zu tun? Eine Gerade in der
Ebene muss im Gegensatz zu einem 1-dimensionalen Unterraum
nicht notwendig den Ursprung 0 enthalten. Das scheint zunachst
ein Problem fiir die lineare Algebra zu sein, aber es gibt einen
wunderbaren Trick, wie wir dieses Problem loswerden konnen:

0
Betten wir ndmlich die Ebene R? als Ebene durch den Punkt [ 0

1

in den IR ein, also

E={| v | eR|xyeR} CR?
1

entsprechen mittels den Zuordnungen

M C E — Span(W) C R3 bzw.
UCR}— UNE

Punkte in E genau 1-dimensonalen Unterraumen von IR3, die nicht
in der x, y-Ebene liegen und

Geraden in E den 2-dimensionalen Unterrdumen von R3, die nicht
gleich der x, y-Ebene sind.

Damit konnen wir Aussagen iiber Schnitte von Geraden in E in
Aussagen iiber Schnitte von 2-dimensionalen Unterraumen in R3
tibersetzen, und P € L entspricht dann Span(P) C Span(L).

Eine Gerade in IR® entspricht aber einem 2—dimensionalen
Unterraum im Dualraum (IR?)" und ein 2-dimensionaler Unter-
raum Span(L) entspricht einer Geraden in (R?)". Im Dualraum
vertauschen sich also die Rollen von Geraden und Ebenen. Da
(]R3)v =~ IR3 ist, erklirt das, wieso es in der ebenen Geometrie zu
jeder richtigen Aussage auch eine ,, duale Aussage” gilt, in der die
Rollen von Punkten und Geraden vertauscht werden.

Avrs Bonus erklirt diese Konstruktion auch, dass wir die Fallunter-
scheidung dass sich zwei Geraden in einem Punkt schneiden oder
parallel sind, loswerden konnen, wenn wir statt 1-dimensonalen

R? mit Ebene der Hohe 1. Punkte in
E entsprechen Geraden, Geraden in E
entsprechen Ebenen in R3.



Unterrdumen von R3, die nicht in der xy—Ebene liegen einfach alle
1-dimensionalen Unterraume als Punkte zulassen wiirden. Die
Menge der 1-dimensionalen Unterraume von IR3:

vece-vVe £Z0ER,

2(RY -— R3 N :
P*(R) :=R°\ {0}/ ~ wobei v € R3 ~ {0}

heifit projektiver Raum und wird Ihnen hoffentlich noch ofters
begegnen.

Als Menge enthilt IP?2(R) fiir jeden Punkt der Ebene E C R ge-
nau eine Aquivalenzklasse und zusitzlich fiir jeden 1-dimensionalen
Unterraum der xy-Ebene R? einen Punkt, diese zusatzlichen Punkte
werden meist ,Punkte im Unendlichen” genannt.

Aus der Perspektive der Punkte von Geraden in E ist das eine
naheliegende Bezeichnung, aber aus der Perspektive der linearen
Algebra ist das etwas merkwiirdig, denn die Geraden in R® die in
der xy—Ebene liegen sind natiirlich genauso gut wie die anderen
Geraden im R3, ausgezeichnet werden diese erst durch die Wahl der
Koordinaten.

Tensorprodukte — Rechnen mit Buchstaben und Symbolen Teil 2

Die letzte Konstruktion von neuen Vektorraumen aus bekannten ist
das Tensorprodukt. Wir haben K" als Raum von Spaltenvektoren
eingefiihrt, genauso bilden Matrizen Maty, »,(K) einen Vektorraum,
dessen Elemente wir entweder konkret als n x m-Liste von Zahlen,
oder als Raum von Abbildungen A: R" — R" auffassen konnen.
Sie konnen sich sicher Vorstellen, dass Daten hin und wieder als
mehrdimensionale Listen von nq X - -+ X n; Zahlen auftauchen.
Wie bei linearen Abbildungen, ist es niitzlich zwischen der konkre-
ten Beschreibung (n x m-Liste von Zahlen) und einer abstrakten
Beschreibung (lineare Abbildung) wechseln zu kénnen, weil eine
geschickte Wahl einer Basis aus einer komplizierten, eine einfache
Matrix machen kann.

Beispiel: Einfache Darstellung linearer Abbildungen

Beispiel 61. Wie auf dem Ubungsblatt konnen wir uns tiberlegen,
dass jede lineare Abbildung A: V — W vom Rang 1 fiir geeignete
f1 € VV,w; € W in der Form

AV = fi(v)-wi

schreiben konnen. Dieser Spezialfall ist nicht schwer zu sehen: A
definiert eine Abbildung

A: V/Ker(A) — Bild(A) = Span(w;) C R"

und nach Konstruktion ist V/ Ker(A) — Bild(A) ein Isomorphismus
von 1-dimensionalen Vektorrdumen. Also ist Av = f1(v)w;, wobei
wir mit der Koordinatenabbildung Koordw, : Bild(A) — K die Ab-
bildung f; als fi = Koordw, (A__) schreiben kénnen. Insbesondere
ist f1 also linear.
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Auf dem Ubungsblatt iiberlegen Sie sich weiter, dass wir jede
lineare Abbildung vom Rang r als Linearkombination

,
A=) fi-wi
i1

fiir gewisse f; € VY und w; € Bild(A) schreiben koénnen.

Es lassen sich also alle linearen Abbildungen zwischen end-
lichdimensionalen Vektorraumen als Linearkombinationen von
formalen Produkten aus Elementen aus V" und W schreiben. Fiir
die Ausdriickeder Form f - w gelten die bilinearen Rechenregeln

(fith) w=fi-w+fr-w,
f-(wi+wp)=f-wj;+ f-wyund
(cf) - w=c(f -w)=f(cw)

furalle f, f1,f> € VV,w,wy,wp € W,c € K.

FRAGE: Sind das alle Rechenregeln fiir diese Ausdriicke? Versuchen
Sie einmal sich selbst klar zu machen, was mit dieser Frage genau
gemeint ist.

FUR MICH BEDEUTET DAS: Wenn ich die Menge aller formalen
Linearkombinationen von Symbolen der Form f - w mit f € V¥, w €
W betrachte und je zwei Ausdriicke als gleich betrachte, die ich mit
den Rechenregeln ineinander tiberfiihren kann, erhalte ich dann eine
neue Beschreibung fiir Hom(V, W)?

Quotientenrdume erlauben uns einerseits, diese Konstruktion
formal exakt zu formulieren und andererseits, zu beweisen, dass
wir tatsdchlich alle Rechenregeln gefunden haben. Das ist ein ganz
schones Beispiel dafiir, dass wir einen Uberblick dariiber bekommen
konnen, welche verschiedenen Formeln die gleichen Abbildungen
definieren.

Konstruktion von V@ W

ALLGEMEINES PROBLEM:

1. Finde eine Konstruktion eines Vektorraums, dessen Elemente
formale Linearkombinationen von Elementen einer gegebenen
Menge M sind.

2. Finde eine Variante dieser Konstruktion in der die Symbole
zusétzlich eine Liste L zuvor gewiinschter Rechenregeln erfiillen.

3. Finde eine Methode, das Ergebnis so zu beschrieben, dass wir
Basen des konstruierten Raums finden kénnen, um eine Ubersicht
zu bekommen, wie grofs das Ergebnis geworden ist.

LASSEN SIE UNS VORNE BEGINNEN: Wir suchen fiir die Menge
{(f,w)| f € VV,w € W} einen Vektorraum dessen Elemente genau



die Linearkombinationen der Ausdriicke sind — im Beispiel denken
wir an f - m, ich schreibe hier (f, w) um zwischen dem Symbol
(f,w) und der linearen Abbildung f - m unterscheiden zu kénnen.

Um uns die Schreibarbeit zu erleichtern, ist es praktisch, einfach
fiir jede Menge M den Vektorraum der formalen Linearkombina-
tionen von Elementen von W zu definieren. Lassen Sie uns die
Gelegenheit fiir einen kleinen Umweg nutzen, der auch in anderen
Zusammenhéangen niitzlich ist.

Definition. Ist M eine Menge, und K ein Korper, dann bezeichnen
wir mit
P K := {(am)mem | am € K, nur endliche viele a,, # 0}
meM
die formale direkte Summe. Die Menge @,,,c 1 K zusammen mit

komponentenweiser Addition + und skalarer Multiplikation c -
(am)mem = (cam)mem ein K-Vektorraum.

Bemerkung. Eine Verallgemeinerung dieser Definition ist manch-
mal ebenfalls niitzlich: Ist I eine Menge und fiir jedes i € I ein
Vektorraum V; gegeben, so bezeichnen wir mit

B Vi := {(vi)icr | vi € Vj, nur endliche viele v; # 0}
i€l
die formale direkte Summe. Die Menge @,; V; zusammen mit
komponentenweiser Addition + und skalarer Multiplikation c -
(vi)ier := (cv;)ies ein K-Vektorraum.
Genauso wird das direkte Produkt als
TTVi{(vi)ier | vi € Vi}
il

definiert.

BEI DIESER GELEGENHEIT sollten wir einmal festlegen, was wir
bei einem nicht endlich dimensionalem Vektorraum mit einer Basis
meinen:

Definition. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge (v;);c; € V
heifst

1. linear unabhingig, wenn fiir jede endliche Teilmenge | C I die
Gleichung ) jc;a;v; = 0 nur die triviale Losung a; = 0 fiir alle
j € J hat.

2. Erzeugendensystem von V wenn es fiir jeden v € V eine endliche
Teilmenge | C I und Elemente aj € K gibt, so dass v = Zje 74iV;
eine Linearkombination der v; ist.

3. Basis von V wenn die Vektoren ein linear unabhingiges Erzeu-
gendensystem von V sind.

Beispiel 62. Ist I eine Menge und bezeichnen wir fiir jedes j € I mit
ej € @jc; K den Standardbasisvektor, der an der j-ten Koordinate
den Eintrag 1 und an allen Koordinaten i # j den Eintrag 0 hat.
Dann sind die Vektoren (e;);c; eine Basis von ;¢ K.
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Die Definition beinhaltet einen kleinen
formalen Trick: Sie hitten ,Basis”
wahrscheinlich lieber als ,jeder Vektor
lasst sich eindeutig als Linearkombi-
nation der Basisvektoren schreiben”
formuliert.

Diese Formulierung hat das techni-
sche Problem, dass wir nur endliche
Linearkombinationen sinnvoll defi-
nieren konnen. Darum miissen wir in
dieser Formulierung eine endliche Men-
ge | C M auswéhlen. Dann miissen
wir aufpassen was wir mit ,eindeutig”
meinen, denn wir konnen immer 0 - v,
hinzuftigen.

Diese lastige Spitzfindigkeit umgeht
die Definition recht elegant.
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Notation 63. Im Vektorraum @;.; K kiirzen wir den Standardba-
sisvektor e; oft mit j ab. Damit sind die Elemente von ;< K dann
genau die formalen endlichen Linearkombinationen ) jcy a; - j.

DAMIT HABEN WIR SCHRITT 1. unserer Konstruktion erklart: Wir
haben jetzt einen Vektorraum, dessen Vektoren genau die endlichen
formalen Linearkombinationen von Elementen einer gegebenen
Menge sind, d.h. die Symbole der Menge M sind eine Basis dieses
Vektorraums.

IN UNSEREM BEISPIEL, eine neue Beschreibung von Hom(V, W) als
formale Summen zu finden wiirden wir also

b K
(fw)eVVxW

betrachten, was geometrisch ein unheimlich grofier Vektorraum ist,
algebraisch ist der Vektorraum aber harmlos, es sind einfach endliche
formale Linearkombinationen, also genau die Ausdriicke mit denen
wir im Beispiel rechnen.

IN ScHRITT 2. wollen wir auf dieser Menge die Rechenregeln
!
(ith) w=fi-wtfr-w,
f- (w1 +wp) ;f~w1+f~w2und
!
(cf) - w=c(f-w)=f-(cw)

firalle f, f1, f» € VV,w,wy,wy € W,c € K einfiihren, d.h. wir

hitten gerne, dass Merken Sie sich den Trick:
Das Umschreiben von A = B zu
1 _p_ L. _
( fl + fz) W — fl W — f2 w=0 A B 0 erlaub.t uns die AqL.uvalenz
relation als Quotienten nach einem
1 .
f . (Wl 4 WZ) _ f SWp — f SWy = 0 und Unterraum zu schreiben.

(cf)-w—c(f-w)=0=f-(cw) —c(f - w).

Diese Gleichungen kénnen wir in einem Quotientenraum erzwin-
gen: Sei
Bilinrel C K
(fw)eVVxw

Der Unterraum, der von den Elementen der Form

(Ai+f2) w—fi-w—fa-w),

(f- (Wi+wa) = f-wi—f-wy),
((cf)-w—c(f-w))und (f-(cw) —c(f-w))

aufgespannt wird. Im Quotienten

VieW:= 5  K/Bilinrel
(fw)eVVxWw
sind dann die Symbole f ® w := [(f, w)] ein Erzeugendensystem

und nach Konstruktion gelten fiir diese Symbole die gewtinschten
Rechenregeln.



DAs 1ST EINE GUTE ART iiber Quotienten V /U nachzudenken, die
Elemente sind durch die Elemente von V gegeben, wir fithren aber
die neue Rechenregel ein, dass wir v durch v’ ersetzen diirfen, wenn
die Differenz in U liegt.

BEVOR WIR uns tiberlegen, dass diese Konstruktion nun tatsachlich
einen Vektorraum liefert, der zum Raum der linearen Abbildungen
Hom(V, W) isomorph ist, lassen Sie uns die Konstruktion noch
einmal allgemein formulieren:

Definition (Tensorprodukt von Vektorraumen). Sind V, W zwei
K-Vektorraume, so ist das Tensorprodukt V @ W (oder V ®x W)
definiert als
VeW:= @  K/Bilinrel
(v,w)eVxW

wobei Bilinrel der Unterraum von €y w)cvxw K ist, der von den
Elementen der Form

(Vi +v2), W) — (vi, W) — (v2, W),
(v, (W1 +w2)) = (v, w1) — (v, w2),
((ev),w) —c(v,w) und (v, (cw)) — c(v, w)
aufgespannt wird. Wir schreiben
veow:=[(v,w)]
fiir die Aquivalenzklasse des Elementes (v, w).

Fazit. Die Elemente von V @ W sind also formale Linearkombina-
tionen von Ausdriicken der Form v ® w, ein typisches Element von
V ® W istalso vi ® wy + - - - + v, ® w,. Und fur diese Ausdriicke
gelten die Rechenregeln

VROW]+VRWy =v® (W] + wp)
VIQWHV, QW= (V] +V2) QW
c-(veaw)=(cv)@w=v® (cw),

insbesondere konnen wir skalare Vielfache von einer Seite von ® auf
die andere schieben. Bei Ausdriicken der Form (v; ® wy) + (vo @ wp)
fallt uns zunéchst nur eine Vereinfachung ein wenn entweder die v;’s
oder die w;’s linear abhéngig sind.

Tut die Definition, was Sie soll?

Als allererstes sollten wir uns iiberlegen, dass der Quotient aus
einem sehr grofien, einen {iberschaubaren Vektorraum macht:

Lemma 64. Sind V, W zwei K-Vektorriume, v1, ..., vy eine Basis von V
und wq, ..., Wy, eine Basis von W, dann sind die Vektoren

(Vz' b2y Wj)i:l...n,j:l,...,m

ein Erzeugendensystem des Tensorproduktes V @g W.
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Wir schreiben V ®x W, wenn es nicht
Kklar ist, welchen Korper wir gerade
verwenden, sonst lassen wir das K weg.
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Beweis. Es gentigt zu zeigen, dass wir alle Elemente des Erzeugen-
densystems v ® w als Linearkombination schreiben konnen, das
ist aber nach Definition klar, denn wir konnen v, w als Linearkom-
binationen v = YI' ; a;v;, w = E;n:1 bjw; der Basen von V und W
schreiben und in V ® W gilt

VW= (iaivi)®(ibjw
a;(v wa

I
M:

1

m
Z alb] Vi ® w
=1

|
™=

Il
—_
.

Interessanter ist die Frage, ob die Elemente (v; ® W;)i=1._y j=1,...m
linear unabhéngig sind. Das sieht auf den ersten Blick schwierig
aus, weil wir keinen Uberblick tiber die Elemente aus Bilinrel haben.
Die Rettung hierfiir ist, die charakterisierende Eigenschaft des
Quotienten zu verwenden:

Behauptung 65 (Dimension von V ® W). Sind V, W zwei K-Vektorriume,
v1,...,Vy eine Basis von V und wq, ..., Wy, eine Basis von W, dann sind
die Vektoren

(Vi @ Wj)iz1.nj=1,..,m

eine Basis des Tensorproduktes V @y W, insbesondere ist
dimVW =dimV -dimW.

Beweis. Um zu zeigen, dass die Vektoren (v; ® Wj)i:l.‘.n,jzl,...,m
linear unabhingig sind, konstruieren wir fiir jedes Paar von Indices
i,j eine lineare Abbildung

di,j: VoW — K

so dass d;j(v; @ w;) =1 und d; j(vy ® wy) = 0 wenn (i, ) # (k,{).
Das gentigt, denn dann ist fiir jede Linearkombination

dij() v @ wy) = ay,
]

und also hat die Gleichung ) ; 4, vy ® w; = 0 nur die triviale
Losung a;; = 0 fiir alle 7, j.

Um d; ; zu konstruieren, nehmen wir die dualen Basen v;, w; der
Basen von V und W. Dann ist fiir alle i, j die Abbildung

Dij: €@ K—=K
(v,w)eVxW
die auf den Basisvektoren durch D; ;((v,w)) := ¥;(v) - wj(w)

gegeben ist eine Abbildung, die auf allen Elementen von Bilinrel
verschwindet. Also ist die Abbildung

di,j: VoW —K

VRO W Di’]'(V,W) = ‘Vli(V> : W](W)



eine wohldefinierte lineare Abbildung, die wie gewiinscht v; ® w;
nach 1, aber alle anderen Elemente des Erzeugendensystems auf 0
abbildet. O

Damit kénnen wir nun zeigen, dass wir tatsdchlich alle Relationen
der Abbildungen f - w € Hom(V, W) gefunden haben.

Folgerung 66 (Hom(V, W) = VYV @ W). Sind V, W zwei endlich
dimensionale K-Vektorriume, so ist die Abbildung

VY@ W — Hom(V, W)
fowm f(L)-w

ein wohldefinierter Isomorphismus.

Beweis. Die Abbildung ist wie zuvor wohldefiniert, da die Elemente
aus Bilinrel nach Konstruktion auf die 0-Abbildung abgebildet
werden. Die Abbildung ist surjektiv, weil Sie gezeigt haben, dass wir
jede lineare Abbildung als Linearkombination von Abbildungen der
Form f(__)-w schreiben kénnen. Da die Vektorrdaume die gleiche
Dimension haben, ist die Abbildung daher ein Isomorphismus. [

FaziT: Damit haben wir nun gezeigt, dass in der Tat zwei Ausdrticke
der Form Y ; f; - w; und Z}-":l fj’w} mit w;, w} ew, fi,fj’ cvy
genau dann die gleiche lineare Abbildung definieren, wenn wir die
Ausdriicke mittels der bilinearen Relationen ineinander umformen
konnen.

Die Aussage, dass der Rang einer linearen Abbildung A: V — W
genau die kleinste Zahl r ist, fiir die wir A = };_; f; - w; schreiben
konnen, die Sie auf Blatt 12 gezeigt haben ldsst sich damit auch so
formulieren, dass der Rang der Abbildung die minimale Anzahl von
Tensoren f @ w € VY @ W ist, die nétig sind, um A € VV @ W =
Hom(V, W) als Summe von Tensoren zu schreiben. Auf diesen
, Tensorrang” kommen wir noch zurtick.

DAs ARGUMENT FUR DIE DIMENSION des Tensorproduktes,
erklart uns auch eine allgemeinere Aussage, genannt die universelle
Eigenschaft des Tensorproduktes. Hierbei schreiben wir fiir K-
Vektorraume V, W, T

Bilin(V x W, T) := {B: V x W — T | B bilinear}.

Fiir Bilinearformen hatten wir diese Definition fiir T = K verwendet.
Das Tensorprodukt selbst konnen wir als bilineare Abbildung;:

RVXWN-VRW

(v, W) > vRw

auffassen, denn wir hatten per Definition fiir die bilinearen Relatio-
nen (vi +v) @ W = vi ® W + v, @ w usw. gesorgt. Die Abbildung ®
ist also bilinear (aber nicht linear, nicht surjektiv und nicht injektiv).
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Definition. Die Elemente von V ® W heifden Tensoren. Die Elemnte,
die von der Form v ® w sind, also die Elemente des Bildes von
®: V. x W — V ® W heifen einfache Tensoren.

Beispiel 67. Die einfachen Tensoren in V¥ ® W = Hom(V, W), also
die Elemente der Form f ® w entsprechen genau den Abbildungen
vom Rang 1.

Satz 68 (Universelle Eigenschaft des Tensorproduktes). Sind V, W
zwei K-Vektorriume, dann sind fiir alle K-Vektorriume T die Abbildungen

Bilin(V x W, T) S Hom(V ® W, T)

B +— fB(i V; ®Wl) = ZB(VI',WZ')

i=1 i=1
Bp(v,w):=F(vWw) <+ F

zueinander inverse Isomorphismen von Vektorriumen, d.h. bilineare
Abbildungen auf V x W entsprechen linearen Abbildungen auf
VoW,

Beweis. Das Argument aus dem vorigen Resultat liefert wieder, dass
die Abbildung wohldefiniert ist, denn die Abbildung

Fg: ®(vwyevxw = K

die auf den Basisvektoren durch (v,w) — B(v,w) gegeben ist,
nimmt — weil B bilinear ist — auf allen Elementen von Bilinrel den
Wert 0 an. Darum ist fg(v ® w) := Fg(v,w) = B(v, w) wohldefiniert
und linear.

Ist umgekehrt F: V@ W — T linear, so ist die Abbildung
Br(v,w) := F(v® w) bilinear, weil ®: V x W — V ® W biline-
ar ist und F linear. Die Konstruktionen

B’—)FBundFHBF

sind nach Definition zueinander inverse Abbildungen. O

Anwendungen und Varianten des Tensorproduktes

Im Beweis des Spektralsatzes fiir selbstadjungierte Abbildungen auf
einem euklidischen Vekotrraum V, (,) war es einerseits praktisch,
die Aussage fiir allgemeine Vektorraume, nicht nur den IR” zu for-
mulieren, um im Induktionsargument die Aussage fiir Unterraume
verwenden zu kénnen. Anderseits war es auch praktisch, zwischen-
durch von R" zu C” zu wechseln. Es wére daher eleganter, ohne
Wahl einer Basis aus einem R-Vektorraum einen C-Vektorraum der
gleichen Dimension zu konstruieren.

Das Tensorprodukt liefert uns eine solche Methode: Ist V ein
R-Vektorraum, so konnen wir

VC 2:C®]RV

definieren und auf V¢ kénnen wir durchz - (a ® v) 1= (za) @ v
eine Multiplikation mit komplexen Zahlen definieren. Ist V = R",

Sie sollten an diesem Satz gerne
einmal innehalten. Mit etwas Gliick,
konnen Sie die Aussage jetzt lesen
und verstehen, vielleicht brauchen
Sie dafiir etwas Zeit, aber Sie wissen
jetzt, dass Sie sich dafiir einfach an
die Definitionen erinnern miissen
und dann sehen, dass die Formeln
die in Worten formuliete Aussage
prézisieren.

Wenn das so ist, kénnen Sie ein wenig
stolz sein, denn das ist nicht so einfach.
Der erste Blick auf Formeln wie diese
von jemandem, der nicht Mathematik
studiert hat ist von Thomas Mann im
Roman Kénigliche Hoheit so beschrie-
ben: Was er sah, war sinnverwirrend. In
einer krausen, kindlich dick aufgetragenen
Schrift, die Imma Spoelmanns besondere
Federhaltung erkennen lief3, bedeckte
ein phantastischer Hokuspokus, ein He-
xensabbat verschrinkter Runen die Seiten.
Griechische Schriftzeichen waren mit latei-
nischen und mit Ziffern in verschiedener
Hohe verkoppelt, mit Kreuzen und Strichen
durchsetzt, ober- und unterhalb wagrech-
ter Linien bruchartig aufgereiht, durch
andere Linien zeltartig tiberdacht, durch
Doppelstrichelchen gleichgewertet, durch
runde Klammern zu grofien Formelmassen
vereinigt.

Die Passage ist sicherlich autobiogra-
fisch beeinflusst, denn Katharina Mann
(geb. Pringsheim) hat wie die Figur der
Imma aus dem Roman Mathematik
und Physik studiert.



und ey, ..., e, die Standardbasis von R”, so sind die Elemente von
C ® R"” Summen von Tensoren der Form z1 ® eq,...,z; ® e, mit
z; € C,also ist dieser Raum tatséchlich eine Beschreibung von
C". Die Konstruktion ist also eine direkte Verallgemeinerung des
Ubergangs von R" zu C".

WIR KONNEN ALsO mit dem Tensorprodukt die Skalare in K-
Vektorrdumen vergrofiern, wenn ein groflerer Korper als der, mit
dem wir begonnen haben benétigt wird.

MEHRFACHE TENSORPRODUKTE geben uns nun doch eine sinnvolle
Moglichkeit, Vektoren miteinander zu multiplizieren, das Ergebnis
liegt dann aber in einem neuen Vektorraum.

Bemerkung (Assoziativitdt von ®). Fiir K-Vektorrdume V3, ...,V ist

Vid®...0 V= o, K /Multlinrel
(V1o Vi ) EVY X oo X Vy

wobei Multlinrel der Unterraum von @y, v,)ev; x...xv, K ist, der
von den Elementen der Form

(.ovit+vi,..)=(..,viy...) = (..., vl,...) und

(«.,(evi),...)—c(, vy, )

aufgespannt wird. Wir schreiben wieder vi ®...® vy, := [(vy1,...,Vy)]
fiir die entsprechende Aquivalenzklasse. Das gleiche Argument
wie zuvor zeigt, dass fiir alle K-Vektorrdume T lineare Abbildungen
V1 ®...®Vy = T multilinearen Abbildungen von Vj x --- xV,; = T
entsprechen.

Sie konnen sich auch tiberlegen, dass

(...(V1®V2)®V3)®...)®Vni)V1®...®Vn

isomorph sind. Daher kénnen wir Klammern bei mehrfachen
Tensorprodukten wie beim Rechnen in Kérpern, weglassen.

Beispiel 69. Ein Elementen von (R?)®3 wire zum Beispiel:

() (3)eo) ()= (3)=(5)

Die bilinearen Rechenregeln erlauben uns zum Beispiel die Rech-
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) (7)=(3)

“(o)o(3)+ (7)< (3)

(o) () (3) ()2 (5)(3)
Jor(opoe(i)elo)ee (3
wa(p)e (o) () (o)e )= ()
—(0)®(0)®(1)+(3)®(2)®(ﬁ).

Definition. Fiir ein Element t aus einem Tensorprodukt V; ® ... ®@ V},
ist der Tensorrang von t die kleinste Zahl r, so dass sich t als Summe

r
t= Zvl,i®...®vn,i
i=1

schreiben lisst.

Beispiel 70 ( Matrixmultiplikation ist ein 3-facher Tensor.). Die
Matrizenmultiplikation ist eine Abbildung

o: Maty ,; x Mat,,  — Mat,, ;
A,B— AoB.

Diese Abbildung ist bilinear weil die Distributivgesetze (A1 + Aj) o
B=Aj0B+ AyoBund Ao (B; + By) = Ao By + Ao By fiir die
Komposition von Abbildungen gelten. Diese bilineare Abbildung
entspricht also einer linearen Abbildung

o: Maty, ® Mat,, y — Mat,, ;
und weil Hom(V, W) = VV ® W ist damit einem Tensor
Mult € Mat,, ,, ® Mat,), me @ Mat, ¢
Bemerkung. 1. Wir haben heimlich verwendet, dass
(Vow)V =2vVeoWwY.

Das gilt, weil die Abbildung (f ® g) — ((v®@w) — f(v)g(w))
ein wohldefinierter Isomorphismus ist. Es ist eine gute Ubung,
zu versuchen, sich das genau zu tiberlegen, damit kénnen Sie sich
noch besser an die Argumente mit ® und ¥ gewdhnen.

2. Das ist alles einfacher, als es aussieht: Das Tensorprodukt VoW
war gemacht um lineare Abbildungen als Summen von Aus-
driicken der Form f - w zu schreiben, der Tensor Mult schreibt
o als Summe von Ausdriicken der Form f - ¢ - C, wobei C eine
n x ¢-Matrix ist und f, g jeweils lineare Formeln in den Eintrdgen
der n x m bzw. m x {-Matrizen sind.

)



GANZ KONKRET gilt zum Beispiel gilt fiir 2 x 2-Matrizen

a b . a b\ [ ad +bc +bd \ [ a" b
c d d d |\ cd+dd v +dd |\ ' 4" )

Wenn wir die Standardbasis fiir 2 x 2-Matrizen entsprechend der
Eintrage a,b,c,d als e, ep, ec, e; notieren und im Tensorprodukt
Mat,, ,, ® Ma%/ ; ®Mat, ; die 2. Komponente mit / und die dritte
mit // bezeichnen entspricht Mult also dem Tensor

e, ey Qey+el Qey@emn
+ +e) @ey @ ey
+el ®e) Res+el Vel ® ey
+e! ® eZ, & egn + e;{ ® eg, & egn.

Dass wir hier eine Formel aus 8 einfachen Tensoren f ® ¢ ® w
erhalten entspricht der Bemerkung, dass wir bei der Berechnung des
Produktes 8 Multiplikationen berechnen miissen.

FUR S1E UND FUR COMPUTER ist es multiplizieren viel aufwandiger
als addieren. Bei der Matrizenmultiplikation miissen wir leider ziem-
lich viel multiplizieren. Da in den acht verschiedenen Termen in
der Multiplikation immer hochstens eine Koordinate tibereinstimmt
scheint es aufierdem einleuchtend, dass wir bei der Berechnung des
Produktes tatsdchlich 8 Multiplikationen benétigen, d.h. dass wir
keinen kiirzeren Ausdruck fiir den Tensor Mult finden koénnen.
Volker Strassen hat Ende der 6oer Jahre versucht, diese Aussage
fiir n X n-Matrizen zu beweisen. Das war schwieriger als gedacht,
so dass er sich den Fall der 2 x 2 Matrien noch einmal genau ange-
schaut hat und dabei die folgende sehr tiberraschende Formel fiir
Mult gefunden hat, die mit 7 Tensoren, also mit 7 Multiplikationen

auskommt

(ef +ef) @ (el+e)) @ (ey+em)
+ (el +e)) ® ey ® (ewr —egn)
+ e/ X (el\a/’ — eg,) ® (ey +egm)
+ ey ® (ey—ey) ® (ey+euw)
+ (e;/ + ez/) & et\i/’ & (eb” - ea//)
+ (e —¢)) @ (e)+e)) ® e
+ (¢f —e)) @ (ef+e)) ® e,

Da sich das Prinzip fiir 4 x 4,8 x 8, ... jeweils induktiv mehrfach
verwenden lisst, liefert das ein sehr viel schnelleres Verfahren,
Matrizen auf dem Computer zu multiplizieren, das darum sehr viel
Verwendung findet.

Es 1ST MITTLERWEILE BEKANNT, dass der Multiplikationstensor fiir
die Multiplikation von 2 x 2-Matrizen tatsdchlich den Tensorrang 7
hat, d.h., dass es keine Formel fiir die Multiplikation gibt, die mit
weniger als 7 Multiplikationen auskommt. Erstaunlicherweise gibt
es dafiir aber noch keinen einfachen Beweis.
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Konkret ist e, = ( (1) 8 >und

e/ die Abbildung < Z Z ) — a.

Der Tensor e, ® e}, ® e, entspricht
also ,Nehme den Eintrag a der ersten
Matrix, den Eintrag 4’ der zweiten,
multipliziere diese und schreibe das
Ergebnis oben links in das Ergebnis.”

Bitte rechnen Sie die Formel einmal
nach, um zu sehen, ob ich mich vertippt
habe.
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Es IST NOCH IMMER UNBEKANNT, wie viele Tensoren die kiirzest
mogliche Formel fiir die Multipikation von 3 x 3 Matrizen benétigt,
d.h. was der Tensorrang des Multiplikationstensors fiir grofsere
Matrizen ist! Es wire sehr niitzlich, das zu klaren.

Das ®-Produkt als Multiplikation

Wenn wir fiir jede natiirliche Zahl n > 0

Vo= V®..V
———
n Faktoren
setzen und V®? := K definieren konnen wir mit Hilfe dieser
Konstruktion jeden Vektorraum V auf der direkten Summe

TV .= Hve"
i=0

eine Multiplikation erkldren, indem wir fiir einfache Tensoren das
Produkt:
(V1®...0v) (VI®...0V),)=VI®...0 v,V ®...QV),)

definieren und dies fiir direkte Summen von Tensoren mit dem
Distributivgesetz bilinear fortsetzen, d.h.

/

;
(Vi1 @ @ Vjn)) - (Y (Via @ @ Viy,))
k=1

-

(

i=1

-
I

ro v
: ];k:zl(v]ﬂ ®...® Vi, ®V]/(,1 ®...0 v,/{’mk).
Die Verkniipfungen + und - = ® auf der Menge T*V erfiillen
also bis auf die Existenz von multiplikativen Inversen und dem
Kommutativgesetz fiir ® die Rechenregeln fiir Kérper. Solche
Rechenbereiche werden Ring genannt, zum Beispiel sind die ganzen
Zahlen Z oder der Polynomring k[x] Ringe. Wir schreiben die
Axiome gleich noch formal auf, aber lassen Sie uns erst einmal
verstehen, wie wir T*V explizit verstehen konnen.

Beispiel 71 (T*V ist ein nicht-kommutativer Polynomring). Ist
X1,-..,Xg € V eine Basis von V, so wissen wir, dass die Elemente
{x,®...®@x;, | j1,-..,jn € {1,...,d}} € V" eine Basis von V",
d.h. alle Elemente von T*V lassen sich eindeutig als Linearkombina-
tionen von formalen Produkten der x; schreiben:

N

Y Y 8, % 99X,
=0 j1 oo jn {1}

Den Ring T*V konnen wir also nach Wahl einer Basis wie einen
Polynomring in den Symbolen xj, ..., x; verstehen, in dem aber
X1 ® X3 # Xp ® xq ist, d.h.

T*V ist ein nicht-kommutativer Polynomring.



Es ist einerseits ganz schon fiir nicht kommutative Polynomrin-

ge eine konkrete Konstruktion zu haben und andererseits ist das
eine Konstruktion eines Polynomrings, die keine Wahl von Koor-
dinaten benotigt. Dass das niitzlich ist haben wir bei der Matrix-
Multiplikation schon gesehen, denn so konnen wir exakt formulieren
was wir meinen, wenn wir fragen, ob es eine andere Basis von V gibt,
beziiglich der ein Polynom moglichst wenig Terme hat.

Zur Erinnerung schreiben wir die Axiome fiir die Rechenopera-
tionen noch einmal auf, Sie kennen diese aus den Kérperaxiomen.

Definition. Eine Ring ist eine Menge R zusammen mit Verkniipfun-
gen

+:KxK—=K
(a,b) —a+b
< KxK—=K
(a,b) —a-b,
die folgende Eigenschaften erfiillen:

Ao (neutrales Element fiir +) Es gibt ein Element 0 € K so dass fiir
alle a € K gilt, dass a + 0 = a.

AKom (Kommutativgesetz) Fiir allea,b € K gilta+b =b+a.
AAss (Assoziativgesetz) Fiir alle a,b,c € K gilt
(a+b)+c=a+ (b+c).
Alnv (inverse Elemente) Zu jedem Element a € K existiert ein
Element —a € K so dass a + (—a) = 0.
MAss (Assoziativgesetz) Fiir alle a,b,c € K gilt (a-b)-c=a-(b-c).
Dist (Distributivgesetz) Fiir alle a,b,c € K gilt
a-(b+c)=a-b+a-cund
(a+b)-c=a-c+b-c.

Ein Ring mit Eins ist ein Ring, in dem zusatzlich ein 1-Element
existiert:

M1 (neutrales Element fiir -) Es gibt ein Element 1 € K\ {0} so
dass fiir allea € K gilt, dass 1-a =a =a-1.

Ein kommmutativer Ring ist ein Ring in dem zusatzlich das Kommu-
tativgesetz gilt:

MKom (Kommutativgesetz) Fiir alle a,b € K gilta-b =10 -a.

Warum wir bei Kérpern den Begriff des Schiefkérpers haben falls
das Kommutativgesetz nicht gilt, Ringe aber nicht Schiefringe heifSen,
sondern stattdessen der Begriff , kommutativer Ring” eingefiihrt
wurde, ist eine Frage, die sich leider nicht mehr klédren ldsst.
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Jeder Zahlbereich sollte eine 0 enthal-
ten.

Das war der Grund, warum wir in
Rechnungen mit + keine Klammern
setzen miissen.

Hier ist — versteckt.

Das war der Grund, warum wir in
Rechnungen mit - keine Klammern
setzen miissen.
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Ausblick: Eine Anwendung eines merkwiirdigen Tensorproduktes

Es passiert in der Mathematik recht hédufig, dass eine Konstruktion
zunidchst aus einem konkreten Anlass gefunden wurde und die
dann unvermutet in einer so absolut nicht vorgesehenen Variante
Verwendung findet. Hierzu zum Abschluss der Vorlesung noch ein
Beispiel.

SIE WISSEN VIELLEICHT, dass sich je zwei Polygone in der Ebene mit
gleichem Fldcheninhalt so in kleinere Polygone zerteilen lassen, dass
sich diese zum jeweils anderen Polygon zusammenlegen lassen.

A

)
§ & »
“v.' A N

Aufgabe. Wenn Sie diese Aussage nicht kennen, dann ist das eine
schone Knobelaufgabe: Zeigen Sie, dass sich jedes Polygon mit
Flacheninhalt a in Polygone unterteilen lasst, die sich zu einem
Rechteck der Kantenldngen 1 und a zusammenlegen lassen.

Das miissen Sie nicht sofort 10sen, aber wenn Sie in den Semester-
ferien einmal irgendwo Wartezeit oder Langeweile haben, denken Sie
dartiber nach.

FrRAGE: Stimmt das im 3-dimensionalen? Lassen sich je zwei Poly-
eder mit gleichem Volumen im R3 so in Polyeder unterteilen, dass
sich die Stiicke zum jeweils anderen Polyeder zusammensetzen
lassen?

?2?7?

Diese Frage war eines der Probleme, die Hilbert auf seiner Liste
von 23 offenen Fragen 1900 auf dem ICM in Paris vorgestellt hat. Er
vermutete, dass die Antwort nein ist. Die Frage ist sicherlich viel
dlter, aber es fehlte fiir sehr lange Zeit eine gute Methode, um das
Problem anzugreifen.

D1E ANTWORT I1ST: ,Nein, das ist nicht immer moglich.” Das wurde
von Max Dehn gezeigt und das Prinzip der Losung kénnen wir mit
dem Tensorprodukt verstehen.

D1e GRUNDIDEE ist vielseitig verwendbar: Da es fiir geometrische
Fragen nicht klar ist, wie wir jemals einen so guten Uberblick iiber



alle moglichen Konstruktionen bekommen konnten, dass wir be-
weisen konnen, dass keine Konstruktion das gewtinschte Ergebnis
liefert, sollten wir uns tiberlegen, ob wir den Polyedern irgendeine
tiberschaubare Liste von Zahlen oder anderen algebraisch formu-
lierten Eigenschaften zuordnen konnen, die bei Zerlegung gleich
bleibt. Die Dehninvariante ist so eine Zuordnung:

D: {Polyeder} - R®q (R/(Q- 7))
P— Y Lénge(e) ® Innenwinkel(e).
e Kante von P

Im Tensorprodukt fassen wir hier die reellen Zahlen R als Q-
Vektorraum auf, d.h. wir beschliefSen vortibergehend nur noch
die Multiplikation mit rationalen Zahlen zuzulassen. Die Zahl
T € R\ Q definiert dann einen 1-dimensionalen Q-Unterraum, den
wir im zweiten Faktor des Tensorproduktes im Quotientenraum als
0 auffassen.

Die Formel kommt aus der Beobachtung, dass beim Zerteilen von
Polyedern durch das Zerschneiden von Seitenflachen jeweils 2 neue
Kanten ej, e gleicher Lange ¢ entstehen, deren Innenwinkel a1, &y
zusammen 180° = 7r ergeben. Im Tensorprodukt R ®q (R/Q - 77) ist
dann

(Ru+lR@ay =0 (a1 +a) =LRmT=(R0=0.

Das erklirt, warum sich D(P) nicht dndert, wenn wir P zerteilen.

FUR DEN WURFEL sehen Sie vielleicht auch gleich, dass D(Wiirfel) =
0 ist, weil die Innenwinkel der Kanten alle 7/2 = 0 € R/Qt sind.

FUR DEN GLEICHSEITIGEN TETRAEDER kOnnen Sie mit dem, was
wir in der Linearen Algebra tiber Skalarprodukte und Winkel gelernt
haben cos(Innenwinkel) berechnen. Sie kénnen dann versuchen,
sich zu tiberlegen, warum der entsprechende Winkel nicht in Q7
liegen kann und darum D(Tetraeder) # 0 gilt. Darum kénnen Sie
den Tetraeder nicht so unterteilen, dass sich die Stiicke zu einem
Wiirfel zusammensetzen lassen.
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Restekiste

In der Vorlesung haben ich die beiden Varianten Sym" V, A" V des
Tensorproduktes nicht erkldrt. Fiir den Fall, dass Ihnen spéter einmal
symmetrische oder alternierende Produkte begegnen, belasse ich die
kurzen Abschnitte dazu hier im Skript.

Ausblick 1: Symmetrische Produkte und Polynomfunktionen

Mit einer dhnlichen Konstruktion kénnen wir jetzt auch erkldren
was Polynomfunktionen auf einem Vektorraum sind. Dazu kon-
nen wir einfach auf dem Tensorprodukt mit einer zusétzlichen
Quotientenkonstruktion die Rechenregel:

[(...,Vi,...,V]',...)} = [(...,V]',...,Vl',...)]

erzwingen, d.h. wir fiigen zum Unterraum Multlinrel alle Ausdriicke
der Form (...,vi,...,v]-,...) — (...,v]-,...,vl-,...) hinzu:

SymBilin := Span(Multlinrel,{(...,vi,...,vj,...)— (...,vj,...,vi,...) | vi,...,vp € V}).

Sym* Vv := D K/SymBilin
(Vl,.‘.,Vn)EV1><"'><Vn
=V/Span({...vi®...0V;® - —...Vi®...0V;® - | Vi,..., vy € V})).

Wir schreiben dann
vie eV = [V ®...Q V]

fiir die Aquivalenzklasse des Elementes (vy,...,vy) in Sym* V und
nennen Sym* V das k-te symmetrische Produkt von V.

DAs sYMMETRISCHE PRODUKT ist also wie das Tensorprodukt der
Vektorraum der formalen Linearkombinationen von ausdriicken
der Form vy e - - - @ v;;, nur dass fiir diese Ausdriicke aufSer den
bilinearen Rechenregeln jetzt aufSerdem gilt, dass ¢ kommutativ ist.
Es ist nicht so schwer, sich zu tiberlegen, dass damit

Sym® V := P Sym* v
k=0

ein kommutativer Ring ist, den wir nach Wahl einer Basis als Poly-
nomring verstehen konnen.
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Einen symmetrische Tensor p € Sym* V kénnen wir damit also als
Polynom in den Variablen x;, ..., x; verstehen. Noch besser kénnen
wir jeden Tensor p € Sym* (V") als Polynomfunktion auf V auffas-
sen und bekommen damit eine Moglichkeit Polynomfunktionen auf
Vektorraumen zu beschreiben, ohne Koordinaten auf V zu wihlen.
Das gibt uns wieder eine Moglichkeit, die Frage ob ein Polynom
in n-Variablen beztiglich anderer Koordinaten weniger Terme hat,
prézise zu formulieren.

Ausblick 2: AufSere Produkte in der Analysis

Die Konstruktion von Determinanten hatten wir mit dem Versuch,
eine Formel fiir das Volumen eines Spats zu finden motiviert. Das
hatte uns darauf gefiihrt alternierende, multilineare Abildungen

D: Vx---xV—=>K
N—————’

n—Faktoren
also multilineare Abbildungen, fiir die
D(...,vi,...,vj,...) =0 falls v; = v;
gilt. Daraus folgte, dass
D(...,vl-,...,vj,...) = —D(...,Vj,...,Vi,...) =0 falls i # j.

Auch solche Abbildungen kénnen wir mit einer Variante des Ten-
sorproduktes beschreiben, indem wir zum Unterraum Multlinrel
alle Ausdriicke der Form (...,vi,...,v]-,...) - (...,v]-,. c Vi)
hinzufiigen:

AlternRel := Span(Multlinrel, {(...,v;,...,vj,...) | v1,..., vy € V})

n
/\ V.= @ K/ AlternRel

(Vl,...,Vn)Evl XX Vy

=V®/Span({...vi®...QV,® - | vi,..., vy € V})).
Wir schreiben dann
VIA AV = [V ® ... Q Vy
fur die Aquivalenzklasse des Elementes (vy,...,v,) in A"V und

nennen A"V das n-te duflere Produkt von V.

DaAs AUSSERE PRODUKT ist also wie das Tensorprodukt der Vektor-
raum der formalen Linearkombinationen von ausdriicken der Form
vi A -+ A vy, nur dass fiir diese Ausdriicke aufser den bilinearen
Rechenregeln jetzt auflerdem gilt, dass Ausdriicke in denen ein
Vektor doppelt vorkommt gleich 0 sind, und damit auch

gilt. Damit konnen wir uns dhnlich wie fiir das Tensorprodukt
tiberlegen, wie wir eine Basis des dufleren Produktes bekommen:



Behauptung 72 (Dimension von AX V). Ist V ein K-Vektorraum und
v1i,...,Vy eine Basis von V, dann sind die Vektoren

(Vi A AV 1<y <ip <o <ip<n

eine Basis des dufleren Produktes /\k V, insbesondere ist

dim/k\ = (Z)

die Anzahl der Moglichkeiten k verschiedene Zahlen aus der Menge
{1,...,n} auszuwihlen.

Diese Behauptung mochte ich nicht beweisen, Sie kénnen das aber
selbst versuchen. Diese Raum wird Ihnen in der Analysis begegnen,
wenn Sie zum Beispiel die Oberfldche eines gekriimmten Objektes
im R3 berechnen mochten. Dafiir bendtigen Sie einen Oberflachen-
begriff. Die Determinante liefert einen guten Volumenbegriff und
wir konnen die Determinante als lineare Abbildung

dim V
N\ V=K

auffassen. Darum ist es naheliegend A% V zu verwenden, um einen
Flachenbegriff fiir 2-dimensionale Teilmengen von V zu erhalten
und ganz Zhnlich A V fiir k-dimensionale Volumen von Teilmengen
von V. Was Sie sich fiir den Moment davon merken sollten, ist dass
AFV ein Vektorraum von Symbolen ist, auf dem die multilinearen
und die alternierenden Rechenregeln gelten.
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Glossar mathematischer Symbole

Mathematische Symbole haben meist eine genauere Bedeutung, als
die entsprechenden Worter, beim Lesen ersetzen wir die Symbole
im Kopf durch Worter. Damit konnen Sie in Ihren Losungen priifen,
ob das was Sie aufschreiben lesbar sein konnte.

=, (ist) gleich”

# ,,(ist) nicht gleich”

= ,daraus folgt” oder ,impliziert, dass”

& ,(gilt) genau dann, wenn”

{?| etwas} ,Die Menge der ? fiir die etwas gilt”
€ ,aus” oder , Element von”

> Ist das umgekehrte ,Element von”, d.h. ,x € M” und ,M > x”
bedeuten beide ,,x ist Element von M”

N

,enthalten in” oder , Teilmenge von”

V]

enthdlt” oder ,Obermenge von”

C

»vereinigt mit” U ist das Symbol fiir die Vereinigung zweier
Mengen (d.h. fiir die Menge die Entsteht, wenn wir die Elemente
der beiden Mengen zu einer Menge zusammenfassen).

N ,geschnitten mit” N ist das Symbol fiir den Durchschnitt zweier
Mengen (d.h. die Menge, die aus den Elementen besteht, die in
beiden Mengen enthalten sind).

M~ N ,Die Menge M ohne die Elemente aus N, bzw. ,Entferne
N aus der Menge M“. Das Symbol ,\“ ist das Minuszeichen fiir
Mengen, also ,entferne”.

Vv Fur alle”
# ,Anzahl”

o ,verkniipft mit”. Das Symbol ,0” bezeichnet die Komposition
von Abbildungen, d.h. f o g(x) := f(g(x)).

@ ,direkte Summme”. Das Symbol bezeichnet die direkte Summe
von Untervektorraumen oder abstrakten Vektorraumen, die
Gleichung V = U © W bedeutet: Jeder Vektor aus V lésst sich
eindeutig als Summe v = u + w eines Elements aus U und eines
aus W schreiben.
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1 ,senkrecht zu” oder ,orthogonal zu”

V ,,dual”

2 isomorph” oder ,natiirlich isomorph”

V/U ,,V modulo U” — der Quotientenraum

® ,tensor” — das Tensorprodukt

— ,nach” — der Pfeil der fiir Abbildungen verwendet wird.

— ,wird abgebildet auf” — der Pfeil der fiir die Beschreibung von
Abbildungen verwendet wird

— Pfeil fiir injektive Abbildungen

—» Pfeil fiir surjektive Abbildungen
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