Kurven vom Geschlecht 2

und ihre Anwendung in

Public-Key-Kryptosystemen

Dem Fachbereich 6 (Mathematik und Informatik)
der Universitit Gesamthochschule Essen
zur Erlangung des Grades eines Doktors
der Naturwissenschaften

(Dr.rer.nat)

vorgelegt im Juli 1994 von
Anne-Monika Spallek

aus Bochum






Einleitung

Aufgrund der zunehmenden Vernetzung von Datenverarbeitungsanlagen entsteht ein er-
hohter Bedarf an Verfahren zur Sicherung iibertragener Daten, das heifit an Verschliisse-
lungsalgorithmen und an ein sicheres Key-Management (Vereinbarung geheimer Schliissel,
Schliisselaustausch, Schliisselspeicherung). Seit Diffie und Hellmann im Jahre 1976 mit
ihrer richtungsgebenden Arbeit 'New Directions in Cryptography’ die Idee der Public-Key-
Verfahren (auch: asymmetrische Verfahren) prisentierten, haben sich viele Kryptologen
mit dem Auffinden solcher Kryptoalgorithmen und deren mathematischen Grundlagen
beschiftigt. Das Konzept dieser Public-Key-Systeme ist dadurch gekennzeichnet, daf je-
der Teilnehmer ein Schliisselpaar hat, das aus einem o6ffentlichen Schliissel (Public Key)
und einem privaten geheimen Schliissel besteht. Fiir dieses Paar mufl gelten, dafl ein po-
tentieller Angreifer aus Kenntnis des Public-Key nur mit extrem hohem Aufwand (der in
der Praxis seine Moglichkeiten iibersteigt) auf den geheimen privaten Schliissel schlieen
kann. Public-Key-Kryptosysteme basieren damit auf mathematischen Funktionen, die ei-
nerseits leicht zu berechnen, aber andererseits nur schwer umzukehren sind. Das bekannte-
ste Public-Key-Verfahren ist das RSA-Verfahren. Hierbei wird ausgenutzt, dafl man grofie
ganze Zahlen sehr schnell miteinander multiplizieren kann, wéihrend hingegen das Faktori-
sieren einer groflen Zahl sehr zeitaufwendig ist. Andere Systeme nutzen die Tatsache aus,
daB in einigen Gruppen die diskrete Exponentiation, d.h. die Berechnung von b = a™ in
G fiir a € G,n € Z einfach, die Berechnung der Umkehrfunktion, des diskreten Logarith-
mus n = log.(b) in G, aber ungleich schwieriger ist. Diese auf dem Logarithmusproblem
basierende Systeme werden allgemein DL-Systeme genannt. Ein Angreifer, der dieses DL-
System knacken mochte, mufl den diskreten Logarithmus in der zugrunde gelegten Gruppe
rechentechnisch 16sen konnen. Gruppen, in denen die diskrete Exponentiation schnell be-
rechnet werden kann, das Logarithmusproblem aber nicht mehr beherrschbar ist, nennen
wir kryptographisch geeignete Gruppen oder nur geeignete Gruppen. Aus den fiir das Lo-
garithmusproblem heutzutage bekannten Algorithmen erhalten wir explizite Bedingungen

fiir geeignete Gruppen.

Die Menge der Punkte einer Abelschen Varietdt iiber einem endlichen Kérper ist eine
endliche abelsche Gruppe und die Addition ist stets durch rationale Funktionen gegeben.
Demnach kénnen auch Abelsche Varietiiten fiir die DL-Systeme genutzt werden. Wir nen-
nen eine iiber einem endlichen Kérper F, definierte Abelsche Varietit A geeignet, falls die



Gruppe A(F,) der F,-rationalen Punkte kryptographisch geeignet ist. Fiir ihre kryptogra-
phische Anwendung miissen noch die folgenden Probleme gel6st werden:

e Herleitung einer schnellen diskreten Exponentiation auf einer Abelschen Varietiit
e Realisierung einer kryptographisch geeigneten Abelschen Varietit

Die Addition auf einer Abelschen Varietiit ist im allgemeinen fiir Kryptosysteme viel zu
kompliziert. In einer besseren Situation ist man, wenn die Abelsche Varietit A die Ja-
cobische Varietit Jo einer Kurve C ist. Dann ist die Gruppe J¢(F,) der Fg-rationalen
Punkte der Jacobischen Varietit gleich der Divisorklassengruppe der Kurve und damit
die Addition auf Jg(Fy) durch die Addition in der Divisorklassengruppe gegeben. Durch
den Satz von Riemann-Roch kann sie auf das Auffinden von Funktionen auf der Kurve
mit gegebenen Null- und Polstellen zuriickgefiihrt werden. Das Problem der Realisierung
einer geeigneten Jacobischen Varietit reduziert sich in diesem Fall auf die Realisierung
der zugehorigen Kurve.

Fiir Kurven vom Geschlecht 1, d.h. fiir elliptische Kurven, erhilt man bekanntlich sehr
kurze Additionsformeln. Eine explizite Gleichung einer geeigneten elliptischen Kurve kann
mit Hilfe eines bekannten Verfahrens nach einer Idee von Atkin, das auf der Theorie der
komplexen Multiplikation basiert, konstruiert werden.

Es stellt sich nun die Frage, ob Jacobische Varietiten von Kurven vom Geschlecht
2 fiir die DL-Systeme geeignet sind. Im ersten Teil dieser Arbeit habe ich die krypto-
graphischen Eigenschaften einer Jacobischen Varietiit einer Kurve vom Geschlecht 2
genauer untersucht und gezeigt, daB sie gegeniiber den elliptischen Kurven einige we-
sentliche Vorteile haben. Im zweiten Teil habe ich fiir einen affinen Teil der Jacobischen
Varietit sehr kurze Additionsformeln hergeleitet, die eine schnelle Berechnung der dis-
kreten Exponentiation ermdglichen. SchlieBlich habe ich im dritten Teil die Idee von Atkin
auf Jacobische Varietiten von Kurven vom Geschlecht 2 ausgeweitet und darauf aufbau-
end einen Algorithmus zur Konstruktion von kryptographisch geeigneten Va-
rietéiten entwickelt. Mit diesem Algorithmus konnte ich einige geeignete Varietiten kon-
struieren. Zuletzt habe ich auf der Basis dieser partiellen Additionsformeln ein Krypto-

system implementiert, das diese geeigneten Varietiten benutzt (Authentifikationssystem

[Spa I1]).
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1) Herleitung einer schnellen Addition

1987 verdffentlichte D.G. Cantor [Cant] fiir die Addition auf der Jacobischen Varietiit
einer hyperelliptischen Kurve einen Additionsalgorithmus, der ausnutzt, dal den Divisor-
klassen eindeutig spezielle quadratische Formen zugeordnet werden kénnen. Unabhingig
hiervon leitete W. Kampkatter in seiner Dissertation 1991 [Ka] aus den Additionstheo-
remen der zugehorigen Thetafunktionen eine Additionsformel fiir die partielle Addition
auf der zweidimensionalen affinen Varietit J¢ — © her. Zusammen mit einer vollstindigen
Uberdeckung von J¢ durch Karten isomorph zu Jo — © definiert dies dann eine Additi-
on auf Jg. Die vollstindige Formel erstreckt sich iiber mehrere Seiten und ist daher fiir
Kryptosysteme ungeeignet.

Meine Idee bestand darin, beide Ansitze zu kombinieren und aus der Addition in der
Divisorklassengruppe Additionsformeln fiir die partielle Addition auf Jo — © herzuleiten.
Es zeigt sich, daB man fiir die rationalen Punkte der affinen Varietit Jo — © eine fiir die
Addition geeignetere Darstellung herleiten kann, die zwar mehrere Fallunterscheidungen
notig macht, aber in den einzelnen Fillen zu sehr kurzen Formeln fiihrt. Diese kénnen an-
schliefend noch so vereinfacht werden, dafl die Addition hiermit mehr als 2.5 mal schneller
ist als mit dem Cantorschen Algorithmus.

2) Konstruktion einer geeigneten Jacobischen Varietit

Problemstellung :

Gesucht wird eine explizite Gleichung einer kryptographisch geeigneten Jaco-
bischen Varietit, d.h. ein endlicher Korper F;, und die Gleichung einer Kurve
C vom Geschlecht 2 definiert iiber Fq, so daB die Gruppe J¢(FFy) der rationa-
len Punkte der Jacobischen Varietit Jo von C kryptographisch geeignet ist.
Die expliziten Bedingungen hierfiir werden im ersten Kapitel hergeleitet und

genauer prazisiert.

Der naive Losungsansatz besteht darin, daB man sich zufillig Kurven C iiber endlichen
Kérpern F, wihlt, die Fg-rationalen Punkte ihrer Jacobischen Varietit Jo zdhlt und an-
schlieBend diese Bedingungen iiberpriift. Da es aber fiir Jacobische Varietiten keinen
schnellen Punktezihlalgorithmus gibt und der anschlieflende Erfolg vom Zufall abhéngt,
ist dieses Probierverfahren fiir die Praxis zu zeitaufwendig und daher ungeeignet.
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Erfolgversprechender ist die umgekehrte Strategie.

Man sucht zunichst eine geeignete Punktegruppe und konstruiert hierzu die
Gleichung der zugehérigen Jacobischen Varietit bzw. Kurve.

Fiir elliptische Kurven 16st diese Konstruktionsaufgabe ein bekanntes Verfahren, das
auf der Theorie der komplexen Multiplikation basiert. Hierauf aufbauend habe ich in mei-
ner Diplomarbeit [Spa I] einen Algorithmus zur Konstruktion von geeigneten elliptischen
Kurven entwickelt. Man geht dabei folgendermafBien vor:

Zunidchst wihlt man sich einen imaginirquadratischen Zahlkérper K und eine ganze
Zahl w € Og, so daBl ww = p fiir eine geeignete Primzahl p ist. In diesem Fall ist w das
Frobeniuselement des Frobeniusendomorphismus m, auf einer elliptischen Kurve E mit
komplexer Multiplikation und Endomorphismenring Og. Das charakteristische Polynom
fp(z) = (2 — w)(z — @) des Frobeniusendomorphismus liefert fiir z = 1 die Anzahl N,
der Fp-rationalen Punkte von E. Man kann nun die Bedingungen einer kryptographisch
geeigneten Gruppe leicht iiberpriifen und so testen, ob E iiber [F, eine geeignete Gruppe
liefern wiirde.

Mit Hilfe der Theorie der komplexen Multiplikation kann dann die zugehdrige Kurven-
gleichung von E iiber Fp explizit konstruiert werden. Man berechnet zunéchst analytisch
mit Hilfe der bekannten j-Funktion die Invarianten jj,...,jn der Klassengruppe von K,
wobei h die Klassenzahl von K bezeichnet. Diese Klasseninvarianten sind die j-Invarianten
von iiber K konjugierten elliptischen Kurven E; definiert iiber K (j) mit Endomorphismen-
ring Ok. Zu jeder j-Invariante kennt man direkt die Gleichung einer zugehdrigen Kurve
E;/K(j). Die zugehorigen Kurvengleichungen iiber F, erhdlt man iiber die Reduktion der
j-Invarianten. Nach dem Hauptsatz der komplexen Multiplikation sind die Invarianten
ganzalgebraische Zahlen und der von einer Invariante j erzeugte Zahlkorper K(j) ist der
Hilbertsche Klassenkérper von K. Das Klassenpolynom H(z) := l'[f‘=1(= — ji) hat ganz-
zahlige Koeffizienten und die reduzierten Invarianten j,) entsprechen den Nullstellen des
reduzierten Klassenpolynoms Hy(z) = H(z) mod p. Anschliefend kann man direkt zu je-
der Invariante j(,) eine Gleichung der Kurve Ej; , /F, angeben. Durch Exponentiation eines
Punktes P € Ej_, (Fp) mit Np = fp(1) iiberpriift man leicht, welche Kurve die gewiinschte
geeignete Gruppe liefert.
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Ziel meiner Arbeit war es, diesen Konstruktionsalgorithmus auf Jacobische Va-
rietiten von Kurven vom Geschlecht 2 auszuweiten, um so kryptographisch geeignete
Varietiten angeben zu konnen. Dieser Fall ist wesentlich komplizierter, da die Kurve und
ihre Jacobische Varietit verschieden sind. Die Jacobische Varietit ist beziiglich der kano-
nischen Polarisierung eine einfache prinzipal polarisierte Abelsche Varietit der Dimension
2. Fiir die Verallgemeinerung des Verfahrens wird daher die Theorie der komplexen Mul-
tiplikation von Abelschen Varietiten von Shimura/Taniyama (1975) [S-T],[Sh] benétigt.
Der Korper der komplexen Multiplikation ist jetzt ein CM-Kérper K vom Grad 4 iiber
Q, d.h. eine total imaginirquadratische Erweiterung eines total reellen Zahlkérpers. Die
Konstruktion von Jacobischen Varietiten von Kurven vom Geschlecht 2 reduziert sich
also auf die Konstruktion von einfachen Abelschen Varietiten A der Dimension 2 mit
Endomorphismenring Ok beziiglich eines C M-Korpers K und die Konstruktion von prin-
zipalen Polarisierungen auf den Abelschen Varietiten. Da die analytische Darstellung von
A von der komplexen Darstellung des Endomorphismenrings abhingt, betrachtet man
CM-Typen bestehend aus einem CM-Koérper K und einer speziellen Menge von Isomor-
phismen von K nach C.

Im dieser Arbeit wird gezeigt, unter welchen Bedingungen es prinzipale Polarisierungen
zu einem gegebenen C M-Typ gibt und wie sie explizit konstruiert werden kénnen (Propo-
sition 4.1, Satz 4.2). Anschliefend wird gezeigt, dafl die prinzipal polarisierten Abelschen
Varietiten von einem CM-Typ eindeutig speziellen Zahlenpaaren entsprechen. Die Iso-
morphieklassen von prinzipal polarisierten Abelschen Varietiten entsprechen dann den
zugehorgigen Zahlklassen, fiir die schliefilich (Satz 4.7) explizit Vertretersysteme konstru-
iert werden. Zu diesen prinzipal polarisierten Abelschen Varietiten werden in Kapitel 4.3
die zugehérigen Periodenmatrizen aus der zweidimensionalen Siegelschen oberen Halbebe-
ne berechnet. Um die Idee von Atkin auf die Konstruktion von Kurven vom Geschlecht
2 zu iibertragen, miissen zu diesen Zahlklassen Klasseninvarianten und Klassenpolynome
bestimmt werden. Aus der Theorie der projektiven Invarianten von Bindrformen sech-
sten Grades erhilt man ein vollstindiges Invariantensystem fiir Kurven vom Geschlecht
2, dargestellt in den Koeffizienten der Kurvengleichung. Bolza zeigte schon 1887 in [Bo
IT], daB diese Invarianten iiber den komplexen Zahlen durch die zehn geraden Thetanull-
werte beziiglich der zugehérigen Periodenmatrix ausgedriickt werden kdnnen. Damit ist
die analytische Berechnung der Invarianten von Kurven vom Gechlecht 2 iiber C maglich.
Der Hauptsatz der komplexen Multiplikation von Abelschen Varietiten besagt, dafl diese
Invarianten einen unverzweigten Klassenkérper iiber dem dualen Kérper K* von K erzeu-



gen. Sie sind ganzalgebraische Zahlen, wenn die zugehorige Kurve iiberall potentiell gute
Reduktion hat. Dann haben die zugehorigen Klassenpolynome ganzzahlige Koeffizienten
und die Nullstellen der reduzierten Polynome liefern die reduzierten Invarianten der re-
duzierten Kurven. In vielen Beispielen kann so das Invariantensystem einer iiber einem
Primkérper definierten Kurve berechnet werden.

Ist A eine iiber einem Primkorper Fp definierte Abelsche Varietit, so bestimmt das
charakteristische Polynom f,(z) des Frobeniusendomorphismus m, auf A fir z = 1 die
Anzahl N, der Fp-rationalen Punkte. Da A komplexe Multiplikation mit End(A) = Ok
hat, kann das Frobeniuselement w € Ok explizit berechnet werden. Wenn A Dimension
2 hat, ist N, = fp(1) = [[&;(1 — w;), wobei die w; die iiber K konjugierten Elemente
von w sind. Adleman und Huang zeigten in [A-H], dafl es unter speziellen Bedingungen
an das Frobeniuselement w eine iiber IF, definierte prinzipal polarisierte Abelsche Varietit
A mit Endomorphismenring O gibt. Diese ist Fp-isomorph zu der Jacobischen Varietit
Jc einer iiber [, definierten Kurve C vom Geschlecht 2. Kénnen wir iiber die analytische
Auswertung der Klassenpolynome ein modulo p reduziertes Invariantensystem berechnen,
so erhilt man durch Losen des Invariantengleichungssystems die Gleichung der Kurve iiber
[Fp. Hieraus wiederum erhilt man direkt eine Gleichung der zugehorigen Jacobischen Va-
rietit. Anschliefend kann man durch Exponentiation eines Punktes auf der Jacobischen
Varietit Jo(Fp) mit der gewiinschten Gruppenordnung N, = f,(1) testen, ob sie die ge-
suchte geeignete Gruppe liefert.

Das erste Kapitel enthilt einige Grundlagen der Public-Key-Kryptographie. Hierzu wer-
den die RSA- und DL-Verfahren genauer analysiert und miteinander verglichen. Nachdem
die fiir das Logarithmusproblem bekannten Algorithmen kurz angefiihrt wurden, werden
wir hieraus Bedingungen fiir kryptographisch geeignete Varietiten ableiten. Anschlieflend
werden die Vor- und Nachteile von DL-Systemen auf Basis von Kurven vom Geschlecht 2

untersucht und die zugehérigen Kryptoprotokolle angegeben.

Das zweite Kapitel liefert die theoretischen Grundlagen des Divisorklassengruppenmo-
dells der Jacobischen Varietiit einer hyperelliptischen Kurve. Fiir die rationalen Punkte
der Jacobischen Varietit einer Kurve vom Geschlecht 2 wird hiervon ausgehend eine ge-
eignete rationale Darstellung hergeleitet. Schlieflich werden beziiglich dieser Darstellung

kurze Additionsformeln berechnet.

Das dritte Kapitel beinhaltet die wesentlichen Sitze und Definitionen aus der Theorie
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der komplexen Multiplikation von Abelschen Varietiten von Shimura/Taniyama [S-T],[Sh]
(1975). Samtliche Sétze wurden speziell fiir prinzipal polarisierte Abelsche Varietiten for-
muliert und teilweise bewiesen, weil sich ihre Beweise in diesem Spezialfall vereinfachen

lieflen.

Im vierten Kapitel werden wir fiir Abelsche Varietiten der Dimension 2 mit komplexer
Multiplikation explizit prinzipale Polarisierungen zu einem gegebenen C M-Typ konstru-
ieren. Es wird gezeigt, dafl man den Isomorphieklassen eindeutig spezielle Zahlklassen zu-
ordnen kann, fiir welche wir Vertretersysteme angeben werden. Anschliefend werden die
zu einem CM-Typ gehorenden Periodenmatrizen bestimmt und die zehn geraden The-
tanullwerte an ihnen ausgewertet.

Das fiinfte Kapitel enthilt die Herleitung der Invariantensysteme einer Kurve vom Ge-
schlecht 2. Man erhilt so rationale Darstellungen in den Koeffizienten der Kurvenglei-
chung. Die zugehérigen Darstellungen in den zehn geraden Thetanullwerte werden an-
schlieBend angegeben.

Das letzte Kapitel liefert den vollstindigen Algorithmus zur Konstruktion von geeigne-
ten Jacobischen Varietiten von Kurven vom Geschlecht 2. Auflerdem werden mehrere
Beispiele erliutert und berechnet. Mit diesem Konstruktionsalgorithmus gelang es mir,

einige kryptographisch geeignete Varietiten zu konstruieren.

An dieser Stelle méchte ich mich bei Herrn Prof.Dr.G.Frey fiir die Aufgabenstellung
und die Unterstiitzung bei der Bearbeitung des Themas danken. Weiterhin gilt mein Dank

Herrn Priv.Doz.H.-G.Riick fiir wertvolle Anregungen und aufschlufireiche Gespriche.
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Kapitel 1

Kurven vom Geschlecht 2 in

Public-Key-Systemen

1.1 Kryptosysteme und Abelsche Varietiten

Die Public-Key-Kryptographie bietet hervorragende Methoden fiir die Sicherung der In-
tegritdt (Unversehrtheit), Authentizitit (Echtheit des Ursprungs) und Vertraulich-
keit von Daten. Die einzelnen Aufgaben kénnen mit Hilfe der Sicherheitsmechanismen
elektronische Unterschrift und Verschlisselung erfiillt werden. Die verschiedenen Kryp-
toalgorithmen eignen sich zur Realisierung dieser Sicherheitsmechanismen unterschiedlich
gut. In diesem Abschnitt werden wir das RSA- und DL-Verfahren miteinander vergleichen

und dabei speziell die Verwendung von Abelschen Varietiten genauer untersuchen.

Das RSA-Verfahren (so benannt nach seinen Erfindern Rivest, Shamir und Adleman)
beruht darauf, daB man grofle ganze Zahlen sehr schnell miteinander multiplizieren kann,
die anschliefende Faktorisierung allerdings problematisch ist. Dieses Verfahren hat sich un-
ter den asymmetrischen Kryptoverfahren als 'Quasi-Standard’ durchgesetzt und ist heut-
zutage schon auf vielen Prozessorchipkarten implementiert. Leider wurden in jiingster
Zeit erhebliche Fortschritte in der Faktorisierung gemacht [Le]. Lange Zeit herrschte die
Meinung, RSA-Moduli mit 512 Bit seien sicher. Mittlerweile stimmen die Experten darin
iiberein, daf man bei Verwendung der RSA-Algorithmen grofiere Modullingen von bei-
spielsweise 1024 Bit vorsehen sollte [Beu]. Gréfiere Modullingen haben immer eine starke
Verschlechterung der Performance zur Folge, denn der mit dem RSA-Verfahren verbunde-

ne Rechenaufwand wichst mindestens quadratisch mit der Linge des Moduls.



KAPITEL 1. KURVEN VOM GESCHLECHT 2 IN PUBLIC-KEY-SYSTEMEN 3

Ein DL-System basiert darauf, dal in speziellen Gruppen G die Berechnung der dis-
kreten Exponentiation b = a™ in G fiir a € G,n € Z einfach, aber die Berechnung der
Umkehrfunktion, d.h. des diskreten Logarithmus n = loge(b) in G, ungleich schwie-
riger ist. Leider werden diese Verfahren in der Praxis viel zu wenig beachtet, obwohl sie
gegeniiber dem RSA-Verfahren einige wesentliche Vorteile haben:

1. Wihrend das RSA-Verfahren auf dem Problem in einer einzigen und dazu noch sehr
einfachen mathematischen Struktur (ganze Zahlen) abhingt, ist das Logarithmus-
problem in allen Gruppen formulierbar.

2. Allgemein wird das Logarithmusproblem in geeigneten Gruppen fiir wesentlich schwie-
riger erkannt als das Faktorisieren ganzer Zahlen, so daff man die Parameter eines
solchen Kryptosystems wesentlich kleiner dimensionieren kann [Beu].

Man beachte, dafl die diskrete Exponentiation mit einer Zahl n € N unabhingig von der
Wahl der Gruppe mit O(log(n)) elementaren Gruppenoperationen berechnet werden kann.
Die Berechnung der Umkehrfunktion hingt jeweils von der speziellen Gruppe ab. Wihrend
die Umkehrung in der additiven Gruppe Z/mZ ebenfalls in O(log(n)) Gruppenoperationen
berechnet werden kann, erweist sich schon das Logarithmusproblem in der multiplikativen
Untergruppe eines Primkorpers IFp, als wesentlich schwieriger. Ist a ein primitives Element
von Fy und z € I, beliebig, so benétigt man fiir die Berechnung von y = o in Fj wiederum

nur O(log(z)) elementare Gruppenoperationen und fiir die Berechnung von z = loga(y)

sogar schon O(ezp(c - y/log p log(log p))) elementare Operationen.

Auf Grund der oben genannten Vorteile sucht man nach Gruppen, fiir die die DL-
Systeme hochstes Sicherheitsniveau erlangen, ohne daB sie an Effizienz und Schnelligkeit
verlieren. Diese Gruppen miissen einerseits eine schnelle Exponentiation haben und
andererseits so beschaffen sein, daB kein zur Zeit existierender Algorithmus das Loga-
rithmusproblem in ihr rechentechnisch l6sen kann. Wir werden dies anschlieflend
genauer prizisieren. Derartige Gruppen nennen wir kryptographisch geeignete oder
einfach nur geeignete Gruppen. Die Schwierigkeit besteht nun darin, geeignete Grup-
pen zu finden. Wir méchten hierfiir Abelsche Varietiten iiber endlichen Korpern genauer

untersuchen.



KAPITEL 1. KURVEN VOM GESCHLECHT 2 IN PUBLIC-KEY-SYSTEMEN 4

Definition 1.1 Eine Abelsche Varietit A ist eine komplette algebraische Gruppenva-
rietdt iber einem algebraisch abgeschlossenen Korper K; d.h. A ist eine algebraische Man-
nigfaltigkeit irreduzibel, separiert, komplett und die Gruppenverkniipfung +: AX A — A
sowie die Inversenbildung — : A — A sind Morphismen algebraischer Mannigfaltigkeiten
und dadurch stets lokal durch Polynome gegeben. Sei k ein vollkommener Teilkérper von
K, dann ist A iber k definiert, wenn es ein k-Gruppenschema Ag gibt, so daff A = Ag® K.

Die Gruppenverkiipfung auf A ist kommutativ. Ist ¥ = F, mit ¢ = p"™ ein endlicher
Korper, so bestimmt das charakteristische Polynom des Frobeniusendomorphismus von ¢
auf einer Abelschen Varietit A die Anzahl der Fg-rationalen Punkte. Damit ist die Ord-
nung der Punktegruppe A(F,) bekannt. Das Problem besteht allerdings in der konkreten
Realisierung der Gruppe und der Auswertung der im Allgemeinen viel zu komplizierten
Additionsmorphismen. In einer besseren Situation ist man, wenn die Abelsche Varietit A
die Jacobische Varietidt Jc einer Kurve C ist.

Definition 1.2 Ist C eine iber einem vollkommenen Kérper k definierte, nicht-singulire,
irreduzible, projektive Kurve vom Geschlecht g > 0 mit k-rationalem Punkt, dann gibt es
eine Abelsche Varietit Jo der Dimension g iber k und einen kanonischen Morphismus
& : C — J¢ iiber k mit der folgenden universellen Eigenschaft:

Sei h : C — A ein Morphismus von C in eine Abelsche Varietit A, dann gibt es genau
einen Homomorphismus a : Jo — A und ein Element a € A, so daff h(z) = a(®(z))+a
fiir alle z € C. Diese bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte Abelsche Varietit Jo heifit
Jacobische Varietdt wvon C.

Nach dem Satz von Abel [La I] ist die Gruppe Jg(k) der k-rationalen Punkte der Jacobi-
sche Varietit zur Picardgruppe Pic)(C) isomorph. Die Addition auf Jo(k) wird durch die
Addition in der Divisorklassengruppe Picy(C) der Kurve definiert. Durch den Satz von
Riemann-Roch entspricht sie dem Auffinden von Funktionen auf der Kurve mit gegebe-
nen Null- und Polstellen. Hierfiir entwickelten Ming-Deh Huang und Doug Ierardi in [H-I]

effiziente Algorithmen.

Es sei nun C eine iiber k definierte hyperelliptische Kurve mit k-rationalem Punkt,
d.h. fiir char(k) # 2 gibt es ein affines Modell der Kurve der Form y* = f(z), wobei
f(z) € k[z] ein normiertes Polynom vom Grad 2g + 1 mit paarweise verschiedenen Null-
stellen ist. In diesem Fall kann man den k-rationalen Punkten der Jacobischen Varietit J¢

eindeutig spezielle quadratische Formen zuordnen. Die Addition in J¢(k) entspricht dann
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der Komposition der entsprechenden quadratischen Formen und einer anschlieBenden Re-
duktion der zusammengesetzten Form. Diese Tatsache nutzte Cantor 1987 [Cant] bei der
Entwicklung seines Additionsalgorithmus fiir Jacobische Varietiten hyperelliptischer Kur-
ven aus. Andererseits kann man aus den Additionstheoremen der hyperelliptischen The-
tafunktionen Additionsformeln fiir die partielle Addition auf einem affinen Teil Jo — ©
der Jacobischen Varietit herleiten. Zusammen mit einer vollstindigen Uberdeckung von
Je durch Karten isomorph zu Jo — O definiert dies eine Addition auf Jg.

Speziell fiir Geschlecht 2 entwickelte W. Kampkaotter 1991 [Ka] in seiner Dissertation auf
diese Weise partielle Additionsformeln. Leider sind diese Formeln fiir Kryptosysteme véllig
unbrauchbar, da schon die Formel fiir nur eine Koordinate mehrere Seiten fiillt. Fiir Ge-
schlecht 1, d.h. fiir elliptische Kurven, sind kurze Additionsformeln wohl bekannt.

Nun ergibt sich natiirlich die Frage, unter welchen Bedingungen diese Gruppen fiir die
DL-Systeme geeignet sind.

1.2 Kryptographisch geeignete Jacobische Varietéiten

1) Ein bekannter Algorithmus fiir das Logarithmusproblem ist der Baby-Step-Giant-
Step-Algorithmus von D.Shanks 1969. Man kann ihn auf jede endliche Gruppe
anwenden, und seine Laufzeit verhilt sich proportional zur Quadratwurzel der Grup-
penordnung. Auf Silver und Pohlig, Hellman [P-H] geht ein wichtiger Algorithmus zuriick,
der mit Hilfe des Chinesischen Restsatzes das Logarithmusproblem in einer endlichen
abelschen Gruppe auf das Logarithmusproblem in zyklischen Untergruppen von Prim-
zahlordnung reduziert. In den jeweiligen Untergruppen kann der Baby-Step-Giant-Step-
Algorithmus eingesetzt werden. Das gesamte Verfahren fiihrt nur dann zum Erfolg, wenn
das Logarithmusproblem in diesen zyklischen Untergruppen von Primzahlordnung rechen-
technisch 16sbar ist. Um also in einer Gruppe diesen Angriff zu vermeiden, muf} sie so
gewihlt werden, daB sie mindestens eine zyklische Untergruppe von so grofler Primzahl-
ordnung I, hat, daB in dieser Untergruppe der diskrete Logarithmus rechentechnisch nicht
mehr berechnet werden kann. Die Gréfie von I, hingt wiederum von der verfiigharen Re-
chentechnik, d.h. von der Leistungsfihigkeit der Hardware und von der Komplexitit der
verfiigharen Algorithmen ab. Zur Zeit ist das sicherlich dann der Fall, wenn /; von der

Groéfenordnung 2128 ~ 1040 ist.
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2) Mit dem Index-Kalkiil-Verfahren stehen fiir das Logarithmusproblem in der
multiplikativen Gruppe eines endlichen Kérpers Logarithmier-Algorithmen von

probabilistisch subexponentieller Laufzeit zur Verfiigung.

3) Weitere Angriffsmoglichkeiten sind fiir die Punktegruppen von Jacobischen Varie-
titen J¢ iiber endlichen Koérpern F, bekannt. Mit Hilfe der Tate-Paarung kann
das Logarithmusproblem in der Gruppe Jg(Fy) der Fq-rationalen Punkte der Jacobischen
Varietit auf das Logarithmusproblem in der multiplikativen Gruppe eines endlichen Erwei-
terungskorpers Fox reduziert werden [F-R]. Die Zahl k ist dadurch charakterisiert, daf§ der
Kérper Fgr der kleinste Erweiterungskérper von Fy ist, in dem die l;-ten Einheitswurzeln
liegen. Das ist genau dann der Fall, wenn k die kleinste Zahl mit I | ¢® — 1 ist. Dieser
Reduktionsalgorithmus ist polynomial in ¢*, so daf das Logarithmusproblem in J¢(Fg)
wegen (2) in probabilistisch subexponentieller Laufzeit gelost werden kann. Ist allerdings
k grofl genug, so ist der Erweiterungskorper rechentechnisch nicht mehr beherrschbar und
der Angriff des Index-Kalkiil-Algorithmus ausgeschlossen. Dieser Angriff ist bedeutsam, da
damit alle Jacobische Varietiten von supersinguliren hyperelliptischen Kurven ungeeig-
net sind [F-R]. Hierunter fallen insbesondere die schon oft verffentlichten supersinguldren
elliptischen Kurven.

Aus diesen Logarithmier-Algorithmen erhalten wir explizite Bedingungen fiir geeignete

Jacobische Varietiten.

Geeignete Jacobische Varietiten

Definition 1.3 Eine iber einem endlichen Korper Fy definierte Jacobische Varietit Jo
einer Kurve C vom Geschlecht g heifit kryptographisch geeignet oder nur geeignet,
wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind.

1. Die diskrete Ezponentiation kann schnell berechnet werden.

2. Die Gruppe Jc(F,) der Fy-rationalen Punkte von Jc hat eine zyklische

Untergruppe von Primzahlordnung I, ~ 10%°.

3. Die Ordnung k von l, mod q ist grofer als 1000.
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Bemerkung: Speziell fir Chipkartensysteme bendtigt man eine einfach zu implementieren-
de Addition. Der Cantorsche Additionsalgorithmus fir Jacobische Varietiten hyperellipti-
scher Kurven beispielsweise basiert auf einer Polynomarithmetik. Deren Implementation

ist leider sehr Speicherplatz-intensiv und deshalb fiir Prozessorchipkarten ungeeignet.

Eine Kurve vom Geschlecht 1 ist eine elliptische Kurve E. Die Menge der Fg-
rationalen Punkte E(Fg) ist zur Divisorklassengruppe Picgw(E) isomorph. Damit ist E
selbst eine Abelsche Varietit. Uber das Modell der quadratischen Formen und iiber die
Additionstheoreme der WeierstraB’schen-P Funktion erhilt man dieselben und bekannt-
lich sehr kurzen Additionsformeln. Ein bekanntes Verfahren nach einer Idee von Atkin, das
auf der Theorie der komplexen Multiplikation basiert, erméglicht die Konstruktion von
geeigneten elliptischen Kurven. In meiner Diplomarbeit [Spa I] habe ich dieses Verfahren
genauer analysiert, den Algorithmus implementiert und geeignete Kurven konstruiert.

Eine Kurve C vom Geschlecht 2 ist stets hyperelliptisch. Damit ihre Jacobische
Varietidt J¢ fiir die DL-Systeme genutzt werden kann, bendtigt man noch

e eine schnelle Exponentiation in der Gruppe der rationalen Punkte von Jg und
e eine explizite Realisierung einer geeigneten Jacobischen Varietit.

Es stellt sich natiirlich die Frage, welche kryptographischen Vor- und Nachteile Jacobische
Varietiten von Kurven vom Geschlecht 2 gegeniiber den anderen Gruppen haben. Wir
wollen hierfiir die Jacobische Varietit einer Kurve vom Geschlecht 2 vom kryptographi-

schen Aspekt her genauer untersuchen.

Kryptographische Analyse

Die Ordnung der Punktegruppe J¢(IFy) der Jacobischen Varietit J¢ einer Kurve C vom
Geschlecht g iiber F, wird durch das charakteristische Polynom f,(z) des Frobeniusen-
domorphismus 7, auf Jo ausgewertet an z = 1 gegeben. Sind wy,...,wz.4 die komplexen
Nullstellen von fg(z), so gilt |w;| = /g ([Mum] IV.21 Application II). Ist C = E eine
elliptische Kurve, so gilt fiir die Gruppenordnung

2 2
N, := |E(F,)| = H(l —w;)=1+4a; + ¢ mit a; := — Zw.-.

i=1 i=1
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Damit ist |a;| < 2,/7, also [N, — 1 — ¢| < 2,/7. Also |E(F,)| = q.
Ist C eine Kurve vom Geschlecht 2, so haben wir

4
Ny := [Jo(Fg)| = JI(1 —wi) = 1+ a1 + a2 + a1¢ + ¢°

i=1

4
mit a 1= — Zw.-,ag = Zw,-w_f.

i=1 i#i
Damit ist |a;| < 4,/3, |az| < 6g, also [Ny —1—¢?| < 6g+4,/4(1+ g). Fiir den Thetadivisor
© von Jg gilt:
ng := |O(Fy)| = |C(Fg)| = 1 + ¢ + a1,

wobei [ng — 1 —g| < 4,/ ([We], [La I}, VL§3). Damit ist |Jo(F)| = ¢%.

Vorteil 1:
Man kann zu einem festen Grundkérper F, mit Kurven vom Geschlecht 2 viel grofere
Gruppen erzeugen. Kryptographisch bedeutet das, da man die Sicherheit einer grofien
Gruppe hat, obwohl man nur iiber einem viel kleineren Kérper arbeiten mufl. In einer
Gruppe mit ungefihr ¢> Punkten muf ja effektiv nur in einem Kérper mit ¢ Elemen-
ten gerechnet werden. Man bendtigt daher weniger Speicherplatz und hat eine schnellere
Grundkérperarithmetik zur Verfiigung. Dieser Vorteil besteht auch bei anderen Abelschen
Varietiten der Dimension 2. Er wirkt sich natiirlich um so stirker aus, je grofier der

Grundkoérper ist.

Bemerkung
Fiir eine kryptographisch geeignete Jacobische Varietit einer Kurve vom Geschlecht 2
haben wir P
|Je(Fg)| = JI(1 —wi) = 14 a1 + a2 + a1 + ¢* = 10%
=1

und |O(F,)| = |C(Fy)| = 1 + ¢ + a1 ~ 10%°.

Ein beliebiger Punkt auf Jg(F,) liegt also nur mit einer Wahrscheinlichkeit von 1072 in
dem Thetadivisor. Mumford zeigte [Mum III], daf§ die Jacobische Varietit J¢ mit end-
lich vielen Karten isomorph zu Jo — © iiberdeckt werden kann. Liegt die Summe zweier
Punkte aus (J¢ — ©)(k) in O(k), so kénnen diese Punkte mit partiellen Additionsformeln
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erst nach einem Kartenwechsel addiert werden. Eine derartige Koordinatentransformation
ist allerdings sehr zeitaufwendig und Speicherplatz-intensiv. Weil dieser Fall aber nur mit
einer Wahrscheinlichkeit von 10~2° auftritt, ist es fiir ein Kryptosystem véllig ausreichend,
wenn in diesem seltenen Fall das Kryptosystem (z.B. der Authentifikationsvorgang) ein-
fach mit einer neuen Zahl wiederholt wird. Damit geniigt fiir die praktische Anwendung
in einem DL-System schon eine schnelle partielle Addition.

Im ersten Teil meiner Arbeit habe ich fiir einen affinen Teil der Jacobischen Varietit sehr
kurze Additionsformeln hergeleitet, die eine schnelle Berechnung der disrekten Exponen-
tiation auf Jo ermoglichen. Diese Formeln sind einfach zu implementieren und demnach
sogar fiir Chipkartensysteme geeignet.

Vorteil 2:
Die Gruppenoperation in Jg(Fg) ist trotz meiner kurzen Additionsformeln immer noch
komplizierter als in F; oder E(F,). Bei zukiinftig geforderten grofien Gruppenordnungen
~ 10% iiberwiegt der Vorteil des kleineren Grundkérpers, der dann nur = 10%° Elemente
hat, den Nachteil der komplizierteren Arithmetik, so dal man dann sogar ein schnelleres
Kryptosystem erhiilt.

Bemerkung
Fiir die Punktegruppe einer elliptischen Kurve ist zwar zur Zeit noch kein konkreter Algo-
rithmus fiir das Logarithmusproblem bekannt, allerdings ist klar, dafl das auf der Jacobi-
schen Varietit einer Kurve vom Geschlecht 2 basierende Kryptosystem wegen der kompli-
zierteren Additionsformeln sicherer ist. Auflerdem ist iiber die Struktur einer elliptischen
Kurve und iiber ihre Eigenschaften viel mehr bekannt als iiber Jacobische Varietiten.

Auf Grund dieser Uberlegungen ist es sinnvoll, Jacobische Varietiten von Kurven
vom Geschlecht 2 fiir die Sicherheitsmechanismen zu verwenden, an die hochste Sicher-
heitanforderungen gestellt werden, die aber nicht zu grofie Datenmengen bendtigen. Das
ist sowohl bei dem Schliisselaustausch als auch bei der digitalen Unterschrift der Fall. Im
nichsten Abschnitt werden wir fiir diese Sicherheitsmechanismen Kryptoprotokolle liefern.
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1.3 Kryptoprotokolle

Diffie-Hellman-Schliisselaustausch-Schema

Angenommen, zwei Personen A und B mdchten gemeinsam ein Geheimnis K4 p haben.
Es sei Jo(Fy) eine geeignete Jacobische Varietit und P ein Erzeuger der zyklischen Un-
tergruppe der Ordnung I,. Wir bezeichnen mit * die diskrete Exponentiation auf J¢(IF,).

A wihlt sich einen geheimen Schliissel in der Form einer Zufallszahl z4 € {1,...,1;}
und berechnet Y4 = z4 x P in Jg(F,;). B wihlt sich analog einen geheimen Schliissel
zp € {1,...,1g} und berechnet das Element Yp = zp * P in Jg(F,).

Sowohl Yy als auch Yg werden 6ffentlich bekannt gegeben. Dann berechnet sich das Ge-
heimnis K4 p aus

Kap = (za-2zB)*Pin Jo(Fy)
= zp*xYy in Jo(F,)
= 24 % Yp in Jo(F,).

Somit sind sowohl A als auch B in der Lage, K4 8 zu berechnen. Man kennt allerdings
zur Zeit kein Verfahren zur Berechnung von K4 g ohne Kenntnis von z4 oder zp, in wel-
chem man nicht zuerst Y4 oder Yp logarithmieren mufi. Damit muB jeder Angreifer, der
das Geheimnis knacken mochte, zundchst den diskreten Logarithmus von Yp oder Y4 zur
Basis P in Jg(IFy) berechnen.

Signatur-Schema nach ElGamal fiir Jacobische Varietiten [El]

Wir bezeichnen mit M ein Dokument, das von A unterschrieben werden soll. f; und
f2 seien zwei Funktionen, die dem Klartext M sowie einem Punkt R € Jg(Fq) ganze Zah-
len fi(M) und f;(R) zuordnen. Fiir den Fall der Jacobischen Varietit schlage ich folgende

Funktionen vor.

1. fi(M) : Die rechnerinterne Bitmuster-Darstellung von M wird in Blécke der GroBe
I, geteilt, die dann in Z/l,Z addiert werden.

2. fa(R) : Die Koordinaten von R werden hintereinander geschrieben und dann als eine
Zahl in Z/l,Z interpretiert.
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A berechnet zu einer zufillig gewdhlten ganzen Zahl z € {1,...,l;} den offentlichen
Schliissel (Public-Key) Y = z - P in Jg(Fy).

Um jetzt das Dokument M unterschreiben zu koénnen, muB A mit seinem geheimen
Schliissel z (zusammen mit P , Jo und Fy) eine Unterschrift finden, die jeder mit Hil-
fe des offentlichen Schliissels Y verifizieren kann, die aber keiner ohne Kenntnis von z
filschen kann. Das folgende Signatur-Schema erfiillt diese Bedingung:

Die Unterschrift von M besteht aus einem Gruppenelement R und einer ganzen Zahl
s € {1,...,1g}, so daB die Gleichung

A(M)*P = f(R)xY + s Rin Jo(Fg) (x)

erfiillt ist. A berechnet den Punkt R mit Hilfe einer zufillig gewihlten ganzen Zahl k < [,
durch
R=FkxPin Jg(]Fq).

Dann berechnet A die ganze Zahl s, indem er die Gleichung
fi(M) =zfy(R)+ ks mod I,

nach s auflost.

_ A(M) - z/2(R)
k
Diese Zahlen existieren, da der ggt(k,l;) = 1 ist. Dann gilt :

D.h. s mod [,.

fu(M)% P = (zfo(R)) * P + (ks) x P in Jo(F,)

= f1(M)* P = fz(R) *Y +s*Rin Jc,'(]Fq).

Der Empfinger kann die Unterschrift dadurch iiberpriifen, indem er die Gleichheit von (%)
nachrechnet. Ein Betriiger ist ohne die Kenntnis von z nicht in der Lage, den Punkt R und
die Zahl s zu berechnen. Méchte jetzt ein Angreifer den geheimen Schliissel z knacken,
um die Unterschrift von A filschen zu kénnen, so muf} er die Gleichung

filM)* P = (zf2(R))* P+ s x R in Jg(Fy)

zu gegebenem R, s, D, M und gesuchtem z lésen. Dies ist gerade das Logarithmusproblem

in der von D erzeugten Untergruppe von Jg(Fg).



Kapitel 2

Additionsformeln fiir die

Jacobische Varietat

Im ersten Kapitel haben wir gesehen, daB sich die Jacobische Varietdt einer Kurve vom Ge-
schlecht 2 nur dann fiir ein DL-Chipkartensystem eignet, wenn man fiir die Punktegruppe
eine schnell zu berechnende und einfach zu implementierende Addition findet. Aufbau-
end auf die Arbeit von D. Cantor [Cant] werden in diesem Kapitel fiir einen affinen Teil
der Jacobischen Varietiit geeignete Additionsformeln entwickelt. Die Idee besteht darin,
fiir die Divisorklassen eine geeignete rationale Darstellung herzuleiten und anschliefend
die Addition in der Divisorklassengruppe in dieser Darstellung rational durch Formeln zu
beschreiben. Hierfiir miissen fiir alle einzelnen Fille seperat Additionsformeln hergeleitet
werden. Es zeigt sich, dafi die Addition hiermit sogar 2.5-mal schneller ist, als die Addition
mit dem Cantorschen Algorithmus.

2.1 Das Diviorklassengruppenmodell

In diesem Abschnitt werden wir die Darstellung der Jacobischen Varietit einer hyperel-
liptischen Kurve als Divisorklassengruppe wiederholen, wie sie in Mumford in [Mum II]

eingefiihrt wurde.

12
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Es sei C eine iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper K der Charakteristik
# 2 definierte hyperelliptische Kurve vom Geschlecht g. Jedes nichtsingulire Modell der
Kurve C kann bekanntlich durch zwei affine Karten iiberdeckt werden. Die erste Karte
wird durch eine Gleichung der Form y? = f(z), wobei f(z) € K[z] ein normiertes Po-
lynom vom Grad 2¢g + 1 mit paarweise verschiedenen Nullstellen ay,...,as ist, definiert.
Damit ist die Diskriminante disc(f(z)) ungleich 0. Die zweite Karte liefert die Gleichung
v? = 2'[[2.,(1 — a;2’). Die Transformation 2’ = 2~! und y’ = y - 2~(*1) definiert den
zugehorigen Isomorphismus zwischen den offenen Mengen z # 0 auf der ersten und 2’ # 0
auf der zweiten Karte.

Die K-rationalen Punkte der Kurve entsprechen den Paaren P = (z,y) € K? mit 3% =
f(z) auf der ersten und einem Punkt P, := (0,0) = (2',y’) auf der zweiten Karte. Fassen
wir z und 2z’ als affine Koordinaten in P! auf, so wird durch (z,y) — z auf der ersten
und (2',3') — 2’ auf der zweiten Karte die zweiblittrige Uberlagerung = : C — P!
der Kurve definiert. Die Punkte (a;,0) fiir ¢ = 1,...,5 und Py, heiflen Weiertralpunkte
von C. Ein (K-rationaler) Divisor D von C ist eine endliche formale Summe der Form
D = ¥; m; P; mit m; € Z und P; = (2;,¥;) aus C(K), der Menge der K-rationalen Punkte
von C. Der Grad von D ist 3; m;. Der grofite gemeinsame Teiler zweier Divisoren wird
durch ggt(3; niP;, 3; miP;) := 3; min(m;,n;)P; definiert. Die (K-rationalen) Divisoren
Divg(C) von C bilden beziiglich der formalen Addition

Z:m;P; + Zmp.' = Z(m»; + n;)P;

eine additive Gruppe und die Divisoren vom Grad Null bilden eine Untergruppe Divg(C).
Die Hauptdivisoren bilden eine Untergruppe Hg von Div}(C) und ihr Quotient ist die
Picardgruppe Pic}(C):= Div}(C)/Hk von C.

Sei Jo die Jacobische Varietit von C und @ die zugehorige kanonische Abbildung. Nach
dem Satz von Abel [La I] ist die Gruppe der K-rationalen Punkte Jo(K') der Jacobischen
Varietit als Gruppe zur Picardgruppe Pic}(C) der Kurve isomorph. Dabei definiert die
Abbildung o3 : 3 n; P; — Y n;®(P;) den entsprechenden Gruppenisomorphismus.
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Mit dem Punkt P = (2o,y0) von C(K) ist auch der Punkt P’ = (zg,—yo) ein Punkt
der Kurve. Die beiden Punkte P und P’ sind die Nullstellen der Funktion (z — zg), welche
eine doppelte Polstelle an P, hat. Also gilt:

P+ P —2.Py, =0 (mod Hk) bzw. — P'= P —2- P, (mod Hg).

Hieraus folgt, dafl jedes Element von J¢(K) in der Form

D =) Pi—r- Py mit P; # P} fiiri # j, P # P, P; € C(K)
i=1
dargestellt werden kann. Diese Divisoren werden semireduziert genannt. Ist zusitzlich
r < g, so heiflen sie reduziert. Aus dem Satz von Riemann-Roch [La I] folgt, daB jedes
Element aus Jc(K) eindeutig durch einen derartigen reduzierten Divisor reprisentiert
werden kann. Die Menge der Divisorklassen, die als Repridsentanten einen reduzierten
Divisor mit » < g haben, heiBt Thetadivisor von J¢ und wird mit © bezeichnet. Definiert

man fiir ein festes r

Z, = {Zr:P,IP,#P;ful'i?éJ:Poo#PaeC(K)}’
i=1

soist (Jo — @)(K) = Z, eine g-dimensionale affine Varietit und Jo(K) = UJ_, Z,.

Ist k ein algebraischer Unterkdrper von K, dann heifit ein Divisor D rational iiber k,
wenn D = D7 fiir alle _Autogorghismen o von K iiber k. Die Gruppe der k-rationalen B Y
Divisoren vom Grad Null wird mit Divg(C) und die Untergruppe der k-rationalen Haupt-
divisoren mit Hy bezeichnet. Sein Bild J¢(k) in Jo(K) ist eine Untergruppe von Jeo(K).

Im Folgenden bezeichne k stets einen vollkommenen algebraischen Unterkérper
von K. Die Jacobische Varietit Jo und die kanonische Abbildung ® kénnen dann schon
iiber k definiert werden. Die Gruppe der iiber k definierten Punkte von Jg/k ist zur Pi-
cardgruppe Pich(C) der Kurve isomorph. Die Addition setzt sich also zusammen aus der
Komposition der Reprisentanten und einer anschlieBenden Reduktion in der Divisor-
klassengruppe. Fiir die affine Varietit (Jo — ©)(k) wollen wir schnelle Additionsformeln

herleiten.
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Es seien nun Dy, D3, D, + D; € (Jo — ©)(k), dann gibt es Punkte P;; € C(K) mit

g
Dy =) P, — gPy mit P # Pl,l1=1,2.
=1

Komposition:
Dy+D; = f:l(Pl.' ‘|'P2i) -2-9P.

Reduktion:

1. Reduktion zum semireduzierten Divisor.
Fiir Py; = .F’-j.i haben wir Py, + P3; — 2P = 0 mod Hkg.
Dann ist Dy + Dy = Y7, Pi — 7Py, mit P; # P; und r < 2g.

2. Reduktion zum reduzierten Divisor in der Divisorklassengruppe.
Dann ist Dy + D2 =YY, Q; — g+ P« mod Hg.

Das Problem der Addition in dieser Darstellung besteht darin, daff nicht die Koordinaten
(zi,¥;) der Punkte P; selber, sondern erst der Divisor, d.h. das symmetrische Produkt der
Koordinaten, iiber k definiert ist. Wir brauchen also eine

1. k-rationale Darstellung der Reprisentanten

2. k-rationale Beschreibung der Komposition und Reduktion.

2.2 Die rationale Darstellung

Jeder semireduzierte Divisor D = ¥7_; P;—r-P kann eindeutig durch ein Polynomenpaar
(u(z),v(z)) mit D = ggt(div(u(z)), div(v(z) — y)) reprasentiert werden. Dabei sind die
Polynome u(z) und v(z) eindeutig durch die Punkte P; definiert. Fiir P; = (;,y;) ist

r

(1) u(z)=uP(z):= H(a: —z;)=2" + zr:u,-z"" und
i=1

=1

(i1) v(z) = vP(z) = Zv;z""‘
i=1
das eindeutig bestimmte Polynom vom Grad kleiner r

mit v(z;) = y; mit Vielfachheit.
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Das heifit, erscheint der Punkt P; k — mal als Summand von D,

50 ist (%)5(0(3) — 1/ f(@))|e=z; =0fiir0< j < k—1.

Nach Konstruktion ist das Polynom v(z)? — f(z) ein Vielfaches von u(z). Wir definieren
ein weiteres Polynom w?(z) durch den Quotienten

v(z)? - f(=)
wz)

Wenn r < g, d.h. deg(v(z)?) < 29 — 2 < deg(f(z)), so ist mit u(z) auch w(z) normiert.
Ist D durch die Polynome u(z), v(z) definiert, so schreiben wir D = div(u(z),v(z)). D ist
nach Definition genau dann reduziert, wenn deg(u(z)) < g.

(iii) w(z) = wP(z):=

Hat man umgekehrt drei Polynome u(z),v(z), w(z) mit u(z) w(z) = v(z)? — f(z) mit
u(z) normiert deg(u(z)) = r < g,deg(v(z)) < r — 1, dann kann man diesen Polynomen

einen Divisor D der Form

=
D=) Pi—r-Py mit P;=(z:,¥)
i=1
zuordnen. Dabei sind 2q,---,2, die Nullstellen von u(z) inklusive Vielfachheit und y; =
v/ f(z;). Diese Abbildung liefert einen Isomorphismus zwischen den einzelnen Mengen

(SR | P Py P Pifini £5) 2 {(u(z),0(2), w(e))| u(@)u(z) = v2)? - f(a),
i=1
u(z) normiert vom Grad r,

deg(v(z)) < r, deg(w(z)) =29 +1-r}.

Weil die Polynome u(z) und v(z) das Polynom w(z) eindeutig festlegen, kann unter Ver-
wendung des euklidischen Algorithmus folgendes geschrieben werden:

£(2) - v(2)? = u(z) - (21 + Bo(us,v;)2%" +---) + Rest,

wobei Rest = Fy(ui,vj)z™"! + -+ + F,(u;,v;) ein Polynom vom Grad » — 1 ist und die
Koeffizienten Fj(u;,v;) und Bj(u;,v;) Polynome in den Koeffizienten u;,v; von u(z) und
v(z) sind. Wir bezeichnen mit V(Fy,---,F.) die durch die Restpolynome definierte r-
dimensionale affine Varietiit in k?". Die Koeffizienten (uy,---,ur,v1 -+ -,v,) der Polynome
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u(z) und v(z) sind die Punkte der affinen Varietit. Wir erhalten damit die folgende
Mengenisomorphie, die die zweite Menge zu einer affinen Varietit macht.

V(F,-F) 2 {(u(@),v(z),w(z))| u(z)- w(z)=1v(z)- f(z),
u(z) normiert vom Grad r,

deg(v(z)) < r, deg(w(z)) =29+ 1—r} = Z,.

Andererseits konnen wir jedem semireduzierten Divisor D = (u(z),v(z),w(z)) eindeutig
eine quadratische Form

QD(X,Y) = u(2)X? + 2v(2)XY + w(z)Y? mit Diskrimante f(z)

zuordnen. Die Reduktion des Divisors erhilt man so iiber die Reduktion der zugehérigen
qudratischen Form. (vgl. [Cant] S.97).

Da D rational iiber k ist, wenn die Polynome u(z) und v(z) Koeffizienten in k haben,
liefern die Koeffizienten (uy,--,u,,v1-+,v,) der Polynome u(z),v(z) eine k-rationale
Darstellung der rationalen Punkte von Jg(k). Zwei Elemente Dy = div(ui(z),v1(z)) und
D, = div(uz(z),v2(2)) werden addiert, indem man die Polynome des zusammengesetzten
und semireduzierten Divisors Dy + D; berechnet und anschlieBend die zugehorige quadra-

tische Form reduziert.

Komposition:

Dem zusammengesetzten schon semireduzierten Divisor Dy + Dy = Y1, Pi —r - Py
ordnen wir die folgende quadratische Form Q*(X,Y) zu.

v'(2)! - f(=)

Q(X)Y) = (u'(z),v (3)1T) mit
u'(z) = H(z —z;) und
=1
v*(z) ist das eindeutig bestimmte Polynom mit

v*(z;) = yi; mit Vielfachheit.
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Reduktion:

Jetzt reduzieren wir @*(X,Y) mit dem bekannten GauB-Reduktionsalgorithmus wie folgt
(vgl.Cant 5.99):

Wir ersetzen u*(z) durch uneu(z) = (v(z)*? — f(z))/u*(z) und v*(z) durch
Vneu(z) = —v*(2) (mod Uneu(2)). Dann ist deg(vneu(2)) < deg(Uneu(2))-
Wenn deg(uneu(z)) = m und deg(Vneu(z)) = m mit m > n, dann haben wir
deg(tney(z)) = maz{2g + 1,2} —m. Wenn m > g +1, dann ist deg(tneu(z)) <
9(m—1)—m=m—2und wenn m = g + 1, dann ist deg(uneu(2)) < 9-

Diesen Reduktionsschritt wiederholen wir so lange, bis deg(tneu(z)) kleiner
gleich g ist.

Der reduzierten quadratischen Form (umu(z),vm(z),wmu(z)) Form kann
wieder ein reduzierter Divisor Dpeu = 1 Qi—rPs zugeordnet werden. Da-
bei ist Q; = (i, ¥i), wobei z; die Nullstellen von tneu(2) sind und y; = V(=)

Wir suchen als Erstes fiir die Koeffizienten von v*(z) k-rationale Formeln. Anschliefend

miissen wir noch fiir die Reduktion k-rationale Formeln herleiten.

9.3 Additionsformeln fiir Geschlecht 2
Sei C:y?=2%+fiz*+ foz® + faz? + faz + fs = f(z) mit f; € k,disc(f(z)) # 0 eine (
projektive glatte Kurve vom Geschlgci}_xj.___g. Wir haben

-‘-—-__.__-._'_——-.-—"‘-.-_

(Jc-0O)k) = {A+PH | Py # P3, Pi # Poo}
mit P; = (zi,¥), wobei f(zi) = TH

und 21 + 22,2122, %1 + Y2, N1Y2 € k.
(P | P # Po}U{Px} mit P € C(k).

14

O(k)
Ein Element D € (Jc —0)(k) kann in verschiedenen Modellen wie folgt dargestellt werden:
Als reduzierter Divisor:
2
D= P-2-Ps mit 21 + z2,2122,%1 + Y2, V192 € k.
i=1
Als Polynomen-Paar:

2
D = div(u(z),v(z)) mit u(z),v(z) € k[z], u(z) = H(z 'Y -

=1



KAPITEL 2. ADDITIONSFORMELN FUR DIE JACOBISCHE VARIETAT 19

Als reduzierte quadratische Form:
D =Q(X,Y) = u(z)X? +2-v(2)XY + w(z)Y? mit Disk(Q(X,Y)) = f(z).
Als Punkt auf der affinen Varietit:
D = (u1,us, v1,v2) € V(Fi(u1,u2,v1,v2), Fa(ur, uz, v1,v2)) C k*.

Die definierenden Polynome F (uy,uz,v1,v2) und Fy(uy,us,v1,v;) berechnen wir wie folgt
(vgl. §.17) :

(mz+v2)’ = f(2): (2P +tmz+uw2) = w(2)
= =3+22(f1—1.£1)+z(f2— f1u1+u§—ug)

+fs — four + frud — 0§ — fiug + 2ugup — v}

mit Rest = Fy(u,u2,v1,v2)z + Fa(ug,uz,v1,v2),

wobei Fy(u1,uz,v1,v2) = —fa+ foun — fa(ud —up) + flﬂl(u% - 2uy) —
(‘"? = ‘“2)2 + ufug - 'ul'u'f + 2vyv,,
—fs + fauz — fowrua + frug(uf — uz) —

2 2 4 .3
uyug(uj — 2uz) — uavy + v3.

Il

Fy(uq,uz,v1,v2)

Die partielle Addition auf (J¢ — ©)(k):

Es sei D1, Dy, D1 + D2 (Jo — ©)(k) mit
Dy = P+ P;—2-Py o (u,uz,v1,v2) « Qi1(X,Y),
D, = P3+P4—2‘Pm « (us,ﬂ..hﬂs“!.’.;)“* Qz(xsy)

m

Falls P; = P ist, kann man direkt den reduzierten Divisor angeben. Wir setzen daher
Pk P} voraus. Damit ist der zusammengesetzte Divisor D; 4+ Dz schon semireduziert
und

4
Dy+ Dy =3 Pi—4- Py & Q(X,Y) = (u*(2),v"(), w"(2)).

i=1
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Herleitung einer Kompositionsformel:

Wihrend das Polynom u*(z) durch

4
u'(z) = H(z —2;) = (22 + wz + uz)(2® + usz + u4)
i=1
= z'4 i“334_£ € k[z]
i=1

universell gegeben ist, hingt das Polynom v*(z) davon ab, wie oft ein Punkt P; in dem
zusammengesetzten Divisor Dy + D, auftritt.

Berechnung von v*(z)

Es ergibt sich folgende Aufgabe:

1. In simtlichen moglichen Fillen muff das Polynom
4
v (z) = Ev}" 24!
=1

bestimmt werden. Wir berechnen die Koeffizienten von v*(z), indem wir das durch
die jeweiligen Bedingungen

v*(z;) = yi mit Vielfachheit

enstandende 4-dimensionale Gleichungssystem nach den Koeffizienten vf fiir I =
1,...,4 auflosen. Diese Koeffizienten sind Polynome vj(zi,y;) der Koordinaten der

Punkte P; und in z; und in y; symmetrisch.

2. AnschlieBend miissen diese Koeffizienten vj(2;,y;) als Polynome v} (u;,v;) der k-
rationalen Koeffizienten u;,v; dargestellt werden:
Da die Polynome v} (2;,;) in 2; und y; symmetrisch sind, kann man sie in den ele-
mentarsymmetrischen Funktionen der z; und y; darstellen. Der Beweis des Haupt-
satzes von symmetrischen Funktionen liefert hierfiir einen Algorithmus. Die elemen-
tarsymmetrischen Funktionen sind Polynome in den Ausdriicken z; + z2,z122,¥1 +
Y2,Y1Y2, 23 + T4,2324,Y3 + Y4, Y3Y4, welche sich wiederum durch die Koordinaten

u;,v; ausdriicken lassen. Denn

fiir Py # P; haben wir z122 = u2, Z1+22=-u
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und da y;
auch g9

Fiir P, = P, haben wir 2?2

und da y;
auch y?

Analog fiir P3 und Pj.

v1z1 + vz und Y2 = v122 + v,

2 2
viuz — V1 + vz, Y1 + Y2 = 2v2 — viuy.

I.lz,?ﬁl:—ul
!
vizy + vz und vy = ) = JF(z1) = f(21)
2:y
nu nu
(v2 - 121)2,25'1=2(Uz— 121).

Wir miissen die folgenden Fille unterscheiden:

FALL A : D, # D,

Fall 1: p1234 P # P; fiiri# j, ,j € {1,---,4}

Fall 2: p1134 P, = P, sonst P; # P; fiir i # j, 4,5 € {1,3,4}
Fall 3: p1133 Pi=P,und Ps=Pyund P, # P3

Fall 4: pl114 P, = P, = Py und P # Py

Fall 5: p1214 P, = P3 sonst P; # P; fiir i # j, 4,7 € {1,2,4}

FALL B : D, = D,

Fall 6: p1212 P, =P;und P, = Pyund P, # P
Fall 7: pllll P] = Pz = P3 = P4

Es zeigt sich, daB die ersten drei Fille dieselben Formeln liefern. In der schnellen diskreten

Exponentiation werden am haufigsten die Fille p1212 und p1234 benétigt. Die anderen

Fille treten hingegen eher selten auf. Nach geschickter Zusammenfassung sind diese For-

meln sehr kurz, so daB wir eine sehr schnelle Exponentiation erhalten.
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Fall A :
D, := (ul,ug,vl,vz) # D, := (113,154,‘03,1)4) und Dy,Dy,Dy1 + Dy ¢ O

Fall 1 (p1234) = Fall 2 (p1134) = Fall 3 (p1133):

1) Es ist:
Yi— Y2 T1Y2 — T2U1
Uy = —Ir -T2 U=2T1T2, T =——"T"—, V2= —"—
) — T2 1 — T2
Ys — Ya T3Y4 — T4Y3
Uy = —T3 — Ty, U4 = T3Ty4, V3 = s ==
T3 — T4 T3 — T4

2) Aus dem Gleichungssystem v*(z;) = y; fiir ¢ = 1,---,4 erhilt man

=1

22

3) v*(z) wurde in den elementarsymmetrischen Funktionen und dann in den Koordinaten

u;,v; dargestellt. Anschliefend wurde die Formel durch Einfiihrung einiger Hilfsvariabeln

vereinfacht. Wir definieren

Vi3 = Uy — U3z, V4= Uz — Vg, Uiz = U — Uz, U4 = Uz — Uq,

U4 = UU4, U3 = UUz, U3 = ULUs

4) und erhalten die folgenden Formeln fiir die Koeffizienten vj, ..., vi von v*(z).

Setzen wir n := u3, — u13(uz.3 — u1.4), so ist

-

vi = (ua(—uzu13vis + va(urtys — uzq)) + ugvg(uze — ustaz))/n

v = ((—u23w13 — uquzq)vy + (u1.3u13 — uz.3 + ur.4)v24 +
(uzuzq + u1.4u13)v3)/n

v; = (vis(usua — urts) + vaa(urs(wr + us) — uz4))/n

v, = (—013u24+024ﬂ13)/n-
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Fall 4 (p1114):

1) Esist P, = P, = P3 # P4. Damit sind alle P; schon iiber k definiert und es gilt:

/
z
U = =221, uz = z%, v = f( 1)’ V2 =11 — 12y,
2y
- Z1Ys — 2
Us = —2y—24, Ug=2y2y, vg= YA o, =TIV T
T — 24 1 — I,
U
also z; = ——21, Y1 =2z +v; €k,
g = —21— U3, Y4 =V3Zg+V4E k.
2) Gleichungssystem:
vi(z;) = yifiri=1,4
'
t.l""r = 4 :—f(31)=‘v
(31) yl 2 - 1
N " "(zl) ‘ —21..'% - f”(zl)
v ES 1 = 1y, = = .
( ) 1 ( 2 ‘1 ) 2y1

3) Die Formel wurde vereinfacht durch Einfiihrung von zwei Hilfsvariabeln:

Setzen Wir y14 := ¥1 — ¥4, h1 = 202 — f(z1),n := —4ud,y,

4) so erhalten wir die folgenden Formeln fiir die Koeffizienten

v = ((12uguys — 4 23) v} — dv1y1 (22324 — 3uf + 2123) -
z1(4uzyay1 + uguizh))/n
vy = —(hy(u} - 3ul 4 2z,23) + 81}1323;1 + dyr(n122(=3 z1 + z4) — 3 u2 y14))/n
v; = (h1(22} — 3ugzq + 23) + 1201 (vi(uz — ug) — 21%14)) /1
v = (—hiuls +4yi(viwis + 314)) /7.

23
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Fall 5 (p1214):
1) Es ist P, = P3, P; # P; fiir i # j und 4,3, € {1,2,4}. Damit sind alle P; schon iiber k

definiert und es gilt

Ug — Uz Vg — U2

dazy = zgist 2= = €k, (7)
Uy —usg v — U3

U1~ Y2

U = —21— 22, U2=21T2, V1 = ——, UV2=Y1 — N2,
Ty — T2
Y1 — Y4

Ug = —2T1 — T4, U4 =21Ty4, V3= ——, Vg =7y — V32;1.
Ty — T4

Damit ist 2z = —27—uy, z4=—27—usz €k,
Yi = w1+ vz, Y2 =viT2+ V2, Ya =v3zs+vg € k. (%)

2) Gleichungssystem:

v'(z;) = g liri=1,2,4
[
= = ! = f(zl)
v (z1) = ¥ = _23]1

Da die Punkte P; k-rational sind, kann man die aus diesem Gleichungssystem erhaltenen
Formeln zusammen mit den Transformationen (¢), (i7) als Additionsformel verwenden.

Fall B: (Verdoppelung)
Dl = (ul,uz,vl,vz) = Dz = (U3,U4,Us,ﬂ4) und D]_,Dz,D]_ + Dg ¢ €]
Fall 6 (p1212):

1) Esist Py = P3, P, = Py, Py # Py , also

U = —T; — Tz =1U3, Uz = Z1T2 = Ug,
Y1—Y2 _ _ 1Yz — 2%

m — —_— =1, ==
1 — 22 1 — T2

2) Gleichungssystem:

vi(z;) = pifiri=1,2
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@) = o =L iz

3) Die Formeln wurden vereinfacht durch Einfiihrung einiger Hilfsvariabeln:

Uy = uf, VUgg = vg, uu, = Uy, UUp = 2ug,

w; = 2uy, wy:i= ug, wy 1= uup + Uz,

U1 = 2uu, njyq = vipUz — V1Uzug + V22, ty7 i= 2vp — viug,
hs1 = —v1/(2n11), hsz = t11/(4n11) + hayuy /2,

h11 = —fi+ fiw1 — 3uiz + uus.

4) Wir erhalten die folgenden Formeln fiir die Koeffizienten

-

vy = va+ hgiwshiy + hao(fs — wa(fr — w1) — va2),
vy = v+ haa(fa — 20103 —wg —up(fr —wr)) +

hai(fs — fourr + fi(2urouus — wy) — 3wy (ur2uz — wy) — va2),

vy = ha(fs — fiws + wiuiz + ugy —vi2) +
hai(fa — 2v1v2 — fows + frwy(wiz + uz) — 3(ud, — wy)),
vi = —hashi1 + ha1(fs — wi(f2 + 2u12) + fi(Burz — vu2) + 3uy; — v12)),

Fall 7 (p1111):

1) Weil P, = P, = P3 = Py, ist Py schon k-rational und wir haben

u = —231 = ug, Uz = EE = U4,
!
b
n = M =3 V2=Y1— UN1T1 = V4.
2y
u
Damitist =z, = —?1, Y1 =21 +v €k (%)
2) Gleichungssystem:
vi(z1) = w0
!
] T
May) = =0 o

25
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U*n _ "o f,(zl) e __2,02 + f”(zl)
(z1) = '91-(2.9‘1)_ 12y1
" " 2 3 _ " "
?* (2;) = 9 = (%%)" = 6vy — 3vi f (;:3'}‘-'11)’ (21)
1

Da die Punkte P; schon k-rational sind, kann man die aus diesem Gleichungssystem er-
haltenen Formeln zusammen mit der Transformation (*) als Additionsformel verwenden.

3) Wir schreiben die Formeln vereinfacht auf. Setzen wir
hy = uf + 6uz und n = (uyv; — 21)2)2,

4) so erhalten wir die folgenden Formeln fiir die Koeffizienten:

vi = (ugvi(=2fsus + foha + 20u3) + 2(uruzv} + (f3 — four)uavs) +
(uf — 2us)vivy — 402 (uyv; — v3))/n,
vy = (vi(—faha + 2(2u2(3four + Suruz) — Suyvivz + 202))
+2((u? + 3uz)v} + (faur — 3foauz + 10u)vs))/n
v = 2(vi(2ur(—fs + v2) + u2(9f2 — 5u?) + 30u3) + va(fs + 10uyuz — v3))/n,
v} = 2vi(=fs+ faur + v}) + (f2 + 10uz)vz) /.

Herleitung einer Reduktionsformel:

Die Reduktion des zusammengestzten Divisors (P; + P2 + Ps + P4 — 4P,,) entspricht
der Reduktion der zugehorigen im letzten Abschnitt berechneten quadratischen Form

Q*(X,Y) = u*(2)X2 + 20" ()XY + w*(2)Y? mit w*(z) = f(z)u:(:;(z)"’_
Fiir Dy, D3 und D; + Dy € Jo — © haben wir deg(u*(z)) = 4 und deg(v*(z)) = 3, also
deg(w*(z)) = deg(v*(z)* — f(z)) — deg(u*(z)) = 2. Damit ist deg(w*(z)) < deg(v*(z)) <

deg(u*(2))-
Die GauB-Reduktion erfolgt nun in zwei Schritten:
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1. Ersetze die Form (u*(z),v*(z),w*(z))

durch die Form (w*(z), —v*(2),u*(2)) =: (Uneu(z), —v*(2), Wneu(z)).

Jetzt ist zwar deg(uneu(z)) < deg(Wneu(2)),
aber noch deg(uneu(2)) < deg(v*(z)).

2. Setze vpeu(z) 1= —v*(2) mod Upey(2).
Jetzt ist die Form (%peu(2), Vneu(2), Wneu(z)) reduziert.

Definieren wir upeu(z) =: 22 + usz + ug und v,eu(z) =: vsz + vg, so erhalten wir fol-
gende Formeln fiir die Koeffizienten ug, ug, vs, ve:

v'(z)? - f(2)

Es ist = w'(e)= d iert, al
s ist Upeu(Z) w*(z) w(2) und normiert, also
(20507 — o (uz + w) — 1)
Uus = w2 1
Y
v — (v + 20308 — fi + (g + up)(1 — 2vyvy + v (ug + ug)) — vi‘a‘uzu.;)
v;" ’
o] — f
oder ug = 4, 5 falls uz # 0 und uq # 0.
‘Ul‘ U Uy
Es ist vpeu(z) = —v"(z) mod upeu(z)
vs = —vj3+ vius — viui + viug,
vg = —U;+ VU — V] Usls.

Damit haben wir die partielle Addition durch kurze Formeln beschrieben. Es ist

(u1,u2,v1,v2) + (us,uq,v3,v4) = (us,vs,us,v6) € (Jo — O)(k).
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Beispiel:

Ich habe diese Addition und Cantors Algorithmus in dem System 'PARI’ implementiert
und deren Laufzeiten verglichen. Ein Beispiel dazu wird hier angegeben.

Firp = 153946287550700989943 und eine Kurve
C/[F, : Y?=X°-140X°+ 240X + 3810X — 6928
ist (J(C)— O)(Fp) = V(Fi(u1,ua,v1,v2), Fa(uy,uz,v1,v2)), wobei
Fy(uy,uz,v1,v2) = —3810+ 240u,; + MD(u'f —Uup) — (uf - uz)2
+ufug — ulvf + 2v1v9
Fo(uy,uz,v1,v2) = 6928+ 240uy + 140ujuy — ulug(uf - 2uy) — uzvf + v2
Esist D = (153946287550700989929, 49,
31694823907497262594, 86028807748921141745)
ein Punkt auf (Jo — O)(Fp).
Seil, = 5924864864570868647934186550539174412679,
soist (I, —1)D = (153946287550700989929, 49,
122251463643203727349,67917479801779848198)
= -D.

Ukt
\ ‘(}:I‘ h:-u. \,

Additions formel(Spallek) : 7.540 sek
Additionsalgorithmus(Cantor) : 20.460 sek



Kapitel 3

Prinzipal polarisierte Abelsche
Varietiaten mit CM

3.1 Prinzipal polarisierte Abelsche Varietiten

In diesem Kapitel werden die wichtigsten Grundlagen fiir die Konstruktion von geeigneten
Jacobischen Varietiten iiber C geliefert. Wir benétigen sowohl Ergebnisse aus der algebra-
ischen als auch aus der analytischen Theorie von Abelschen Varietiten. Die wesentlichen
Definitionen und Sitze findet man in [S-T] Kapitel 1 §3.1 oder [La II] Kapitel 3 §4.

In den folgenden Kapiteln sei A stets eine iiber einem beliebigen Kérper K definierte

Abelsche Varietdt. Weiterhin wollen wir die folgenden Bezeichnungen vereinbaren:

D. Gruppe aller Divisoren auf A algebraisch dquivalent zu Null (=,)
Dy Gruppe der Hauptdivisoren, d.h. linear dquivalent zu Null (~)
D./D; =: Pic®(A) Picardvarietit von A

Ist X Divisor auf A, dann gibt es einen Homomorphismus
wx : A — Pic®(A)

gegeben durch
a — Cl(Xq — X),

wobei X, die Translation von X durch a und CI die lineare Aquivalenzklasse bezeichnet.

Diese Aussage gilt fiir alle Charakteristiken.

29
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Ein Divisor X heifit nicht-ausgeartet, wenn der Kern von ¢x endlich ist. Dann ist die
Abbildung ¢x surjektiv. Wir definieren

C =C(X):={Y € Div(A) | Im,m’ > 0 ganze Zahlen, mit mX =, m'Y’}.

Eine Polarisierung ist eine Klasse C von Divisoren, so daB € = C(X) fiir einen am-
plen (oder &quivalent, positiv nicht-ausgearteten) Divisor X. Das Paar (A4,C) heiBt dann
polarisierte Abelsche Varietét. Es gibt stets einen Divisor Xo € Div(A), genannt
Basispolardivisor von C, so daf es fiir alle Divisoren Y € C eine positive ganze Zahl m
mit Y =, mX, gibt. X ist bis auf algebraische Aquivalenz eindeutig bestimmt. Nachdem
Satz von Riemann-Roch gibt es stets einen positiven Divisor, der zu Xy algebraisch dqui-
valent ist. Ist Xo ein positiver Basispolardivisor, so bezeichnen wir mit Cx, die zugehérige
Polarisierung.

Ist A iiber den komplexen Zahlen definiert, so ist bekanntlich die Gruppe der komplexen
Punkte A(C) eine kompakte komplexe Lie-Gruppe und daher komplex analytisch isomorph
zu einem Torus. Das heifit, es gibt einen komplex analytischen Isomorphismus

0:C"/A — A,
wobei dimA = n und A ein Gitter in C™ ist.

Definition 3.1 Sei C"/A ein komplezer Torus. Eine R-Bilinear-Form E(z,y) auf C* mit
Werten in den reellen Zahlen R heifit (nicht-ausgeartete) Riemannform von C"/A, wenn

(1) E(z,y) € Z fir alle 2,y € A
(2) E(zzy) = _E(ylz)

(3) E(iz,y) ist eine positiv definite symmetrische Form .

Bekanntlich kommt ein komplexer Torus C®/A genau dann von einer Abelschen Va-

rietit A, wenn es auf ihm eine Riemannform gibt.

Eine meromorphe Funktion ¥ auf C heifit Thetafunktion auf C™/A, wenn
Iz + A) = 9(z) - 2™ (a()+e) fijr alle A € A ist,

wobei I5(z) eine C—Linearform auf C™ und ¢y eine von A abhingige komplexe Zahl be-

zeichnet. Da
I'\1+h('z) = L\l(z) 3 tlz(z)i
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kann man [5(z) zu einer R-bilinearen Funktion auf C™ fortsetzen. Ist ¥ holomorph, so wird
durch

Ey(2,y) := l(y) — ly(=)

wegen
Ir, (A2) = 1), (A1) mod Z

eine durch 9 gegebene Riemannform auf C*/A definiert. Ist andererseits E(z,y) eine Rie-
mannform auf C"/A, so gibt es eine holomorphe Thetafunktion ¥ auf C*/A, so daB E eine
durch ¥ definierte Riemannform ist.

Der Divisor (¥9) ist invariant unter A und definiert deshalb einen analytischen Divisor
X := (¥) auf C*/A. Man kann zeigen, daB die durch ¥ definierte Form Ey eindeutig
durch den Divisor X und unabhingig von der Wahl von ¥ bestimmt ist. Wir definieren
Ex := Ey. Ebenfalls kann man zeigen, daB zwei Divisoren X,Y genau dann algebraisch
dquivalent sind ( X =, Y'), wenn die zugehorigen Riemannformen Ex, Ey gleich sind.
Da A iiber den komplexen Zahlen definiert ist, bestimmt jede Polarisierung C auf A
nicht nur eindeutig die algebraische Aquivalenzklasse eines amplen Basispolardivisors Y,
sondern damit auch eindeutig eine Riemannform E¢ := Ey. Die Pfeile verdeutlichen diese

eindeutigen Beziehungen.
C=Cy +— [Y]s 4 E¢ := By «— ¢¢ := py

Sei der Torus C™/A eine analytische Darstellung von A. Dann gibt es eine symplektische
Basis {A1,+++,A2n} von A, mit

( o)

En .
(Bc(AisAj))is = mit €1, ,en € Zy, e1lea] - len

\ —en /

Wir haben /det E¢ = €;++-e, und man kann die Gleichheit |ker(pc)| = |det E¢| leicht

zeigen.
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Definition 3.2 Mit den obigen Bezeichnungen und Voraussetzungen gilt:
(A,Cy) heift prinzipal polarisiert, wenn

(EC(’\i;'\j))ij = ( —OE“ ‘E[:)n ) =:J, das heifit ﬂdei(Ec) gleich 1 1st.

Also ist (A,C) genau dann prinzipal polarisiert, wenn |ker(¢c)| = 1, d.h. ¢ ein Iso-
morphismus ist.
Definieren wir 3 := (A1,+++,An) € M™™(C) und Q; := (An,---,A2n) € M™*™(C), so
ist Ec genau dann prinzipal, wenn Q := 5, symmetrisch und der Imaginirteil von
positiv definit (I'm(£2) > 0) ist. Man bezeichnet die Menge dieser Matrizen

Hn = {2 € GL,(C)| 2 = Q,Im(Q) > 0}
als die n-dimensionale Siegelsche obere Halbebene. Setzen wir
5p(2n,Z) := {M € GLn(Z)| MIM* = J},

so entspricht H,,/Sp(2n,Z) den Isomorphieklassen von prinzipal polarisierten Abelschen
Varietiten.

Satz 3.3 Sei(A,C) eine polarisierte Abelsche Varietit, dann gibt es einen Kérper kg mit
der folgenden FEigenschaft:

Ist k ein Definitionskérper von (A,C), der kg enthdlt, o ein Isomorphismus von
k in einen Korper, dann ist (A,C) zu (A%,C?) isomorph, genau dann wenn o
die Identitit auf ko 1st.

Falls char(k) = 0, dann ist ko eindeutig bestimmt und in jedem Definitionskérper
enthalten. ky heiit Modulkorper der polarisierten Abelschen Varietit (A,C). Ist A iiber
C definiert, so kann der Modulkorper iiber @ durch bestimmte Werte von Siegelschen
Modulfunktionen erzeugt werden.

Fiir diesen Satz und die Definition vergleiche man [S-T] Kapitel 1 §4.2 Satz 2.
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Beispiel: Die Jacobische Varietiit einer hyperelliptischen Kurve

(Vgl. [Mum I],Kapitel 2,§2.)

Es sei C eine hyperelliptische Kurve vom Geschlecht g. Die komplexen Punkte eines
nichtsinguliren Modells der Kurve kénnen bekanntlich als kompakte zusammenhingende
Riemannsche Fliche S vom Geschlecht g aufgefaBt werden. Ihre erste Homologiegruppe
H,(S,Z) ist eine freie abelsche Gruppe mit 2g Erzeugern. Nun wihlt man als Erzeugen-
de geschlossene Kurven Ay,-+-, Ay, By,--+, By in S derart, daB sich zwei verschiedene A; : _
oder zwe?(B,- oder ein A; und ein Bj fiir ¢ # j in keinem Punkt, aber die Kurven A; und \(U”‘a"'iﬂ
B; in genau einem Punkt schneiden. Bezeichnet ©;(S) den Vektorraum der holomorphen
Differentiale von S, so gibt es eine Basis wy,---,wy von Q;(S), mit

~/:4.; w; = 5,'j.

Definiert man anschliefiend
;= /B w; und  := (Q;J'),

so liegt 2 in H,. Nach dem Satz von Abel ist die Gruppe der komplexen Punkte Jo(C) der

Jacobischen Varietit J¢ komplex analytisch isomorph zu dem Torus C9/Lg mit dem Gitter
Lq := 78 + Q79 C C%. Die Abbildung &, definiert durch

® : Jo(C)— C9/Lg

r r P;
Y P — Z/p (w1, -+ ywy) mod La,

i=1 i=1

liefert den Isomorphismus (vgl. Kapitel 2).

Der analytische Divisor ®(0©) fiir den Thetadivisor © von C definiert so die kanonische
Polarisierung Cg(@) auf Jo(C). Da Q in Hy, ist (Jo(C),Cy(e)) eine prinzipal polarisierte
Abelsche Varietit der Dimension g mit Basispolardivisor ®(0).
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3.2 CM-Theorie von Abelschen Varietiten

Sei K ein algebraischer Zahlkérper mit |K : Q| = 2n, A eine Abelsche Varietit iiber C der
Dimension n und C"/A eine komplexe Darstellung von A(C) beziiglich eines Isomorphis-
mus

0:C*/A — A(C).

K heift CM-Korper, wenn K eine total imaginirquadratische Erweiterung eines total
reellen Zahlkorpers ist. Ein Tupel (K,{1,--,9,}) nennt man einen CM-Typ, falls
{¥1,01," -, @n, Pn} die Menge aller Einbettungen von K nach C ist.

Sei e : K — End(A)® Q=: Endg(A) ein Isomorphismus \ \FQ-Q&*
von Q-Algebren mit e(1) = 14 GLLUOE%
und ®; : Endg(A) — End(C",C) = M,(C)
eine komplexe Darstellung von Endg(4),
so ist
S := ®;o0eein Q- linearer [somorphismus von

K nach M,(C) mit Sg(1) = E,,
und es gilt folgender Satz.(vgl. [S-T] Kapitel 2§5.2).

Satz 3.4 FEs gibt Isomorphismen @1, --,pn : K — C mat

p1(a)

Sz(a) = ' Ya € K nach geeigneter Basiswahl.

pn(a)

Man sagt, die Abelsche Varietit (A,e) ist vom CM-Typ (K,{¢1, -*,%n}) oder
fir & := @ ,¢i auch vom CM-Typ (K, ®). Der Einfachheit halber schreiben wir
nur 'A ist vom CM-Typ (K, ®)’ und identifizieren dann jedes Element a € K mit einem
Element e(a) € Endg(A). Hierzu definieren wir ®(a) :=* (p1(a), -+, ¢a(a)) € C. Ein
CM-Typ heifit primitiv, wenn alle Abelschen Varietiten von diesem Typ einfach sind,
das heifit, wenn sie aufier 0 und sich selbst keine Abelschen Untervarietiten enthalten.
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Der duale CM-Typ

Sei (K, ®) ein CM-Typ und L ein Erweiterungskorper von K, so da L/Q galoisch ist. Ko
sei der total reelle Teilkérper von K, d.h. |K : Ko| = 2. Dann setzen wir G := Gal(L/Q)
und bezeichnen mit H und Hy die zugehorigen Untergruppen von G beziiglich K und K.

Weiterhinsei § := {0c€G|olx=¢; i€{l,---,n}},
§* == {y1hes}
und H* = {y€G|+5 =5}

Definieren wir

H' :={y€ G| S = 5},
so kann man leicht zeigen, dal der CM-Typ (K, {¢:}) genau dann primitiv ist, wenn die
Gruppen H und H' gleich sind (vgl. [S-T] Kapitel 2 §8.2).

Einen Beweis des folgenden Satzes 3.5 und der Proposition 3.6 findet man in [S-T] Kapitel
2 §8.3.

Satz 3.5 K* bezeichne jetzt den zu H* gehorenden Unterkorper und {1;} die Menge
aller Isomorphismen von K* nach C, die man aus Elementen von S* erhdlt. Dann gilt:
(K™, {%;}) ist auch CM-Typ und

K" =Q() €% | €€ K).
=1

K* ist durch (K,{p;}) eindeutig bestimmt und unabhdngig von der Wahl von L.

Der CM-Typ (K*,{v;}) wird der zu (K, {y;}) duale CM-Typ genannt.

Wir bezeichnen nun mit Igx+ und Ix die Gruppen der Ideale von K* bzw. K und mit
Hyg+ bzw. Hg die Untergruppen der Hauptideale. Dann gilt:

Proposition 3.6

V a€K*istp:=][a% €K, also B = Normg-g(a)
i

YV aelg.isth:= H a¥i € Iy, also bb = Normg-. (@)
j
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Wir haben uns zum Ziel gesetzt, Jacobischen Varietiten von Kurven vom Geschlecht
2 mit komplexer Multiplikation explizit zu konstruieren. Im letzten Abschnitt haben wir
gesehen, daBl das genau die prinzipal polarisierten einfachen Abelschen Varietiten der Di-
mension 2 von primitiven CM-Typen vom Grad 4 iiber Q sind. In dem folgenden Beispiel
werden diese C M-Typen mit ihren dualen Typen bestimmt.

Beispiel: CM-Typen und ihre Dualen fiir Dimension 2

Es sei speziell n = 2, d.h. |K : Q| = 4 und (K,{1,¢}) ein CM—Typ mit total reel-
lem Teilkérper Ko. Weiterhin sei K = Ko({) mit — £? total positiv in Ko (—£€2 >> 0).
Wir kénnen £ immer so wihlen, dal —£ = &> 0, d.h. £ rein imaginir mit Im(€) > 0 ist.
Mit p bezeichnen wir die Galoiskonjugation von K iiber Kj.

Fall 1 K/Q galoisch

Da K/Q galoisch, kann L gleich K gewihlt werden. G ist abelsch und die Einbettungen
{1,p,,¢ = ¢”} entsprechen den Galoiskonjugationen.

(@) GZ/2Zx Z[2Z
In diesem Fall haben wir
Ho = G(II(K/K()) = {1,p}.
Setze S = {1,0} mit ¢ = ¢ oder ¢ = @, dann ist ol

5* = {67!}, G={l,0,p,0p} und H' = {l,0} # H=G.’

Da H' # H, ist der CM-Kérper K nicht primitiv.
Sei nun K* der zu H* = {y € G|yS* = §*} = {1,0} gehérende Unterkérper
von K. Damit ist K* ein imaginidrquadratischer Zahlkérper mit K = Ko K*.

(b) Gz/4z

Wieder ist S = {1,0}, also G = {1,0,0% = p,0p} =< o >.
Daraus folgt H* = H' = {1}, so daB (K, {l,0}) ein primitiver CM-Typ ist.
Da §* = (1,071),ist (K,{1,071}) der zu (K,{1,0}) duale CM-Typ.

e
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Fall 2 K/Q nicht galoisch

Setze Ko = Q(v/D) fiir ein quadratfreies D > 0. Da —£? total positiv in Ky ist, kann
es in der Form —¢* = A + BvVD mit rationalen Zahlen A und B dargestellt werden,
wobei A+ BvVD > 0 und A — BvVD > 0 und E:i\/A+B\/}._) ,f"’:i\/A—B\/I_). Da
K /Q nicht galoisch ist, folgt Ko(£¥) # Ko(£). Definieren wir D’ := A2 — B2D > 0, so ist
D' = (£€¥)? also VD' ¢ K. Also ist Q(+/D’) ein total reeller quadratischer Zahlkérper
ungleich Ko. Fiir L = Q(¢,£¥) ist die Korpererweiterung L/Q galoisch und |L : Q| = 8.
Die Galoisgruppe G von L iiber Q besteht aus 8 Automorphismen.

Sei o : (££%) — (€%,-¢)
T (&£%)— (£%,6)
Wir sehen a? = p,0* = 72 = 1,70 = %7, so daB G von 7,0 erzeugt wird.
Also haben wir G =< 7,0 > . Auflerdem ver%ﬁziert man leicht, da \ .

H {l,07},5 = {1,0,7,07},
und Hy = {l,o7,70,p}, H'={y€G|yS = S}={l,07}.

Da H = H',ist (K,{1,¢}) primitiv. Weiterhin haben wir

§*={o7 o€ S}={1,1,0% 07}
und H*={oc€G|leS"=5}={1,1}.

Damit ist $* = H* U H*"". Setzen wir ¢ := o7, so ist (K*,{1,%}) = (Q(£ + £¥),{1,07})
der zu (K, {1,¢}) duale CM-Typ.
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Der folgende Satz zeigt, wie polarisierte Abelsche Varietiiten iiber C konstruiert wer-
den konnen. Den Beweis findet man in [La II] Kapitel 1 §4.

Satz 3.7 Es sei K/Q ein CM-Kérper mit |K : Q| = 2-n und (K, ®) ein CM-Typ.
Dann gilt:
1. Sei @ ein Gilter in K, dann ist ®(a) ein Gitter in C* und C"/®(a) komplezer Torus

vom Typ (K, ®).

2. Sei(A,e) vom Typ (K,®), dann gibt es ein Gitter @ in K und einen komplez analy-
tischen Isomorphismus 0, so daf das folgende Diagramm fiir alle « € K kommutiert:

c/a(a) -2 4

Sp(a)

o

C/9(a) —5~ A

In diesem Fall schreiben wir die Abelsche Varietdt (A(a),e) oder nur A(a) ist vom ]I
CM-Typ (K,®). Setzen wir

O:={a€ K|laaC a}, soiste(0O)=e(K)Nn End(A).

Ist K primitiv, so ist e(K) = Endg(A) und e(0) = End(A).

y § -
)(\‘}-W-A.N,L1
Folgerung 3.8 Zwei Abelsche Varietiten vom selben CM-Typ sind isogen zueinander. )
Ein C M -Typ ist damit primitiv, wenn schon eine Abelsche Varietit von diesem Typ ein- {‘
fach ist. S

Wir wollen Jacobische Varietiten mit Endomorphismenring O konstruieren, wobei
Ok der Ring der ganzen Zahlen eines primitiven CM-Korpers K ist. Deshalb soll im
Folgenden unter einer Abelschen Varietit A vom CM-Typ (K, ®) stets eine Varietit mit
End(A) = e(Og) bzgl. eines primitiven CM-Korpers K zu verstehen sein. Wir identifi-
zieren dann jeden Endomorphismus mit einer Zahl aus Og.
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Ist K ein CM-Korper, so gibt es ein Element £ € K mit £2 € Ko und K = Ko(£). Weil
K total imagindr ist, ist —¢? total positiv in K. Wir kénnen £ so wihlen, da$ Im(€¥) >0
firi=1,---,n ist. Dann definiert
n

Ee(z,y) == &% (ziyi — 2:%:)  (En)

=1

eine R—bilineal\ﬁ:‘orm auf C". Man sieht sofort, daB Eg(z,y) = —E¢(y, z). Weil die £% alle
rein imaginir sind und positiven Imaginirteil haben, ist die Form

Ee(iz,y) = —i ) &% (ziyi + 2i%i)

=1

symmetrisch, positiv definit und nicht-ausgartet. Nach Definition ist fiir alle a;, ap € K

E¢(®(a1), ®(az)) = Trijq(éaras).

Wir kénnen daher eine ganze Zahl r finden, so daf die Werte von rE¢(ay,a;) fiir al-
le ay,a; € @ ganze Zahlen sind. Ersetzen wir £ durch r¢, dann definiert E¢(z,y) eine
Riemannform auf C"/®(a). Diese Form hat dann die charakteristische Eigenschaft

E¢(z,S3(a)y) = Ee(Ss(a)z,y) firalleaec K. (EBp)

Bekanntlich ist E¢ = Ex fiir eine amplen Divisor X € Div(A), so daB E¢ eine Polarisierung
C¢ := Cx bestimmt. Damit zeigten wir den ersten Teil von dem folgenden Satz.

Satz 3.9 1. Set K ein CM-Kdrper, dann gibt es stets ein Element £ € K mit K =
Ko(€), —¢€? total positiv in Ko und Im(£%) > 0 firi=1,---,n, so daf (A(a),£) :=
(A(a),C¢) eine polarisierte Abelsche Varietit vom CM-Typ (K,®) ist.

2. Umgekehrt: Jede Riemannform E auf C" /®(a), die der Bedingung (E2) geniigt, kann
durch ein geeignetes Element £ € K durch (E,) definiert werden.

Einen Beweis des zweiten Teils findet man in [S-T] Kapitel 2, §6.2.
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Die folgende Proposition und Definition findet man in [S-T] Kapitel 2 §7 , 8.

Proposition 3.10 Es seien A; und A, zwei iber C definierte Abelsche Varietiten vom
CM-Typ (K,®), so gibt es Gitter @;,0; in K mit A;(C) = C*/®(a;) und Ay(C) =
C"/®(ay). Sei nun vy ein Element in K ungleich 0 mit v € a;laz, so reprasentiert die
Matriz Sg(y) einen Homomorphismus von A; nach A;. Umgekehrt gehért jeder Homo-
morphismus A von A; nach A, zu einer Matriz Sy(v) mit v € a7 a,.

Wir sagen, A ist eine 1az'lal-Multiplikation von A nach A, und A ist eine ya; ' a;-
Transformation von A;. Die Abelschen Varietiten A; und A, sind genau dann iso-
morph, wenn die Gitter @; und @, dquivalent sind. Dann ist nach Definition A, eine
Og-Transformation von A;.

Folgerung 3.11 Sei h = |cx| die Klassenzahl von K, so gibt es genau h nicht zueinander
isomorphe Abelsche Varietiten vom CM-Typ (K, ®).

Definition 3.12 Die polarisierten Abelsche Varietiten (A,,Cx,) und (A3,Cx,) sind iso-
morph, falls es einen Isomorphismus A von A; nach Az mit A(X;) =4 X, gibt.

Konstruktion der prinzipalen Polarisierung

Es sei im Folgenden stets A = A(a) eine Abelsche Varietit vom CM-Typ (K, ®) mit
Endomorphismenring Ox und komplexer Darstellung C?/®(a) fiir ein Gitter @ in K. Aus
der analytischen Darstellung der Abelschen Varietit konnen wir auch direkt eine analy-
tische Darstellung der Picardvarietit ablesen. Einen Beweis des folgenden Satzes findet
man in [S-T] Kapitel 4 §14.2.

Satz 3.13 Es sei (A(a),€) eine prinzipal polarisierte Abelsche Varietit vom CM-Typ
(K,®). Bezeichnet § die Differente von K iber Q, so wird die Picardvarietit A* :=
Pic°(A) durch den Torus C™/®(a*) mit a* = (6§a)~! und die Polarisierungsabbildung

e : A— A"
durch die Matriz  Sg(€) : C"/®(a) — C"/®(a") analytisch dargestellt.

Damit ist ¢ eine (£§aa)-Multiplikation.
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Weil K = Ko(£) und £ rein imaginir ist, wird nach Definition die Relativdifferente
0k/x, von nur rein imaginiren Elementen der Form (o — 6) mit 0 € O erzeugt. Damit
ist das Ideal €6k, ein Ideal in Ko. Natiirlich ist auch 0x,/@@0 ein Ideal in Ky, so daf
wegen § = bk, /q * 0k /K, das gesamte Ideal von der Form

(é6aa) = I,0k mit I, € Ik, ist.

Das Ideal Ip wird durch das Ideal @ und die Polarisierung bestimmt und ist unabhingig
von der Wahl des Basispolardivisors. In diesem Fall sagt man, daB die polarisierte Abel-
sche Varietit (A(a),£) vom CM-Typ (K, ®;Iy) ist. Nach Definition ist (4(@), £) prinzipal
polarisiert, genau dann wenn det E¢ = 1, d.h. ¢ ein Isomoprhismus, also ¢ eine Ok-
Multiplikation ist. Das ist fiir Io = Og, der Fall. Damit zeigten wir:

Proposition 3.14 Genau dann gibt es eine prinzipale Polarisierung C auf A(a) vom
CM-Typ (K,®), wenn es ein Element £ in K gibt, das die folgenden zwei Bedingungen

erfillt.

1. £ definiert durch (E;) eine Riemannform auf A(a) .
(D.h. K = Ko(€), und § = — und Im(E%) > 0 fiir i =1, .)

2. ¢faa = Ok, .

Folgerung 3.15 Es gibt genau dann eine prinzipale Polarisierung auf A(Og) vom C M-
Typ (K,{:}), wenn es ein Element v € K gibt, das die folgenden Bedingungen erfiillt.

1. Die Differente § von K tber Q ist das Hauptideal (7y),
2. 7% < 0 fir alle 1.

Dann kann £ = 47! gesetzt werden. Da v nach Definition der Differente rein imagindr
ist, sind fir £ die Bedingungen der letzten Proposition erfiillt.

Wir nennen einen CM-Typ (K,{¢1,.-,¢n}) Ok geeignet oder einfach nur geeignet,
falls es eine prinzipale Polarisierung auf A(Og) von diesem Typ gibt. Es ist klar, daB es
genau dann einen geeigneten CM-Typ zu einem C M-Korper K gibt, wenn die Differente
4 ein Hauptideal ist. Das ist zum Beispiel der Fall, wenn der Kérper Ky Klassenzahl 1 hat.
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Wie viele CM-Typen zu einem CM-Kérper geeignet sind, hingt von den Fundamental-
einheiten ab. Und zwar davon, wie sich ihr Vorzeichen unter den Einbettungen veriindert.
Gibt es von jeder denkbaren Kombination eine Einheit, so ist jeder CM-Typ geeignet und
die zugehorigen Polarisierungselemente sind e fiir jede Einheit «.

Isomorphieklassen von prinzipal polarisierten Abelschen Varietiten

Wir wollen nun die Isomorphieklassen von prinzipal polarisierten Abelschen Varietiten
zu gegebenem CM-Typ oder nur zu gegebenem CM-Kérper genauer untersuchen.

Satz 3.16 Sei(A(a),&1) eine prinzipal polarisierte Abelsche Varietit vom CM-Typ (K, ®).
Ein zweites Element £, definiert genau dann eine prinzipale Polarisierung auf A(a) vom
selben Typ, wenn es eine total positive Einheit eq in Ko mit £ = €of; gibt.

Beweis: Es seien C¢, und Cg¢, zwei prinzipale Polarisierungen auf der Abelschen Va-
rietit A(a). Die Polarisierungsabbildungen ¢, und ¢, sind Isomorphismen und werden
nach Satz 3.13 durch die Matrizen Sg(&;) und Sg(€2) komplex dargestellt. Damit ist
qoal ©e, ein Automorphismus auf A(a), der durch die Matrix

S3(&1)7" Sa(€2) = Ss(67'6)

repriasentiert wird. Wir haben qoaltp& = e(El_lEz) und da K = Kp(£), E_,- = —§; und
Im(&;)% > 0, ist €7 1€, ein total positives Element in Og,. Jeder Automorphismus von
A(a) kommt bekanntlich von einer Einheit ¢ in O, daher haben wir

€71 €, = ¢ fiir eine total positive Einheit e € K.

Andererseits definiert jedes Element der Form ef; mit einer total positiven Einheit € in
Ky eine prinzipale Polarisierung auf A(a). Denn auch dann sind die Bedingungen von
Proposition 3.14 erfiillt. a

Satz 3.17 Zwei prinzipal polarisierte Abelsche Varietiten (A(a),&;) und (A(@),&;) vom
selben C M -Typ sind genau dann isomorph, wenn £;'€; = €& fiir eine Einheit € € K.
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Beweis: Da (A(a),C, ) und (A(a),Cy,) zwei prinzipal polarisierte Abelsche Varietiten
vom selben Typ sind, ist nach dem letzten Satz Ezfl‘l = g fiir eine total positive Einheit
€o € Ko. Nach Definition sind (A(a),C¢, ) und (A(a),Ce,) genau dann isomorph, wenn es
einen Automorphismus A auf A(a) gibt, so daB A(X;) = X, fiir einen Basispolardivisor X;
von C¢, und X3 von C,. Jeder Automorphismus A gehért bekanntlich zu einer Matrix Sg(e)
beziiglich einer Einheit ¢ € K. (A(a),C¢ ) und (A(a),C¢,) sind genau dann isomorph,
wenn Eg, gleich dem Bild von E, unter Sg(e) ist. Das heifit, wenn Eg,(Ss(¢)z, Sz(e)y) =
E¢,(z,y). Aus der Eigenschaft (E,) folgt:

E¢,(Sz(e)z, Sz (e)y)

E¢,(S3(e)Ss(¢)z,y)
= Eg(Ss(e€)z,y).

Nach Definition der Riemannform ist E¢,(Sg(e€)z,y) genau dann gleich E, (z,y), wenn
€1 = €&ty ist. Da €67 = g fiir eine total positive Einheit eo € K ist, folgt die Behaup-
tung. O

Folgerung 3.18 Sei U die Gruppe der total positiven Einheiten in Ky und U, die Un-
tergruppe von U, deren Elemente von der Form e€ fir eine Einheit ¢ in K sind. Ist
(A(a),£) eine prinzipal polarisierte Abelsche Varietit vom CM-Typ (K,®), so gibt es
genau d := |U/U;| viele nicht isomorphe prinzipal polarisierte Abelsche Varietiten, mit
derselben zugrunde liegenden Abelschen Varietit A = A(a).

Satz 3.19 Zwei prinzipal polarisierte Abelsche Varietiten (A( ), &1) und (A(a2),€2) vom
selben CM-Typ (K, ®) sind genau dann zueinander isomorph, wenn es ein Elementy € K
gibt, so daf

1. Y@y = Gy (d.h. die Abelschen Varietiten A(Q,) und A(Qz) sind isomorph)

2. & = 47&; (d.h. die Polarisierungen sind isomorph).

Beweis: Nach Definition sind (A(@y),&) und (A(@z),&2) genau dann isomorph, wenn
es einen Isomorphismus A von A(@;) nach A(a;) gibt, so daB A(X;) = X3 fiir einen Basis-
polardivisor X; von C¢, und X3 von C¢,. Jeder Automorphismus A gehért nach Proposition
3.10 zu einer Matrix Sg(7) beziiglich eines Elementes 4 € K mit y@; = @z. Nun ist wie-
derum A(X;) = X, genau dann, wenn Eg,(Sz(7)z, Se(7)y) = E¢ (z,y) ist, was nur fiir
& = y7&; erfiillt ist. O
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Wir definieren eine Untergruppe ¢% der Klassengruppe cx von K durch
cx:={A€ck|I a€ Aund ein total positives Element a € Ko mit 4G = (a)}.
Dann gilt folgender Satz:

Satz 3.20 Sei(A(a),£) eine prinzipal polarisierte Abelsche Varietit vom CM-Typ (K, ®).
Ist A eine a@'-Transformation von A, so gibt es genau dann eine prinzipale Polarisierung
Cer auf A', wenn @' in cy liegt.

Da A’ eine @'-Transformation von A ist, kann man fiir A’ den Torus C*/®(a'~'a)
als analytische Darstellung wihlen. Nach Proposition 3.14 ist £§a@ = Ok, und £ erfiillt
Bedingung (1) in 3.14. Damit haben wir

gsa"taaa=¢¢atat.
Nun definiert £’ nach 3.14 genau dann eine prinzipale Polarisierung auf A/, wenn
Ef£—~1 a.f——l a."—] = oKn

und Bedingung (1) in 3.14 erfiillt ist. Das ist genau dann der Fall, wenn es ein total
positives Element a € Ky gibt, so daB (a) = a'a@’ ist. O

Folgerung 3.21 Ist (K,{p;}) = (K,®) ein geeigneter CM-Typ und (v) = § wie in 3.15,
so gibt es genau h' := |c) | verschiedene nicht zueinander isomorphe prinzipal polarisierte
Abelsche Varietiten von diesem Typ. Bilden die Ideale @, ...Qy: ein Reprisentantensystem
von ¢y und @;0; = (o) mit a; >> 0, so bildet

Kg = {(A(a')lgl) | i=1,.., h’} mit E‘i' = (ai‘l’)_1
ein Reprdsentantensystem der zugehdrigen prinzipal polarisierten Abelschen Varietdten.
Aus den Ergebnissen von 3.18 und 3.21 erhalten wir den folgenden fiir uns wichtigen Satz:

Satz 3.22 Ist (K,®) ein geeigneter CM-Typ, so gibt es genau h' - d nicht zueinander
isomorphe prinzipal polarisierte Abelsche Varietiten von diesem Typ.

Bilden die Einheiten ¢,,...,eq ein Reprasentantensystem von U/U;, so bildet die Verei-
nigung Kg = Uf_, K% der Systeme
"Cfﬁ = {(A(ﬂ,‘),&[f,‘) | i= l,...,h’} mit §; := (aiT)_ls

ein Reprdsentantensystem aller prinzipal polarisierten Abelschen Varietiten vom C M -Typ

(K, ®).
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3.3 Hauptsatz der CM-Theorie

Es sei (A4,C) ein polarisierte Abelsche Varietit vom CM-Typ (K, {¢;}) mit Endomor-
phismenring Og. (K*,{%;}) bezeichne den zu (K,{p;}) dualen CM-Typ und ko den
Modulkérper von (A,C). Der Hauptsatz der komplexen Multiplikation von Abelschen
Varietiten beschreibt fiir kg = koK™ die Korpererweiterung kj/K* klassenkérpertheo-
retisch. Einen Beweis des Satzes findet man in [S-T] Kapitel 4 §15. Wir definieren im
Folgenden fiir ein Ideal @ C Ok den Index N(a) := |Ok/al. Wenn @ ein gebroche-
nes Ideal ist, so liegt Normg/q(@) - @ C Ok und wir definieren den Index N(a) :=
N(Normgq(a) - @)/N(Normg q(a)).

Satz 3.23 Sei: Ho die Gruppe der Ideale a* in K*, so daff es ein Element u in K gibt
mat

[ a"¥ = (u) und N(@") = pj.

i
Dann ist Hy eine Idealgruppe von K*, die die Hauptideale enthilt und damit im Sinne
der Klassenkirpertheorie modulo (1) definiert ist, und kj ist die unverzweigte Erweiterung
uber K* zur Idealgruppe Hy.

Damit ist Gal(kg/K™) = Ik« /Ho. Gehort eine Galoiskonjugation o von kg iiber K* zu
der Idealklasse eines Ideals a* von Ik./Hg, dann schreiben wir o(@*). Nach Proposition
3.6 ist []; @*¥i ein Ideal in c. Shimura zeigte in [S-T] Kapitel 4 §15, daB A°(%") eine
(I1; @*¥i)-Transformation von A ist. Das heiBt, fiir eine Abelsche Varietit 4 = A(b) vom
CM-Typ (K,{p:}) ist A(b)"(%") = A((T]; a*¥i)~1D) die bzgl. o(a*) konjugierte Abelsche
Varietit. Definiert £ eine prinzipale Polarisierung auf A(D), so definiert N(a})é wegen
Prop. 3.14 eine prinzipale Polarisierung auf A((]; @*¥i)~1b) vom selben Typ. Damit folgt:

Proposition 3.24 Es sei (A(D), ) eine prinzipal polarisierte Abelsche Varietit vom C M -
Typ (K,{@:}). Bilden die Ideale {as, ..., ;. } ein Vertretersystem von Ig+[Hy, dann wer-
den durch

(AT @)~ b), N(ap)e)

alle zu (A(D), £) iiber K* konjugierten prinzipal polarisierten Abelschen Varietiten gegeben.
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Wir wollen jetzt die Klassengruppe Ix./H, genauer untersuchen:

(1) Wir definieren fiir ein Ideal @* € Ig+ durch ¥9(a*) := [1; a*¥ in Prop. 3.6 einen
Homomorphismus
9 :Ig[Hge — k.

Es sei I die Gruppe der Ideale b € Ix der Form b = I1; a*¥i fiir ein Ideal a* € Ig»
und Hg* die Untergruppe der Hauptideale von I . Dann ist I = 9(Ig+) gerade das Bild
von Ig. unter 9. Da nach onposition 3.6 bB = Nk+/q(a%), gibt es ein total positives
Element 8 € Ko mit (8) = bb. Das Element N(b)(B)~! ist dann eine total positive Ein-
heit in K. Die Gruppe dieser Einheiten e = N(b)(8)~! fiir b € I bezeichnen wir mit Up.

Falls b = (1) € H fiir ein Element pu € K, so ist N(b)(up)™ = N(a*)(pp)™* € Up.
Ist @* ein Ideal aus Hp, so mu8 N(a*)(pupz)~? schon eine Einheit €o von der Form eq = e
sein, d.h. N(a*)(pup)~* € Uy. Wir kénnen die Idealgruppe Hg damit auch folgendermafien
beschreiben:

Ho = {a” € Ix+| [] a*¥ = (u) € Hx und N(a*)(up)™ € U1}
i

Dann ist

Hgg :=9(Ho) = {b= (n) € Hk|3a"* € I mit b =[] @*¥ und N(b)(pa)? € U1},

oder anders geschrieben
Hgg = {b € I |b = (n) € Hx und N(b)(up)™* € Ur}
eine Untergruppe von Iz". Damit ist nach Konstruktion die induzierte Abbildung
9 : I/ Ho — It [ Hix

ein Isomorphismus, also
In-/Ho = I [Hye. (i)

Mit diesen Bezeichnungen werden wir nun den folgenden wichtigen Satz zeigen.
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Satz 3.25 Die folgenden Gruppen sind isomorph:
Ig«[Ho 2 I |HE x Uy/Us.
Da Up /U, eine Untergruppe von U/Uy und Ij|Hy von c ist, gilt:
I¥ [HE x Ug /U C ¢ x UJUy.

Mit Satz 3.23 haben wir : |Gal(kg/K*)| = |Ix+/Ho| = |Uo/Un| - |IfZ/H}| =: do - ho teilt
die Zahl |U/Uy|-|e)| = d-h'. Das heift, die Anzahl doho der iiber K* konjugierten polari-
sierten Abelschen Varietiten ist ein Teiler der Anzahl dh/ aller nicht isomorphen prinzipal
polarisierten Abelschen Varietiten vom gegebenen CM-Typ (K, ®).

Beweis: Wegen (i) geniigt es, die Isomorphie von I*/Hgk und Iyt /Hy X Up/U; zu
zeigen. Wir sahen unter (1), daB es fiir jedes Ideal be Iy ein total positives Element 8 €
Ko mit (8) = bbund N(b)(8)~! € Uy gibt. Nach Konstruktion liegt b genau dann in Hk,
wenn b € Hyz und N(b)(B)~! in Uy ist. So kénnen wir durch §(b) := (b, N(b)B)Y)

einen injektiven Homomorphismus § zwischen den Gruppen
6:1x [Hop — I [Hy x Up /Uy

definieren. Die Abbildung ist surjektiv, da, wie wir nun zeigen werden, die Mengen dieselbe
Ordnung haben.

Es sei (A(b), £) eine prinzipal polarisierte Abelsche Varietit vom CM-Typ (K, {¢;:}).
Bezeichne nun ho = [Ig*/Hy'| die Anzahl der Idealklassen von K, die Ideale der Form
I1; a*¥; mit a* € I+ enthalten. Dann gibt es genau hg konjugierte Abelsche Varietiten A°
von A iiber K*, die zueinander nicht isomorph sind. 47(%) ist eine (I1; @*¥3)-Transforma-
tion von A. A°(%") ist isomorph zu A, falls das Ideal (I]; @*%i) ein Hauptideal (1) in K
ist. Dann ist N(a*)(pi)™! eine total positive Einheit ¢ € Up von Kj. Jetzt sind die prin-
zipal polarisierten Abelschen Varietiten isomorph, wenn ¢ in U; liegt. Dann definieren
wir dg = |Up : Uj| und sehen, daBl es genau dohg iiber K* konjugierte nicht isomorphe
prinzipal polarisierte Abelsche Varietiten gibt, was zu beweisen war. O
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Shimura zeigte [S-T] Kapitel 4, daf fiir |K : Q| = 4 und K/Q nicht galoisch mit Klas-
senzahl [cx| = h = 1 mod 2 die Ordnungen der Klassengruppen kg und &’ gleich sind. Ist
die Norm der Fundamentaleinheit von Ko negativ, so werden wir sehen, daB die Gruppen
U und U gleich sind. Damit ist d = dp = 1 und die Gleichheit von doho und dAh’ in diesem
Fall gezeigt.

(2) Es sei (A(a),£) eine prinzipal polarisierte Abelsche Varietit vom CM-Typ (K, ®).
Dann gibt es eine von dem Ideal @, der Polarisierung £ und dem Typ ® abhingige Matrix
Qg’ in der n-dimensionalen oberen Siegelschen Halbebene H,, so daf§

(A(@),¢) = C*/z"} +z".

Der Modulkérper kann in diesem Fall durch bestimmte Siegelsche Modulfunktionen j
ausgewertet an der Periodenmatrix Q? iiber Q erzeugt werden.

Fiir n = 2 kénnen diese Modulfunktionen durch die zugehérigen zweidimensionalen
Thetanullwerte erzeugt werden. Wir werden in Kapitel 5 darauf genauer eingehen. Im
nichsten Abschnitt werden wir fiir diesen Fall fiir die Gruppe ¢ X U/U; explizit ein
Vertretersystem konstruieren.



Kapitel 4

Explizite Konstruktion fiir

Dimension 2

In diesem Kapitel wollen wir einen
1. Og-geeigneten CM-Typ (K,{1,¢}) mit |K : Q| = 4 explizit bestimmen,
2. prinzipale Polarisierungen zu diesem Typ konstruieren,

3. ein Reprisentantensystem fiir die Isomorphieklassen der prinzipal polarisierten Abel-
schen Varietiten von diesem Typ angeben,

4. die zugehorigen Periodenmatrizen 2 € H, berechnen und

5. die Thetafunktionen an ihnen auswerten.

4.1 Konstruktion der prinzipalen Polarisierung
(I) Konstruktion eines geeigneten CM-Typs (K, {1,¢}).

Proposition 4.1 Sei Ko = Q(v/D) fir ein quadratfreies D > 0 ein quadratischer Zahlkor-
per mit Klassenzahl |cx,| = 1 und K iber Ko eine total imagindrquadratische Erweiterung.
Dann gibt es eine Zahl w > 0 mit Ok, = Z + wZ und eine Zahl n mit Im(n) > 0 und
Ok = Ok, +n0k,. Es sei ¢ die Einbettung von K nach C mit Im(n®) < 0, die nicht gleich
der komplezen Konjugation p ist. Dann tst die Differente § von K iiber Q ein Hauptideal
(7) in K und (K,{1,¢}) ein geeigneter C M -Typ.

49
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Beweis: Da K ein CM-Kérper ist, haben wir K = Ko(n) und —I'm(n)? >> 0. Es sei
8 die Differente von Kj iiber Q und §; die Differente von K iiber Ky. Wir haben dann
§ = §o - §;. Das Ideal §; wird von den Elementen der Form o — 6 mit o € Ok erzeugt,

damit ist §; = (7 — 7). Analog haben wir §; = (w — w?). Definieren wir nun
7i=—(n-0)(w-w’) €K,

so ist (y) = § und v = —2iIm(n)(w — w¥) rein imaginir und negativ. AuBerdem ist
7? = =2iIm(n®)(w¥ — w) = 2iIm(n¥)(w — w¥) < 0, so daB das Element £ := y~! nach
3.15 eine prinzipale Polarisierung auf A(Ok) definiert. Damit ist der CM-Typ (K, {1,¢})
geeignet, O

Fiir jedes Ideal @ einer Idealklasse von ¢ gibt es ein total positives Element a in K,
mit @@ = (a). Nach Satz 3.21 definiert dann das Element £ := (ya)~! eine prinzipale
Polarisierung auf A(a@) vom CM-Typ (K,{1,¢}).

(IT) Konstruktion von prinzipal polarisierten Abelschen Varietiiten.

Satz 4.2 Sei(K,{1,p}) der in Proposition §.1 konstruierte geeignete C M - Typ. Dann gibt
es in jeder Idealklasse von ¢y ein Ideal A, der Form a, = Ok, + 7Ok, mit Im(t) > 0
und Im(7%) < 0. Es ist weiterhin Q,Q, = (a,) fir das total positive Element

-7 _ Im(7)
—7n  Im(n)

-
Qy =
n

und das Element
&= —((1 - F)(w-w*))™?
definiert eine prinzipale Polarisierung C, auf A(a,) vom CM-Typ (K,{1,¢}).

Wir bezeichnen mit A(7) die so definierte prinzipal polarisierte Abelsche Varietiit
(A(a;),&)) vom CM-Typ (K,{1,¢}). Damit wir den Typ der Varietiit festlegen, ordnen
wir jeder prinzipal polarisierten Abelschen Varietit A(7) vom CM-Typ (K,{1,¢}) das
zugehorige Zahlenpaar (7,7%) mit Im(7) > 0 und Im(7%) < 0 zu.
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Beweis: Sei nun @ ganzes Ideal in ¢, 5o gibt es ganze Zahlen a, B,7,8 € Ok, mit

Da aa = (ad — fy) und @ € cj, finden wir eine Relativbasis, so daf as — B total positiv
in Kp ist. Jedem Ideal @ aus ¢ ordnen wir so eine Zahl 7 zu, und zwar den Quotienten

:an+ﬂ
m+é

mit af — By >> 0in K,

zweier Relativbasiszahlen. Weil Im(n) > 0 und Im(n¥) < 0, ist stets Im(r) > 0 und
Im(r%) < 0. Fiir das zu @ dquivalente Ideal @, := Ok, + 70k, gilt

o ab — By
Orlr= (NK;K.,(‘TTI+ 5)) .
Da
— (&8, _ Im((an+B)(v7 +8)) _ af— By
Tmr) =l 5) = Ng/x,(yn+8) Im(")NK;K.,(mN)'

ist fiir a, := %}:—]} die Relativnorm @, @, = (a,). Nach Definition von  und r ist das
Element o, total positiv, so dafi das Element

_ Im(t), _ g o
. 1= —((r - F)(w — w®))?
6 1= (100)™ = (7 ) = ~((r - w - w*))
nach Satz 3.21 eine prinzipale Polarisierung C, := C¢, vom CM-Typ (K,{1,9}) auf der
Abelschen Varietit A(a,) definiert. O

Wir wollen nun untersuchen, wann zwei so definierte prinzipal polarisierte Abelsche
Varietdten A(7), A(7’) vom selben CM-Typ isomorph sind. Wir kénnen die Isomorphis-
men zwischen prinzipal polarisierten Abelschen Varietiten vom selben Typ (K,{1,¢})
iiber die zugehorigen Zahlenpaare (7,7%), (7/,7'¢) beschreiben.

Nach Proposition 3.10 sind zwei Abelsche Varietiten 4(@,) und A(@,) genau dann
isomorph, wenn die Ideale @, und @, dquivalent sind. Das heit, wenn es ganze Zahlen
a,fB,v,6 € Ok, gibt mit

Pre 1
7 = ar + 8 und 7 = M,
1T+ 46 V27 + 8¢
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deren Determinante ad — By wegen des festgelegten Vorzeichens der Imaginirteile eine
total positive Einheit ist.
Fiir die zugehérigen Polarisierungen gilt nach Definition in Satz 4.2

-1 _ NK/K.;(?T + 6)
E‘r' T aé‘_ﬁ? '(*)

Nun sind nach Satz 3.19 die prinzipal polarisierten Abelschen Varietiten A(7) und A(7)
isomorph, wenn es ein Element p in K mit £ = & uf gibt. Diese Gleichung ist wegen (*)
genau dann erfiillt, wenn die Determinante ad — By schon eine Einheit aus U, ist. Wir
zeigten damit folgenden Satz:

Satz 4.3 Es seien A(T) und A(7') zwei wie in Satz 4.2 definierte prinzipal polarisierte
Abelsche Varietiten vom selben CM-Typ (K,{1,¢}). A(t) und A(r') sind genau dann
isomorph, wenn

,_ar+f ’ oafr? 4 gv
= und 7¥ = ———
YT+ 8 YPTY + 6%

fir a,B8,v,8 € Ok, und ad — By € U;.

Ist N(eo) = —1, so ist jede Einheit in Uy das Quadrat einer anderen Einheit. Also haben

unr
ar+ [

o / !
AT)2A(T) =T = e

mit A = ( : f: ) € PSLy(Ox).
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4.2 Konstruktion der Repriisentantensysteme

Als Erstes miissen wir ein Vertretersystem Kg = K{1,4) aller nicht isomorphen prinzipal
polarisierten Abelschen Varietiten vom CM-Typ (K,{1,¢}) bestimmen.

Satz 4.4 Es sei (K,{1,p}) der in Proposition {.1 konstruierte geeignete C M -Typ und
€0 > 0 eine Fundamentaleinheit von Ko. Weiterhin sei {r, ..y Th'} €in Reprasentantensy-
stem von ¢ mit Im(7;) > 0 und Im(7¥) < 0. Wir setzen

Kagy = {(m7f)]i=1,---,h'} falls N(eo) = —1 oder eq € Uy, d.h. fird =1,
K {(7:,7F), (0w, (com:)? | i = 1,---,h'} sonst, d.h. fird = 2.

e}

Dann ist K{y,,) ein Reprdsentantensystem aller nicht isomorphen prinzipal polari-
sierten Abelschen Varietiten vom CM-Typ (K,{1,¢}).

Beweis: Jede Einheit ¢ in K ist von der Form e = £e¥ mit n € No.
1. N(g¢) = —1, damit ist cy =ck.
In diesem Fall ist jede total positive Einheit €, € U schon das Quadrat einer anderen

Einheit in Ky, so daf
Ep = €2 = Ngk,(e) € Uy gilt.

Damit sind die Gruppen U und U gleich, also d = 1. Das heift, daB wir zu jeder
Abelschen Varietit A(@y;) keine weitere zu & := &, = —((% — 73)(w — w®))™! nicht
isomorphe prinzipale Polarisierung vom selben Typ finden. Damit ist

Ks = }C{l.lp} = {(T,‘,T‘-P) I i= 1:" * 1hr}-
2. N(eo) =1, dann ist |c) /ck]| < 2.

Da alle Einheiten aus U der Form ¢ = €™ mit n gerade schon in U; liegen, ist
d = |U/U,| stets kleiner gleich 2.

(a) d ist genau dann gleich 1, wenn eo = €€ fiir eine Einheit ¢ € K. Wir kénnen
Ks = K{1,,) wie im ersten Fall definieren.
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(b) Ist Fall (a) nicht erfiillt, so definiert das Element eof; eine zu C¢; micht iso-
morphe prinzipale Polarisierung auf der Abelschen Varietiit A(@.;) vom selben
Typ. Damit ist

Ke = K10} := {(7,77), (eomi, (e0m:)¥) | i = 1,--+, h'}.

Als Zweites miissen wir ein Vertretersystem K% = K{1,5) aller nicht isomorphen prin-
zipal polarisierten Abelschen Varietiten vom CM-Typ (K,{1,%}) konstruieren.

Satz 4.5 Es sei (K,{1,¢}) der in Proposition 4.1 konstruierte geeignete C M -Typ und
€0 > 0 eine Fundamentaleinheit von Ko. Es sei {ry,...,7} ein Reprisentantensystem von
cx mit Im(7;) > 0 und Im(7f) < 0. Fir hy := |cx/c}| = 2 bezeichne {rl,..,7is} ein
Vertretersystem von ci — cx mit Im(7}) > 0 und Im(7/?) < 0. Wir setzen

Kag = {(eomi, (e0m)?) |i=1,--- ,h'} falls N(eo) = —1,

Kag = {(#h,7®)|i=1,---,h'} falls hfy = 2,d = 1,

Kagy = {(th7%),(eor!,(e0m!)?) |i=1,---,h'} falls k) = 2,d = 2,
Kngy = {} fallshy=1.

Dann ist K{; ;) ein Reprisentantensystem aller nicht isomorphen prinzipal polar:-
sierten Abelschen Varietiten vom CM-Typ (K,{1,}).

Beweis:

1. N(En) =-1

Es ist €9 > 0 und e§ < 0, auBerdem fiir & := & ist Im(&) > 0, Im(€;)® > 0, also
Im(&)? < 0. Multiplizieren wir & mit eo, so gilt Im(eoé;) > 0, und Im(eo&;)? > 0.
Damit ist
Kg = }C{l.ﬁ} = {(A(af,-),sof,') I i= 1,- "1h’}
= {(SOTI')(EUTI')\E) I i= l: 3 ”:h’}
ein Vertretersystem aller nicht isomorphen prinzipal polarisierten Abelschen
Varietéiten vom CM-Typ (K,{1,5}).

2. N(eo)=1==[ck:cg| <2
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In diesem Fall ist die obige Konstruktion nicht méglich. Der CM-Typ (K,{1,p}) ist

nicht Ok geeignet. Das heifit, es gibt keine prinzipale Polarisierung C¢ auf A(Og)
vom CM-Typ (K,{1,¢}).

(a) Falls cx = ¢, so gibt es auch kein anderes Ideal @ in cx, so daB es zu A(a)
eine prinzipale Polarisierung vom CM-Typ (K, {1, $}) gibt.

(b) Anderenfalls ist |cx/cl| = 2. Es sei nun {7{,...,7},} ein Vertretersystem von

¢k — ek mit Im(7{) > 0 und Im(7/%) < 0. Dieses gibt es, weil fiir das Element
& = %&% > 0 wegen a,,‘_:fl.,’; = (a;) und A ¢ ci gilt:

af <0, also Im(7/%) < 0.

In diesem Fall ist ¥ < 0 und 9% > 0, so daB wieder nach 3.21 &; := (yad)™1,
d.h.

& =—((n - 7)w-w*),

eine prinzipale Polarisierung auf A(@,;) definiert. Dann ist

K = Kpg ={(A(a),&)|i=1,---,h'}
= {(#H, 7)) |i=1,--- W} falls g € U;

}C"' = K{l.iﬁ} = {(A(a‘l':)'lfl)! (A(a'r:)’el]e:) l t= 11"':}"}
= {(T:!T;@)v (eﬂfgfl (EUT;)‘B) | i= 11' . 'nhr} falls €o ¢ Ul

ein Vertretersystem von micht isomorphen prinzipal polarisierten Abel-
schen Varietiten vom CM-Typ (K, {1,3}). O
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Unser Ziel besteht darin, ein Vertretersystem aller nicht isomorphen prinzipal polari-
sierten Abelschen Varietiten A mit End(A) = Ok konstruieren, d.h. unabhingig von der
Wahl des Typs und damit unabhingig von der Wahl der Einbettungen. Hierzu miissen
wir fiir alle C M-Typen die zugehorigen Reprisentantensysteme konstruieren. Wir haben
fiir den Kérper K insgesamt vier verschiedene C M-Typen

(K!{l’ﬁp})v (K,{l,@}), (K,{p,9}), (K,{p,(,a}),

die wir mit (K, ®), (K,®'), (K,®), (K,®’) bezeichnen. Ist @; in ¢, so liegt auch das
komplex konjugierte Ideal @; in ¢k, also @; = @; fiir ein j € {1,-- -, h'}. Die Menge der
Isomorphieklassen von Abelschen Varietiten A(@a;) vom Typ (K,®) und vom CM-Typ
(K,®) sind gleich. Nach Definition der Riemannform sind damit auch die Mengen der
Isomorphieklassen von prinzipal polarisierten Abelschen Varietiten vom CM-Typ (K, ®)
und vom CM-Typ (K, ®) gleich.

Auflerdem gilt ®(a) = {(a,a*) | a € a} und ¥'(a) = {(«,a*) | « € a}. Definieren wir
B:=a* € a® = be cy,soist ¥'(b) = {(8,%) | B € b} = {(a®,a*") | a € a}. Falls
K /Q galoisch mit zyklischer Galoisgruppe, haben wir

o’ = &, so daB ¢'(b) = {(a*,a) | a € a}.

Damit sind natiirlich die Gitter ®(@) und ®'(b) squivalent. Also sind auch die Mengen
der Isomorphieklassen von Abelschen Varietiten A(@;) vom Typ (K,{1,¢}) und Typ
(K,{1,@}) gleich. Hiermit zeigten wir:

Proposition 4.6 Die Reprisentantensysteme K aller nicht isomorphen prinzipal polari-
sierten Abelschen Varietiten der folgenden C M -Typen sind gleich:

1. K = Kg und Ky = K.

2. Falls K/Q galoisch mit zyklischer Galoisgruppe ist Ky = K und Kg = Ks.
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In diesem Abschnitt haben wir zusammengefafit den folgenden Satz gezeigt:

Satz 4.7 Es sei (K,{1,¢}) der in Proposition 4.1 konstruierte geeignete C M-Typ und
€0 > 0 eine Fundamentaleinheit von Ko. Weiterhin sei {r1y.ey T} €in Reprdsentantensy-
stem von ¢ mit Im(7;) > 0 und Im(7f) < 0. Falls hly := |eg/ch| = 2 sei {r,.7} ein
Vertretersystem von ¢y — cx mit Im(1!) > 0 und Im(7%) < 0. Dann ist

Kaey = {(m7f)|i=1,---,h"} falls N(eo) = —1 odereg € Uy, dhd=1,
Kagy = {(778),(com,(eom)? |i=1,---,h"} fird = 2.

{(comi,(e0m)®) | i=1,--- A"} falls N(gq) = -1,

Kagy = {(#h7®)li=1,---,h'} falls hy = 2,d = 1,

Kagy = {(#,7%),(comh, (e0r!)?) |i=1,---,k'} falls by = 2,d = 2,

{ } falls b, = 1. \ Z )

1. K :=Kyy,4), falls K/Q galoisch und Gal(K/Q) zyklisch.

fa)
~—
-.-‘
€
—~

Il

a3
Py
s
3

Il

2. K:= K14 UK 5) sonst.

Dann ist K ein Reprdsentantensystem aller prinzipal polarisierten Abelschen Va-
rietdten mit Endomorphismenring Ok. Ist K primitiv, so sind diese prinzipal po-
larisierten Abelschen Varietiten die Jacobischen Varietiten von Kurven vom Geschlecht
2.
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4.3 Konstruktion der Periodenmatrix

Es sei wieder (K, {1,¢}) = (K, ®) der in Proposition 4.1 konstruierte geeignete CM-Typ
und @, = Ok, + 7Ok, ein Ideal in K mit 7 = %{g—, wobei Im(7) > 0 und Im(7%) < 0.
Wir zeigten Satz in 4.2, daB das Element ¢, eine prinzipale Polarisierung auf A(a,) vom
CM-Typ (K, ®) definiert. Nach Abschnitt 3.2 gibt es dann eine Z-Basis Qai,- -+, 04 VON

@, so daB

Be (®(ei), ®(a5)) = |

-1

Die Elemente 7w, 7,1, —w?¥ bilden offensichtlich eine Z-Basis von a,. Wir werden nun

0

zeigen, dafl diese Basis die symplektische Basis aus Abschnitt 3.2 ist. Wir erhalten durch

@((L,-):( TW T 1 —w"‘)

TPWY 1% 1 —w

ein Gitter in C2. Definieren wir zwei quadratische Matrizen

1 —w?
Ay = T und A, := v ,
TPWY ¥ 1 -w

so ist ®(a,) = A1Z? + A;Z%. Nach Konstruktion ist & - (7 — 7) = —(w — w*®)~! und
£f - (¥ — 7%) = (w — w¥)~1. Damit erhalten wir die folgenden Ergebnisse:

w— w?

E¢ (®(1),®(as)) = &w(T—7)+ Efw?(7¥ —7%) = ——= 1,

B (0(ea), #(a0) = —6wn(r =)~ Epu(re —r) = 20E
Be,(9(c), 8(as)) = &(7—7)+EX(T* —7%) = = =0,

Ee,(8(e1), 8(aa) = —ww?6(7 - 7) - wwPgE(F* — 1%) = —ww?—— =0,

B¢, (®(c1), ®(az)) = Eg(2(as),®(aq)) =0,

Be, (®(ei), B(e)) 0 und Eg (®(a), ®(aj)) = Ee,(®(a;), (),
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o B (0(a a(e)= G %)

a

Jetzt konnen wir die zugehorige Periodenmatrix aus der zweidimensionalen Siegelschen
oberen Halbebene bestimmen. Die Gitter

d(a,) = A\Z? + A,72 und A7 A7 + 72

sind dquivalent. Wir invertieren die Matrix .A; und erhalten

il 1 w —-w®
A T (w-w)\ 1 -1

und damit

2. _ e — WPT?
Qr.rv3=-Af1A2=_'1—((wT w? %) (wr w‘r)).

(w—w?) \ (wr —w*r?) (r—7%)

2, ¢ ist die Periodenmatrix der prinzipal polarisierten Abelschen Varietiit A(7) vom
CM-Typ (K,®) = (K,{1, ¢}). Es ist

det(Im(Srrv¢))

T (Im(wzr — w"’r")]’m(r —7%) — Im(wT — w"’r“')’)

—Im(77%)(w — w?) > 0.

1l

Damit liegt Q. ¢ in H, und der folgende Satz gezeigt.

Satz 4.8 Es sei (K,{1,p}) ein geeigneter CM-Typ aus 4.1 und A(t) = A(@,,&,) eine
durch Satz 4.2 definierte prinzipal polarisierte Abelsche Varietit vom CM-Typ (K,{1,¢}).
Dann ist A(T) als prinzipal polarisierte Abelsche Varietit zu C?/Q, ,0Z2 + 72 isomorph,
wobei

Qf.-ri’

. 1 (wir — w""r"’) (wr — w?T¥) )
o m (wT — w?T¥) (r—171%) '
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Wir werden jetzt fiir den einfacheren Fall D = 2,3 mod 4 die Isomorphismen genauer
beschreiben. Es ist Og, = Z+ v/DZ und damit

____1_( D(T - 1¥) \/E(‘r+'r‘°) )
~ 2D VD(r + %) (r—-17%) '

Transformieren wir 7 durch 7/ = :—H@ mit a, B,7,8 € Ok, und ad — By total positiv,
so transformiert sich die Periodenmatrix ;¢ durch die Matrix

s’?'1',?1’

a; CI'.2D bgD b]_

M= as @1 b] bz _ A B ’
Cz (5] dl dz C D
(5] CzD dzD dl

wobei a = a; + a;V/D, B =b; + bsvD, v =¢; + c2VD, § = dy + d2V/D. Es ist

A Qflf’ + B

Qf'.-,-fv — MQr'-,-v = Em.

Man kann leicht nachrechnen, da8 fiir a§ — By = 1 die zugehérige Matrix M in Sp(4,Z)
liegt. Bekanntlich sind die prinzipal polarisierten Abelschen Varietiten A(7) und A(7’)
vom selben Typ (K,®) genau dann zueinander isomorph, wenn es eine Matrix M €
Sp(4,Z) gibt, die die zugehorigen Periodenmatrizen durch Q10 = MQ, .o ineinander
transformiert. Ist die Norm der Fundamentaleinheit von Kg negativ, so zeigten wir in Satz
4.3

A(T") 2 A(7) < JA € PSl(0k,) mit 7’ = Ar.

Das bedeutet, daff die PSl3(Og,) Transformationen eindeutig den Sp(4,Z) Transforma-
tionen entsprechen.
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4.4 Bestimmung der Thetanullwerte

Im fiinften Kapitel wird gezeigt, daB die absoluten Invarianten einer prinzipal polarisier-
ten Abelschen Varietit A(7) vom CM-Typ (K,{1,¢}) spezielle Siegelsche Modulfunk-
tionen sind, die durch die zugehérigen Thetanullwerte dargestellt werden kdnnen. Wir
werden in diesem Kapitel angeben, wie man die Thetanullwerte beziiglich dieser C M-
Periodenmatrizen Q¢ explizit bestimmen kann. E. Hecke untersuchte schon 1912 der-
artige Reihenentwicklungen [He]. Damit kénnen die absoluten Invarianten einer prinzipal
polarisierten Abelschen Varietit A(7) analytisch berechnet werden.

Sei {2 € H, die Periodenmatrix eines Gitters in C2. Zwei Vektoren a,b € 372, den
Charakterisiken, ordnen wir eine auf C? holomorphe Thetafunktion mit Periodenmatrix
2,

19[:] :C? — C,

durch
J [:] (z:82) := E ezp(m(n + a)'Q(n + a) + 27i(n + a)t(z + b)) zu.
new?
Die positive Definitheit des Imaginirteils sichert die absolute und auf jeder Teilmenge von
C? gleichmiBige Konvergenz der Reihe [Mum II].

Man kann weiterhin zeigen, dafi auf Grund der Quasiperiodizitit der Thetafunktio-
nen die soeben definierten Thetafunktionen schon mit den Charakteristiken a,b € {%, 0}?
parametrisiert werden kénnen. Wir haben damit fiir jede Periodenmatrix 16 Thetafunk-
tionen definiert. Wir sprechen fiir z = 0 von dem zur jeweiligen Charakteristik gehérenden
Thetanullwert

9 [:] Q) :=9 [‘;] (0,9).

Fiir die Definition der Thetafunktion und ihre Eigenschaften vergleiche [Mum II]. Es gilt
folgende Proposition:

Proposition 4.9 Fiir a,b € %Z’,z gilt :
a - _ 4mia'b a
ﬂ[b]( z,fl) =e 0[!:] (z,9Q).

Damit ist

X [‘;] (0,2)#0 % 4ath = 0 mod 2. ]
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Von den 16 definierten Thetafunktionen sind damit genau 6 ungerade und haben The-
tanullwert Null. Wir fiihren die folgenden Bezeichnungen in Anlehnung an die Bezeich-
nungsweise von Otto Staude [Sta] ein:

vlzzﬂ[l OJ, vz:=19[1 0], v3:=19’-0 ! ; m::ﬂ[n 1]

00 10 10| 11
0 0] 0 0 [0 1] 0 1
=19 vg =1 vg5 =0 2 =1
Us [1 1-’ 0 [0 0]; 45 -0 0- Uss [U 1]

0 0] 00 10 11

=4 5 =1 3 =19 s =4
V43 [0 1- V21 [I 0] V2s [U 1] V24 [0 ll
1 1] 11 | 10

=4 , 3= ; =1 " =9
Y13 [1 0- V23 [0 0] V41 [1 l] Us1 [1 Il

Mit dieser Bezeichnungsweise sprechen wir von den 10 geraden Thetanullwerten vy, V3, Vs, Vg,
V45, V43, V21, V25, V23, Y41 Speziell fiir die im letzten Abschnitt definierte C M-Periodenmatrix

r r
2 = 2y +v haben wir fiir @ = (a1,a;) = (E.}, Ezz-)

(n+a)Qn+a)=

—1P(w? (n1 + @1)% 4 2 w¥P(ny + a1)(n2 + az) + (n2 + az)?)
w— w?

T(w?(ny + a1)? +2w(ny + a)(nz + az) + (ngy + az)g)
w—w®

+

7((n1 + a1)w + (n2 + a2))? — 79((n1 + a1)w® + (n2 + az))?

w— w¥

7((2n1 + @} )w + (2n2 + a3))* — 7%((2n1 + a})w? + (2n2 + d))?
4(w — w?)

102 — 1%0¥" | r ;
= ————— mit 0 € Ok,,0 = ayw + a3 mod 2
4w — w?®)
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Setzen wir )
wir¥

o TiT ' L
g := ezp( o —w?) _wp)) und ¢’ := ezp( o —w%) ww)),

so konnen wir die Thetanullwerte durch
a _ P =~
6[b] (Q)_ ., E’ :i:qo qf
o=a)w+a;mod2

als Potenzreihen iiber dem Korper K, darstellen. Das Vorzeichen ist jeweils positiv oder
negativ, je nachdem ob ezp(2ri(n + a)tb) gleich 1 oder gleich -1 ist. Dieser Ausdruck ist
natiirlich gleich 1, falls 2(n + a)tb = 0 mod 2 und anderenfalls —1. Der Ubergang zu
gewohnlichen Potenzreihen iiber Q ist durch

Ti(wPT — wr?)
4(w — w¥)

mi(T — 7¥)
4(w — w?®)

)

01 := qq' = ezp( ) und g5 := ¢“* ¢’ = ezp(

sofort wieder gegeben. Wir erhalten folgende zweidimensionale g-Entwicklungen:

1. D=2,3mod4

Q= GZP(%E‘—)) und ¢z = ezp(—w)

6[:] @)= X iggmreimte)

=0 1=(2n;+4})?D+

(2nz+a})?
2. D=1mod4
_wi(r —1%) _ .y mi((vVD = )7 + (VD + 1)r¥)
@ = ezp(w) und g = ezp( 8v/D )

o ny +a! )?+2(2n;+a! 2n3+a;
’ [:] @=3Y X gt vitmreine)
1=0 1=(2n; +af )2 252
+(2ng+a)?



Kapitel 5

Invariantensysteme fiir Kurven
vom Geschlecht 2

5.1 Invariantensysteme iiber beliebigen Kérpern

In diesem Kapitel werden wir ein vollstindiges Invariantensystem fiir eine Kurve vom
Geschlecht 2 herleiten. Zur Erforschrft‘fg dieser Invarianten benutzen wir die Theorie der
projektiven Invarianten von Binidrformen sechsten Grades. Man vergleiche hierzu insbe-
sondere die Arbeiten von O. Bolza [Bo II] und Igusa [Ig], die wesentliche Aussagen iiber die
Invarianten von Kurven vom Geschlecht 2 liefern. Falls die Kurve C iiber C definjert ist,
sind die ganzen Invarianten zweidimensionale Siegelsche Modulfunktionen. Bolza zeigte
schon 1887 [Bo II], dafl sie durch die zugeh&rigen zehn geraden Thetanullwerte dargestellt
werden konnen. Mit Hilfe dieser Darstellung kénnen wir schlieflich das Invariantensystem
einer Kurve vom Geschlecht 2, deren Jacobische Varietiit von einem gegebenen C M-Typ
(K,{1,¢}) ist, iiber die in Kapitel 4.3 bestimmte Periodenmatrix und in Kapitel 4.4 her-
geleiteten Reihenentwicklungen analytisch berechnen.

Es sei C eine iiber einem algebraisch abgeschlossenen Koérper K definierte projektive
glatte Kurve vom Geschlecht 2. Igusa zeigte in [Ig] S. 616, dafB es fiir beliebige Charakte-
ristik stets ein affines Modell der Kurve der Form

C:XY*+(1+aX +bX*)Y + X*(c+dX +X?) =0

mit Koeffizienten a,b,c,d € K gibt. Als projektive Kurve hat C eine Singularitit bei
Py, :=(0:1:0). Die anderen fiinf Weierstrapunkte der Kurve liefern die Werte von X,

64
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an denen die Gleichung in Y eine doppelte Nullstelle hat. Das sind die Nullstellen ay,...,a5
des Polynoms

f(z):=(1+aX +bX?) +4X*(c + dX + X?).

M bezeichne die Menge der sechs WeierstraSpunkte der Kurve ai,...,as und ag := P,
aufgefaBt als Punkte in P;(K). R R e

Da jede Kurve C' vom Geschlecht 2 hyperelliptisch ist, gibt es fiir char(K) # 2 ein
affines Modell der Kurve der Form y? = f(z), wobei f(z) ein normiertes quadratfreies
Polynom vom Grad 5 ist. M besteht dann aus einem Punkt P,, := (0 :1:0) der

ol

zugehdrigen projektiven Gleichung und den fiinf verschiedenen Nullstellen von f(=). ‘fo—u'-mk& 3
Zwei Mengen M, M’ aus je sechs Punkten iIWWor—

phen Kurven, wenn sie durch einen Automorphismus s € PGLy(K) von P, (K) ineinander
iiberfiihrt werden kénnen. Das ist genau dann der Fall, wenn die zu M bzw. zu M’ zugehori-
gen Binirformen sechsten Grades F(z,z) = [[{_,(z — a;z) und F'(z,z) = [T, (z — a!z)
projektiv dquivalent sind.

Eine ganze Invariante von C ist eine Funktion J auf der Menge aller 6—elementigen
Teilmengen von Py(K), die nur von den PGL,(K) Bahnen abhiingt. Damit ist jede in den
a; symmetrische Funktion der Form

i o= E(a,- —a;)(a —ax) - (an — ap) mit 4,5,1,k,n,p... € {1,..., 6},

in der jedes a; fiir 1 = 1,...,6 in jedem Produkt (a; — a;)(a; — ag)---(an — ap) genau
m-mal auftritt, eine ganze Invariante vom Grad m (vgl. [Ig] S. 620). Der Fundamentalsatz
iiber symmetrische Funktionen besagt, da man die Summanden von I,, als Polynome der
Koeffizienten der Kurvengleichung rational darstellen kann.

Kiirzen wir (a; — a;) durch (ij) ab, so definieren die folgenden Ausdriicke die ganzen
Invarianten der Grade 2,4,6,10 einer Kurve C' vom Geschlecht 2 (vgl. [Ig] S. 620).

(1) Iy =) (12)%(34)*(56)

Summiert wird iiber die Produkte, die man aus (12)%(34)%(56)?
durch Operation der 15 Transpositionen-Tripel (i5)(i'5')(i"5")
mit {i,7,#,7,#",5"} = {1,2,3,4,5,6} erhals.
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(2)  Is =) (12)%(23)%(31)% (45)%(56)%(64)?

Summiert wird iiber die Produkte, die man aus (12)?(23)%(31)2 (45)%(56)%(64)?
durch Operation der zehn Paare von 3-er Zykeln (ijk)(i'j'k’)
mit {7,5,k,7,5',k'} = {1,2,3,4, 5,6} erhilt.

(3)  Is =} (12)*(23)*(31) (45)*(56)%(64)* (14)*(25)%(36)?
60
Summiert wird iiber die Produkte, die man aus

(12)*(23)*(31)? (45)*(56)*(64)* (14)(25)*(36)?
durch Operation der 60 Permutationen der Form (27k)(@'3' k") (il)(jm) (ko)
mit {7,5,k, 7,5, k'} = {1,2,3,4,5,6},{l,m, 0} = {5, k'} erhilt.

(4) Lo = JJG4)>

i<j
Sei char(K) # 2 und C eine Kurve vom Geschlecht 2 gegeben durch
C:y*=2°+ iz + foz® + faz + faz + fs.
Es ist ag = P, so konnen wir (a; — ag) = —1 fiir alle i setzen. Damit gilt:

1. I =6f7 —16f, fs + 40

2. Li=4(f1f2 —3fof2 —3fi fafa + 9f2 fa+ frfsfa —20f2 + 12f3 fs — 45 f1 fofs +
75f3fs)

3. Ie = —2A—AfIFf{+ 121 f3+ 123 f3 =38 fofo f3 + 18 f5 + 122 3 fa — 36 1 fu—
38f fafsfat 1191 13 fafa— 1411 f3 fa— 13 fo f2 fu+ 184 f2 —13f2 f, f2— 882 f2 —
32f1 faf§+160f3 —3013 12 fs+99f1f3 fs+80fL fafs — 246 f2 fo ffs — 165 f2 fa fs +
320 f1 f3 fs — 30817 fafs + 930 f1 f2fafs — 800 fafofs + 450 f2f2 — 1125f2f§)

4. he = IRRR —ARKRR —ARRR + 18ALF;1F — 21fif2 — Af 313 +
16 f; f3+1815 fofafi—80f1f3 fafi —6 f2 f3fi+144f2f2 5 — 27fff4+144fffsz—
lggfff:—192f1f3ff+255ff—4f12f§ sfs+ 165 f3 fs+ 16 f2 fafs— 12111, sfs+
108f5 fs + 18f2f3 fafafs — 123 fsfafs — 80f3 f2f2 fafs + 356f1fz fifafs +
24 f2f3 fafs — 630f215 fafs — 6 f2f2f2 fs + 24f1f3fifs + 144 fL faf2 fs —
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T46 12 f2f3f2 fs +560 f7 fsf3 fs + 1020£, f2 f2 fs — 361313 fs + 1601, f, s fs — 1600
Fsfifs — 211 f3 2 + 108f5£2 + 1443 f2f 2 — 630f, f3 o2 — 1281 f3f¢ +
56017 f2f3 f2 482517 £3 f3—900 f1 £3 f2—192 fA 2 fu f2+1020 f2 £2 £, 12 —900f3 fafe+
16017 fs fafg —2050 £ fo fa fa f2+2250 2 fu f2 50 f2 £2 f24+2000 £, f2 £2 +256 f7 f§—
160012 fof3 + 22501, £33 + 2000 f2 fof2 — 3750f, £ £3 — 2500f, fo 2 + 312512

Werten wir die ganzen Invarianten I, ..., I;o an dem universellen Modell in den Koef-
fizienten a,d, ¢, d aus, so kénnen wir in dem Ausdruck von I, die Zahl 23, von I die Zahl
22, von I die Zahl 23 und von Iy die Zahl 2!2 ausklammern. Da demnach alle Invarian-
ten modulo 2 verschwinden, sind diese Invarianten fiir char(k) = 2 ungeeignet definiert.
Da auch I1p = 0 mod 2 sind keine absoluten Invarianten definierbar. Wir korrigieren die
Invarianten um diese Faktoren und erhalten folgende Kongruenzen modulo 2.

273, = a?b® mod 2

272, = a*®* mod?2
273l = a%° mod?2
272, = 1 + ac+be + a(b + be + be + be) + a(be + d) +

a®(1 4 be + b%d + b'ed) + a*(b® + ¢ + 85¢? + b4d?) mod 2.
Wir definieren uns also neue ganze Invarianten durch
Jp =270, Jyi=272, Jo:=2"30, Jio:=2"12L,.

Aus der Klassischen Invariantentheorie von Binirformen sechsten Grades folgt (vgl. [Ig]
5.622), daB sich jede ganze Invariante vom geraden Grad als Polynom in Jy, Jy, Jg, J1p mit
rationalen Koeffizienten darstellen li8t. Igusa zeigte in [Ig] S.632 den folgenden Satz:

Satz 5.1 Zwei Kurven C und C' vom Geschlecht 2 sind genau dann isomorph, wenn es
einr € K* gibt, mit Jy; = v¥J}; firi=1,2,3,5.

Der Quotient von ganzen Invarianten gleichen Grades heifit absolute Invariante von C.

Damit ist jede Funktion j der Form
_‘,'. = J;a.}:‘ J;S Jfaa mit — 5810 =e2+ 284 + 383

eine absolute Invariante von C. Da —5e19 = e3 + 2e4 + 3eg haben wir

J3Js.,, J2Js

J1o 4 J1o e

: J25 €10 —€4—€g
J T (J],O) (
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Weil die Diskriminainte stets ungleich Null ist, haben wir Jyip # 0, so da diese Quo-
tienten fiir alle Kurven definiert sind. Fiir J; # 0 erzeugen die drei absoluten Invarianten

5\ T3 T4

v B J2Js
= (Jm)’ Ja=( Tro

Jlﬂ

):j:!:( )

alle absoluten Invarianten. Fiir den Sonderfall J; = 0 fiihren wir noch drei weitere absolute

Invarianten ein. ; £
o Jadg. . _ Jy . Jg
34 - ( J]_D b} Js - (Jfo )'J 33 . J‘?D)-

Damit gilt

Satz 5.2 Falls J; und J; ungleich Null sind, so sind die Kurven C und C' genau dann
1somorph, wenn die a!?}vluten Invarianten j; = j! firi=1,2,3 gleich sind. \ ]

Beweis: Fiir r = 1/J5(J3)~! haben wir sofort Jp, = r™Jy, fiir m = 2,4,6,10, so daf
der Satz 5.1 die Isomorphie liefert.

Satz 5.3 Es sei C eine iber einem alimischen Zahlkorper K definierte Kurve vom Ge-
schlecht 2. Die absoluten Invarianten von C sind genau dann ganz, wenn sie iberall po-

tentiell gute Reduktion hat. . . :
M \LU \:\}‘H«-‘ Q Y "‘J"*-‘ v 1

Beweisskizze: Bekanntlich findet man imtilér einen endlichen Erweiteru:‘?éirper K'
iiber K und ein Modell C’ iiber K’ mit f/(z) in Og[z]. Die ganzen Invarianten von C’
sind Polynome in den Koeffizienten a,b,c,d und damit ganza.lgebraisMé;hleu. Jetzt hat
nach Definition C iiberall potentiell gute Reduktion, wenn C’ gute Reduktion modulo
jedem Primideal P hat. Das ist genau dann der Fall, wenn die Diskriminante und damit
Jio in O%, liegt. Also sind die soeben definierten absoluten Invarianten ganz in K’ und
damit auch ganz in K. Die umgekehrte Richtung ist sehr viel schwieriger zu zeigen, einen
Beweis findet man in [Ig] Lemma 5.

Satz 5.4 Sei C eine Kurve vom Geschlecht 2 mit der Eigenschaft, daff der Endomorphis-
menring threr Jacobischen Varietit Jo dem Ring der ganzen Zahlen eines CM-Kdorpers
vom Grad 4 iber Q entspricht. Das heifit, Jo bzw. C hat kompleze Multiplikation. Dann
hat Jo 1berall potentiell gute Reduktion.

Fovak



KAPITEL 5. INVARIANTENSYSTEME FUR KURVEN VOM GESCHLECHT 2 69

Beweisskizze: Es sei A eine iiber einem algebraischen Zahlkérper K definierte Abel-
schen Varietit, dann gibt es nach dem Satz von Grothendiek (vgl. [B-L-R] ) einen endlichen
algebraischen Erweiterungkérper L iiber K und ein semistabiles Modell A’ iiber L. Fiir ein
Primideal P bezeichne A;, das reduzierte Gruppenschema und A"O'p das Gruppenschema,
dafB gleich der Zusammenhangskomponente der Identitit von A;, ist.

Das heifit dann: A’ hat entweder gute Reduktion modulo P oder es gibt einen Torus
T, eine Abelsche Varietit B und eine injektive Abbildung

i : End(A},) — End(Ayp,) gibt,
so daf} die folgende Sequenz exakt ist:

0—T— Ay, — B, — 0
Damit gilt: End(45,)®Q = End(T)®Q ® End(B,)® Q

QdimT @ End(B,) ®Q
also Zen(End(Ap,)® Q) = QT @ Zen(End(B,)® Q)

IR

Fiir dimA’ = 2 und K = Zen(End(A') @ Q) primitiver C M-Kérper gilt :

1. Falls dim(T') = 2,d.h. dim(B,) = 0,
so ist K = Zen(End(A') ® Q) C Zen(End(A}) ® Q), wobei Zen(End(4},) ® Q)
injektiv nach Zen(End(Ap,) ® Q) = Q? abgebildet wird.
Das ist natiirlich fiir |K : Q| = 4 nicht méoglich.

2. Falls dim(T) = 1,d.h. dim(B,) = 1,
so kann K = Zen(End(A’') ® Q) injektiv in einen der beiden Summenden Q @
Zen(End(B,)®Q) abgebildet werden. Da dim(B,) = 1, ist B eine elliptische Kurve,
d.h. Zen(End(B,) ® Q) ist ein imaginirquadratischer Zahlkérper Q(v/—d). Da ein
Korper vom Grad 4 iiber @ nicht in einen Kérper vom Grad 2 iiber Q eingebettet
werden kann, ist auch dim(T') = 1 nicht moglich.

3. Dadim(T) < 2, folgt T = 0.

Damit hat A’ gute Reduktion mod P, d.h. A potentiell gute Reduktion mod P. O
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Bemerkung 5.5 Die absoluten Invarianten einer Kurve C vom Geschlecht 2 definiert
iber einem algebraischen Zahlkérper K mit komplezer Multiplikation sind ganz, wenn fir
alle Primideale P die Jacobische Varietit Jo = Jo mod P wieder eine prinzipal polari-
sierte Abelsche Varietit der Dimension 2 ist. Nach dem letzten Satz ist Jo eine Abelsche
Varietit der Dimension 2. Ist J¢ fir ein Primideal P nicht prinzipal polarisiert, so ist
sie als Abelsche Varietit isomorph zu dem Produkt von zwei elliptischen Kurven [We]. In
diesem Fall ist Jig = 0 mod P und C zerfillt in diese zwei elliptischen Kurven. Sei [[ P
das Produkt iiber alle solche schlechten Stellen, so liegt J1g in [ P.

5.2 Invarianten reprasentiert durch Thetanullwerte

Ist eine Kurve C' vom Geschlecht 2 iiber C definiert, so ist ihre Jacobische Varietit Jg(C)
als prinzipal polarisierte Abelsche Varietit isomorph zu dem durch die zugehérige Peri-
odenmatrix ¢ € H, definierten Torus

Jo(C) = C? /7 Q¢ + Z72.

Zwei iiber C definierte Kurven C,C’ vom Geschlecht 2 sind genau dann zueinander iso-
morph, wenn ihre Jacobischen Varietiten J¢(C) und Je:(C) als prinzipal polarisierte Abel-
sche Varietiten isomorph sind [We]. Das ist wiederum genau dann der Fall, wenn

Qo = MQ¢ fiir M € Sp(4,Z).

Die Invarianten von C/C sind damit zweidimensionale Siegelsche Modulfunktionen.
Schon Bolza zeigte 1887 in [Bo II], wie die Invarianten durch die Thetanullwerte der zu-
gehorigen Periodenmatrix dargestellt werden konnen. Mit den Bezeichnungen aus Kapitel
4.4 und mit Bolzas Aussagen konnen wir die Darstellungen fiir unsere ganzen Invarianten

entwickeln.
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Wir definieren zunichst die folgenden Modulformen der Grade 4,10,12,16:

71

Definition 5.6 1. hy:= Y 1gva  Summation iber alle zehn geraden Thetanullwerte

2. hyo:=[l1ova  Produkt iiber alle zehn geraden Thetanullwerte

e 4
3. hya := (”0”1”21”23”25”41)4 + (Uovzxvzsvzsﬂsvis)" + (v1v23v25V3V41 V45)

+ (v1v21v25v3v43045)* + (Vov1v21V41043v45)* + (VoV23V3V41 VzV4s )t
+ (vov1v21v3v41v5)? + (vov1v23v3vVa3Ys)? + (v1v23v25v41v4305)*

+ (v21v25v3v41v4305)* + (Vov21v23v25v45v5)* + (vov1v25vsv455)*
+ (”nvzaﬂsﬂnwsvs)" + (”1”21”231’4304505 )4 * (ﬂoﬂzsﬂuﬂﬁﬂﬁ% )4
Summation iber die 15 Komplemente der Gépelquadrupel

. h1g 1= v3(vov1v21v23055v3v41 )* + v] (Vo1 V21V23V25v3va3)* + V2, (VoV21 V23025 VaV4; Va3 )
+ via(”ﬂ”l”21”23”25”41”43)4 + v (v V23V25V3V41V45 )" + v3; (V1210232503041 v45)*
+ v (Vov121v253va3va5)* + v34(v1V21 V23025V va3v45)* + 24 (Vo V1 V21 V23041 V43045 )?
+ v35(vov1v21 V25041 V43va5)* + V3 (vov1V23v3V41V43v45)* + v21(VoV21 V23341 Va3vs5)*
+ v35(Vov23v25U3v4143045)* + v3 (Vo1 v21V3v41Va3vs5)* + V2 (V1V21V25V3V41 Va3 L5 )
+ v3a(v1923025v3v41v43v45)* + 35 (Vo1 V21 V23025041 v45)* + 35 (V0212325 V343 v45)
+ v33(V0v1021V23v34105)* + v35(Vov1V21V25V3Va1V5 )t + V3 (Vo1 V21 V23V3 V4305 )t

=+ ”35(1’0”1”23”25"31’43”5 )+ ”{2) (vov1 V23025041 V4305 ) + ’0-3»1 (v1v21V23v25V41 V4305 )*

+ Uﬁ(ﬂoﬂnﬂzsﬂsvuwavs )+ ‘Uf (v1v21v2503V41V4305)* + Ug:;(1?:!114‘23”25"»'31?-11‘11'43‘0'15)'l

+ v3(v1v23v2503v41v43v5)* + v3; (Vov1 V23034104305 )* + vI5(vov1v21 Vave1 Va3V )*

+ ‘Uf (Vo121 V23V25V45V5 )‘ 5t 1-’%1(1?0'01 t1'211»‘25‘031-'45‘05)"l + U%:;(”oﬂl”zavzsvawsvs)“

+ v3(vov21v23025V3v45v5)* + V3 (Vov21V23V3V41v45V5)* + v3(v1021v23V343 V4505 )

+ vés(vnvzsvzsvavumvs )4 + vﬁ; (‘Unvnvzsﬂzsvuvﬁvs )‘1 + vfl(voﬂxvzsvsvu V45V )‘1
+ v3(vov1v21 1?:23‘043‘%1.5‘05)'l + Ugs(ﬂﬂlzl‘l’zavzswsvﬁ‘vs ) + ‘U§ (v1v21023v3V43v45v5)*

+ ”f(ﬂuﬂw:swlwsws”s )4 + ‘”fl (‘l"ot’nvz:sv«uva:s11'45‘0'5)4 + ‘"g:s("o”zsﬂzsvuwwu%)‘
+ v3(vov25v3V41Va3vas V5 )* + ‘021 (V1021 V23v41V43v4505)* + v33(Vov21V23v25V43v4505)*
+ v33(vov1v25V3va3va55 )* + vE5(v21v2303v41v43v45v5)* + v5(vov1v21v3v41 V455 )*

+ v35(vov1v23V3v43va5Vs )* + V25 (V1V23V25V41Va3vas V5 ) + V3 (V21 V25V3 V41 Va3 VL5 VS )
+ "E(Uovlvzlvzavzsven Us )4 + Ug(ﬂovn 9231’25931’431’5)4 + 03(01”23”25”31’41%505 )4

4 2 4
=k UE(Ulvzlvzsvswqusvs)‘ + 03(90011’21”41”43”4595) + 5 (Vov23V3V41 V43Va5Vs )
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Mit Hilfe der Umrechnungstabelle von Bolza [Bo II] Seite 483, erhalten wir die fol-
genden Darstellungen fiir unsere ganzen Invarianten als Funktionen der zugehérigen The-
tanullwerte:

L(C/C) = 2°J3(C/C) = h12(Rc)/h1o(Qc)

I(c/C) = 22J4(C/C) = ha(Qc)
Is(C/C) = 23J3(C/C) = hm(ﬂc)/hm(ﬂc)
IIQ(C/C) = 212J10(C/CJ = th(QC’)

Zusammenfassung der Ergebnisse aus Kapitel 4 und 5:

Satz 5.7 Es sei ), v die C M-Periodenmatriz von Satz 4.8 einer prinzipal polarisierten
Abelschen Varietit A(T) aus Satz 4.2 vom geeigneten primitiven CM-Typ (K,{1,¢}) aus
Proposition 4.1. Dann kinnen die Modulfunktionen ji(7,7%) := ji(Qqrqe) firl = 1,...,6
tiber die Thetanullwerte mit Hilfe der in Kapitel 4.4 hergeleiteten Reihenentwicklung expli-
zit analytisch berechnet werden. Diese Werte sind die absoluten Invarianten einer Kurve
C vom Geschlecht 2 mit Jo(C) = C? /Sy e 2% + 72 = A(T).

Shimura zeigte [S-T], daB eine polarisierte Abelsche (A4,C) Varietit vom CM-Typ
(K,®) schon iiber einem endlich algebraischen Erweiterungskérper L von ky = K*ko
definiert ist, wobei ko der Modulkorper von (A4,C) ist. Wir konnen nun mit dem Hauptsatz
der komplexen Multiplikation 3.23 zusammen mit dem Satz 3.25 den folgenden Satz zeigen:

Satz 5.8 EsseiK; = Ky, = {(7,77)|i = 1, ...,d-h'} das in Kapitel § Satz 4.4 konstruier-
te Reprdsentantensystem aller prinzipal polarisierten Abelschen Varietiten vom geeigneten
primitiven CM-Typ (K,{1,¢}) und K3 = Ky, = {(Tj,f;?)li =1,...,d - h'} das Vertreter-
system zum primitiven CM-Typ (K,{1,¢}) aus Saiz 4.5. Falls K/Q galoisch und zyklisch,
so 1st nach Satz 4.7 K = K; = K4, anderenfalls 1st K = K1 U K,. Dann ist

H}(z) := H (z — (T, 7%)) € Kg[z] fiir 1 < 6,
(r,7?)EX,

Hi(z) = H (z — 51(,7%)) € Kg[z] fir 1 <6,
(rr®)eks

Hi(z) := H (z — ji(7,7%)) € Q[z] fiir I < 6.
(r,r¥)EX
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Beweis: Nach Konstruktion ist X; ein Vertretersystem von ¢k X U/U;. Wir zeigten
in Kapitel 3.3 Satz 3.25, daB Iz*/Hy* x Up/U; eine Untergruppe von cj x U/Uj ist. Nach
Satz 3.23 und (i) in 3.3 und 3.25 haben wir Gal(kj/K*) & Ix+/Ho = It [H3F x Uo/ Uy,
so daB die Polynome H}(2) fiir k = 1,2 und I < 6 Koeffizienten in K* haben.

Es sei p die Galoiskonjugation von K*/Kg, die der komplexen Konjugation entspricht,
und o eine Fortsetzung von der Galoiskonjugation von K3 /Q. Fiir I = 1,...,6 ist die Zahl
J = ji(r,7%) € kg (Satz 3.23) eine absolute Invariante der zugehérigen Kurve C' vom
Geschlecht 2 mit Jg(C) & C’/QT,,pzz + Z2. C ist schon iiber einem endlich algebraischen
Erweiterungskorper L von k§ definiert. Damit ist j eine Funktion der Koeffizienten f e
L der Kurvengleichung und j = j# bzw. j° Funktion der entsprechenden konjugierten
Koeffizienten ff, f7. Das heiBt, j* ist die entsprechende absolute Invariante von C”? und
7% von C”. Betrachtet man die g-Entwicklungen aus Kapitel 4.4, so sieht man leicht, daB
i(7,7%) = j(—7,—7%), also j(A(7)) = j(A(7)) ist. Das Ideal @s liegt allerdings auch schon
in ¢, so daff damit die Koeffizienten von dem Polynom Hf(z) fiir k = 1,2 schon in dem
dualen reellen quadratischen Zahlkérper Kj liegen.

Betrachten wir jetzt die Menge aller prinzipal polarisierten Abelschen Varietiten mit
Endomorphismenring O, so sind darin natiirlich auch die beziiglich & konjugierten Va-
rietiten enthalten. Wir haben damit beziiglich eines vollstéindigen Reprisentantensystems
K ein Polynom in Q[z]. ]

Fiir die Konstruktion geeigneter Kurven miissen wir diese Polynome explizit analytisch
zu berechnen. Nach Satz 5.3 hat das Polynom H;(z) ganzzahlige Koeffizienten, wenn die
zugehorigen Kurven vom Geschlecht 2 mit Enddomorphismenring O iiberall potentiell
gute Reduktion haben. Nach Bemerkung 5.5 liegt die ganze Invariante Jyo dieser Kurven
in [[P dem Produkt der schlechten Stellen. Die Primzahlen p mit P|p koénnen dann
nach Definition der Invarianten im Nenner der Polynome auftreten. Leider benétigen wir
aber fiir die Reduktion der Polynome deren Ganzzahligkeit. In vielen Beispielen sind diese
Polynome auch schon ganzzahlig, anderenfalls kann man noch versuchen den Nenner durch

Probieren zu finden.



Kapitel 6

Algorithmus und Beispiele fiir g=2

6.1 Der Algorithmus

Teil A: (Suche einer geeigneten Gruppenstruktur)

1. Wir wihlen uns einen primitiven C M Kérper K vom Grad 4 iiber Q, das heifit ent-
weder ist K /Q nicht galoisch oder zyklisch. Der total reelle Teilkérper Ky soll Klas-
senzahl 1 haben. Weiterhin berechnen wir eine relative Ganzheitsbasis von K/Kj
in der Form, daB O = Ok, + 7Ok, und Im(n) > 0 ist. Zuletzt konstruieren wir
uns einen geeigneten CM-Typ (K,{1,¢}). Hierzu wihlen wir eine Einbettung ¢
von K nach C mit Im(n¥) < 0. Dann gibt es nach Proposition 4.1 eine prinzipale
Polarisierung auf A(Og) von diesem Typ.

2. Wir suchen eine Zahl w € Og, deren 4 konjugierte w; fiir ¢ = 1, ..,4 echt verschieden
sind, mit w@ = p fiir eine Primzahl p ~ 10?°, so daB es eine weitere Primzahl [ ~ 10%°

gibt, mit

(a) 1] T (1 - wi) =: N,

(b) 1| p* — 1 nur fiir & > 1000.

Dann ist w eine ’gute’ Weil-Zahl fiir p in der von Adlemann und Huang in [A-H]
definierten Bedeutung. Dann gibt es nach Satz 11 in Kapitel 5.5 in [A-H] eine iiber

Fp definierte prinzipal polarisierte Abelsche Varietit A, die fu(1) = [T, (1 — w;)
Fp-rationale Punkte hat.

74
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Teil B: (Konstruktion der zugehdrigen Kurvengleichung iiber Fp)

1. Wir berechnen zu dem Kérper K in Kapitel 4 Satz 4.7 konstruierte Reprisentanten-
system K aller prinzipal polarisierten Abelschen Varietiten mit Endomorphismen-
ring Ok . K besteht aus Zahlenpaaren (7;,7}) mit I'm(7;) > 0 und Im(1}) < 0.

K ={(r,m)lj <2-d-K}

2. Wir berechnen jetzt analytisch mit ausreichender Genauigkeit die zehn geraden The-
tanullwerte und anschlieflend die Invariantensysteme beziiglich der Vertreterpaare
aus IC. Das heifit, wir berechnen

Ji(r,7") := 51(Q ) fiir alle Paare (7,7') € K und fiir [ = 1,2,3,4, 5, 6,

wobei die Matrix (2, in Kapitel 4.3 Satz 4.8 gegeben und die Reihenentwicklung
der Thetanullwerte in Kapitel 4.4 hergeleitet wurde.

3. Anschlieflend werten wir die zugehérigen Polynome aus Satz 5.8

H(z)= ][ (=z-al(r,7"))€Qlz] aus.
(rr')exk
Falls Hi(z) ¢ Z[z], suchen wir mit kleinen Primzahlen den Nenner ab. kénnen wir
den Nenner n so herausfinden, so setzen wir Hi(z) := n* Hi(z) und modifizieren die
Invarianten.

4. Wir reduzieren das Polynom H}(z) = Hi(z) mod p, wobei p die in Schritt 2 gefun-
dene Primzahl ist.

5. Fiir geeignete Nullstellen j7 von HP(z) ist das Tripel (j?,59,79) das Invariantensy-
stem einer Kurve vom Geschlecht 2 iiber FF,. In diesem Fall gibt es Koeffizienten
fi € Fp, die das Invariantengleichungssystem losen und somit entweder Koeffizienten

der gesuchten Kurve C oder der zu ihr getwisteten Kurve sind.

6. Zuletzt testen wir durch Multiplikation eines Punktes auf der zugehérigen Jacobi-
schen Varietit Jg(F,) mit der gewiinschten Ordnung N, ob C oder erst ihr Twist
die kryptographisch geeignete Kurve ist.
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Bemerkungen

1) Ein geeignetes Element w in Ok habe ich auf die folgende Art und Weise gefunden:
Man setze w = Z§=1 z;pi , wobet py,...uq eine Ganzheitsbasis von K iber Z ist. Durch die
Bedingung ww¥ = p = ww¥ erhalten wir die Gleichungen:

ww? — ww¥ = 0 und ww¥ + 0¥ = 2p.

Nun setze ich zwei der z; sinnvoll fest und inkrementiere die anderen solange, bis diese
beiden Gleichungen fir eine geeignete Primzahl p erfiillt sind. Anschliefend teste ich, ob
die Zahl []}-;(1 — w;) =: N von einer Primzahl I ~ 10%° geteilt wird und ob die Ordnung
k von | mod p gréfer als 1000 ist.

2) Eine schnelle algorithmische Berechnung eines Relativbasis-Reprisentantensystems
wird zur Zeit von Herrn Sachar Paulus itm Institut fir Ezperimentelle Mathematik er-
forscht. Generell sind aber Algorithmen fiir die Berechnung einer absoluten Ganzheitsbasis
bekannt, aus denen kann man dann anschliefend Relativbasiszahlen berechnen.

3) Wir zeigten in Satz 3.25, daff die Idealklassengruppe Ix+/Ho aus 3.23 dem Haupt-
satz der komplezen Multiplikation ein Reprdsentantensystem liefert, welches das Vertre-
tersystem Kg als Teiler enthdlt. Es genigt daher eigentlich, wenn man iber diese kleinere
Klassengruppe geht. Es ist allerdings sehr viel komplizierter, hierfiir ein Vertretersystem
zu bestimmen.

4) Die Berechnung der Invariantensysteme ist nur ein rechentechnisches Problem und
hdngt von der gewdhlten Genauigkeit ab.

5) Gréfere Schwierigkeiten macht das Losen des nichtlinearen Gleichungssystems zu
gegebenen Invarianten. In meinen Fillen nahm ich den Buchbergeralgorithmus zur ﬁ'ecb-
nung einer Grébnerbasis zur Hilfe. Beispielweise ist in dem System ’Maple’ ein Algorith-
mus implementiert, der mit Hilfe des Buchbergeralgorithmus die Lisungsmenge -leider nur
iber Z - liefert.
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Im ersten Schritt suchen wir einen primitiven C M-Koérper vom Grad 4 iiber Q. Wir
zeigten, daB K iiber Q entweder nicht galoisch oder zyklisch sein muff. Um dies zu iiber-
priifen, verwenden wir folgende Kriterien:

1. Sei 1 # o € Gal(Ko/Q). Fiir Ko = Q(v/D) ist o(v/D) = —v/D. Wir haben
K = Ko(+/a) fiir ein quadratfreies a € Ko und definieren so & als die Fortsetzung
von o auf K mit &(y/a) := —+/o(a). Bekanntlich ist K/Ko genau dann galoisch,
wenn 1?)- = ¢? fiir ein Element ¢ € K.

2. Sei nun K/Q galoisch und o(a) = g%a fiir ein ¢ in K, so gilt

5%(va) = 6(—\/o(a)) = 5(—\/aq?) = #(-qv/a) = —a(g)(—\/o(a)) = o(q)av/a.
Also ist:

(a) Gal(K/Q) X Z/2Z x Z[2Z <= 6% = id <> a(g)g = 1,

(b) Gal(K/Q) X Z/4Z <= 6% = p <= o(q)g = —1.

6.2 Beispiele

Beipiel 1:
Teil A: (Suche einer geeigneten Gruppenstruktur)

1) Wir setzen

Ko = Q(v2) ist total reeller Teilkérper mit |cx,| = 1,
K = Kova)mita=—(2+ v/2) ist CM — Korper mit Klassenzahl |cx| = 1,

Ok = Ok, +70k, m.itn:i\!?-}-ﬁ:ﬁ,
Ok, = Z+ V2Z mit Fundamentaleinheit e = 1+ v/2 d.h. N(go) = —1.

¢ sei die folgende Fortsetzung der Galoiskonjugation von Ko/Q :
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= —va¥ = —i‘\/? — ‘\/§

Damit ist (K, {1, ¢}) nach 3.15 ein geeigneter C M-Typ, d.h. zu diesem Typ gibt es prinzi-
pale Polarisierungen. 7 ist geeigneter Reprisentant der Idealklassengruppe cx = ck. Das
Element &, = —((n—n*)(2v/2))~! definert nach Satz 4.2 eine prinzipale Polarisierung Eg,
auf A(Og) = A(n). Weil aa® = \/27 ein Quadrat in Ky ist, ist K/Q galoisch. AuBlerdem

ist

a 2

a* ~ N(a)
so dafi K'/Q zyklisch ist. Damit ist K ein primitiver CM-Korper, so dafi C?/Z%Q,, e + 72
die Jacobische Varietit einer Kurve vom Geschlecht 2 ist.

=3+42vV2=¢2 und N(g) = —1,

2) Wir setzen w = 21 + z2v2 + 1/2 4+ \/5(33 4 z4\/§) und erhalten

wo = (21 +22V2)? + (2+ V2)(25 + 24V2)? = p,
wfw? = (:1 - Igﬁ)z + (2 . \/i)(zS - z{ﬁ)z =P

alsop = 2?4223 + 222 + dz3z4 + 422 und 0 = 22,2, + 22 + dzgzy + 2z3.
2 4 2 2
Setzen wirz; = Bt 323:4 Ty € Z, so mufl zz = 0 mod QV e,
2
2
zBz; = 1und z3= 2)3.150 Tz = —% = —(2 + 424 + 2z3).
Damit haben wirp = 14 + 2424 + 24z2 + 8z3 + z§.
4
Es ist N::H(l—w;):1+al+a2+a1p+p2mit
i=1

= —4z; = 4(2 + 4z4 + z2) und a, = 422 — 8 + 2p.

Il

a

Wir erhalten zum Beispiel fiir z4 = 111387 die Zahlen:

P 153946287550700989943
|[Je(Fp)] = N =4-1, =4-5924864864570868647934186550539174412679,
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|[Je(Fp)] = 14a3+az+a;-p+ p? und
IC(Fp)l = 1+ ay+p=153946287600331027220 mit
a; 49630037276 und ap; = 923677725105689354922.

Wir faktorisieren I,
I = 2 %3049 x 971607882022116865846865619963787211.

Die kleinste Zahl k mit I, teilt p*—1 ist die Zahl 971607882022116865846865619963787211.
Wir haben also eine geeignete Punktegruppe gefunden.

Teil B: (Konstruktion der Kurvengleichung)

1) Wir haben nach Satz 4.4 K = {(n,7*)}. Beziiglich der Matrix £, ,» werten wir mit
ausreichender Genauigkeit die zehn geraden Thetanullwerte, dann die ganzen Invarianten
und schliefilich die absoluten Invarianten aus. Diese sind ganzzahlig. Wir erhalten:

g=
0.598645260106079354715346787209369833533376790591270760100304883470947521441
2584374611205332344706238380243796291761135065214642202153512266506322255
0838951468481684233018413575044853701335322403661308569479120353243054714
69406720188193147921058418796959527985

g =
0.808538314444288240343427042180133759398943868028129059969764979603190026751
0821049463425763158181865948951501080636822005847470637927073912506102065
1753017313127547649352281877619169446503624975787936490257374656917576503
378192005670840432576053082175535632388

Jy =
2.67401867304433865730093929887878479447379592060159393747525598477708359
632054062993530647795274233250957372157778757484111411597161621552386862
318843461019381857394999665936357219090300487593834683384640412654221200
69985209951017247197510072168328586G8782556



KAPITEL 6. ALGORITHMUS UND BEISPIELE FUR G=2 80

Jy =
1.76552490463945820348614440686766596190986995321664394899364546530182883
25730177130736232617115287597120936200539749645254536617523113586920135
31447754632642391791231014545746186542582559079304799697041574288689871
842326834076035201056374532385297681654304918

Js =
6.50455304198457038867866914324296640326871783756158982070131600663613891
462100707294712518068367347993238549822804724306483194620331001445644689
641575292822932540168332316665231860235223379057284107586091293692608697
91522780820204897635124684229352786495601

Jio =
5.95502206394577733372169695059350064264767261340242673833914620446078480
8471759504839504491263330285355877931985080969366074190376633411964266
8158190662690362959023258735195228858999921273359402550456196812204958
743259018585873258884721202983544876486128660210~7

1 = J3/Jio = 229582512

ja = J3 % Js/J1o = 56687040

js = J?xJg/J1o = 78102144

ja = JyxJg/Jyo = 19284480

js = Ji/JE = 48372940800000

je = Jg/Jip = 55136243389886361501696

2) Wir finden mit Hilfe des Buchbergeralgorithmus folgende Kurvengleichungen iiber
Z zu diesem Invariantensystem:

C:y? =z — 140c%2® — 240c®2? + 3810c*z + ¢°6928 mit ¢ € Z.
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Wir werten an dieser Kurve die ganzen Invarianten aus:

J, = ¢*33750 = ¢*2 3354, J, = 2281250000 = 824325°
Je = ¢c'%13078125000000 = 226335231, Jyo = ¢?°190734863281250 = ¢2°2 520

C: yz = 2% — 1560r%z® + 37920r°22% — 338040r%z + 10423047° mit » € Z.

J, = r%135000 = r*233%5%, J, = 84500000000 = r®28325°
Js = 22837000000000000 = r122123%51231, J,, = r20211520

Damit unterscheiden sich die ganzen Invarianten vom Grad m dieser beiden Kurvenglei-

chungen gerade um den Faktor 2'“(5)"‘2.

Fiir die erste Kurve erhalten wir folgende Gleichungen fiir die affine Varietit

(Je = O)K) : {Fi[uy,uz,v1,v2] =0, F3[uy,uz,v1,v2] = 0}, wobei
—uj + (3uz + 140)u? + (—vf + 240)u; +

(—u2 — 140uy + (2v,v, — 3810))

6928 + 240us + 140uqus — uluz(uf - 2uy) — ‘ugvf -+ v§

I

Fl[“li“?,”l:”?] :

Fz[ﬂl,uz,vls‘l’z]

3) Multiplikation auf der Jacobischen Varietit Jo(F,) :

D = (153946287550700989929, 49,
31694823907497262594, 86028807748921141745)
(153946287550700989929, 49,
122251463643203727349, 67917479801779848198)
= -D

(b—-1)-D

Es ist klar, daB damit I, - D = 0 auf Jg(Fp) und D die fiir ein Kryptosystem gesuchte
Untergruppe erzeugt.
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Beispiel 2:
Teil A: (Suche einer geeigneten Gruppenstruktur)

1) Wir setzen

Ko = Q(V5) total reeller Teilkérper mit lex,] = 1,
K = Ko(va) mit a = —(5+ V/5) ist CM — Kérper mit Klassenzahl lex| =1,

Ok = Og,+n0Ok, Initn:f\/5+‘\/§=\/t_l,

Ok, = Z+ /5Z mit Fundamentaleinheit eq =

14+V5
2

d.h. N(eo) = —1.

¢ sei die folgende Fortsetzung der Galoiskonjugation von Ky/Q :

7 = —va?=—-i\/5-/5.

Damit ist (K,{1,¢}) ein geeigneter C M-Typ. n ist geeigneter Reprisentant der Ideal-
klassengruppe ¢ = cx. Das Element &, = —((n — 7¥)(v/5))~! definert eine prinzipale
Polarisierung E¢, auf A(Og) = A(n). Weil aa¥ = 25 -5 = 92,/5" ein Quadrat in Kj ist,
ist K/Q galoisch. Aulerdem ist

a o 346 145
@ N@- 2 - 2 ~couwmdN(eo)=-1,

so dafi K/Q zyklisch ist. Damit ist K ein primitiver C M-Kérper und C’/ZZQ,,.,,» + 72 die
Jacobische Varietit einer Kurve vomn Geschlecht 2.

2) Wir setzen w = 27 + ::;f—‘?é +4y/5 + V(23 + 241—'%5) und erhalten
3
wo = 234220+ ng + 5:c§ + 102324 + 1022 +

2
VB(2122 + 22 + 23 + 62924 + 42),

3
also 16sen wir p 22 + 2127 + 53% + 523 + 10z324 + 1022

*
2
2,z3 = 2, so folgt z; = —3 — 6z4 — 222,

und 0

z122 + —= + 23 + 6z3z4 + 423

Il

Setzen wir 23
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so ist p

Damit haben wir

a

29 + 44z4 + 54z2 + 24z3 + 4z5.

4
Ni= H(l—w;)= 1+ a; + az + a1p + p* mit

i=1

= —427 — 225 und a3 = 4(3f + z122 — z3) + 2p.

Wir erhalten zum Beispiel fiir z4 = 100697 die Zahlen:

p =
7o (Fp)
7o (Fy)

IC(Fp)| =

a =

411293642771748015259

N =4-1, =4-42290615154454756740973122525028076098619,
14+ a;+as+a;-p+p* und

1+a,+p mit

81121503208 und a, = 2467761856224884603314.

Wir iiberpriifen leicht, daB die kleinste Zahl k mit I, teilt p* — 1 groBer als 1000 ist. Wir
haben also eine geeignete Punktegruppe gefunden.

Teil B: (Konstruktion der Kurvengleichung)

1) Wir haben nach Satz 4.7 K = {(n,7%)}. Beziiglich der Matrix Q,,» werten wir mit
ausreichender Genauigkeit die zehn geraden Thetanullwerte, dann die ganzen Invarianten

und schlielich die absoluten Invarianten aus. Diese sind ganzzahlig.

B
J2
J3
Ja
Js
Jje

6202728393750

126586293750

36194303250

738659250

136202515664062500
1614490799987748926153925000

2) Wir finden mit Hilfe des Buchbergeralgorithmus folgende Ergebnisse:

J2 = 630 f,
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Js = 8100- f?,
Je = 1459080 - f3,
Jio = 16-f5.

Hierzu erhalten wir dann folgende Kurvengleichungen iiber Z:
C:y* = 2° — 30c®z® + 180¢*z — 176¢® mit ¢ € Z und f = 20c*.

C : y* = 25— 7190r%2% + 385440r322 — 7746540r*z + 55342672r° mit r € Z und f = 50002,

Fiir die erste Kurve haben wir

(Je—0O)K) : {Fi[u1,uz,v1,v3] =0, F[uy,us,v1,v5] = 0}, wobei
Filug,uz,v1,v5] = —uf + (3up + 30)u? + (—v?)u, +
(—u3 — 30uz + (2v5v; — 810))
Fylu1,uz,v1,v3] = =176+ 30uzuz — uyuz(uf — 2uz) — upv? + v}

3) Multiplikation auf der Jacobischen Varietat Jg(Fp) :

D = (411293642771748015249,25
195589823550795439685, 17794148863612957589)
(I,—1)-D = (411293642771748015249,25
215703819220952575574, 393499493908135057670)
= -D

Es ist klar, daff damit I, - D = 0 auf Jg(Fp) und D die fiir ein Kryptosystem gesuchte
Untergruppe erzeugt.
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Beispiel 3:

Es sei K der Korper der 5-ten Einheitswurzeln.

Setzea = - 2 +2\/3,
. 1 1 5 . Tt
soist £g = 5(— +2\/_ + V/a) eine 5-te Einheitswurzel ,

Ko = Q(V/5) ist total reeller Korper mit |cx,| = 1,
K = Q(v/a)ist CM-Kérper mit |cx| = 1,

. 1 1 5
Ox = Ok, +n0k, mitn= 5(1+~—"'§-—‘/_+\/E),

Ok, = Z+ S \/52 mit Fundamentaleinheit gg = 3 +2

¢ sei die folgende Fortsetzung der Galoiskonjugation von Ko/Q :

5—+/5
5

&

, wobei N(eg) = 1.

Wa) = —Var=-

Damit ist (K, {1,¢}) ein geeigneter C M-Typ. n ist geeigneter Repréisentant der Idealklas-
sengruppe ci = ck. Das Element & = —((n — 7*)(v/5))™! definiert nach Satz 4.2 eine
prinzipale Polarisierung E¢, auf A(Ok) = A(n). Weil aa® = \/52 ein Quadrat in Kj ist,
ist K/Q galoisch. Auflerdem ist

a 2 N(a) 5

A
Pl (R T R A

so daB K/Q zyklisch ist. Damit ist K ein primitiver CM-Korper. Nach Satz 4.7 haben
wir X{(n,n%)}. Beziiglich der Matrix Qy ,» werten wir mit ausreichender Genauigkeit die

absoluten Invarianten aus. Wir erhalten:
hi=Je=Ja=Ja=Js=J6=0.

So daB C : y% = 25 — 1 die zugehorige leider supersingulire Kurve definiert.
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Beispiel 4: K/Q nicht galoisch und N(e) = -1

Setzea = —(5+2V?2),
Ko = Q(V2) damit ist |ex,| = 1,
K = Q(y/a) damit ist |cx| = 1,
Ox = Ox,+10x, mitn= %(1+\/§+ Va),
Ok, = Z+ V2Z mit Fundamentaleinheit e = 1+ v/2, N(eo) = —1.

p sei die folgende Fortsetzung der Galoiskonjugation von Ko/Q :

(\/E)“’ = —'o,/a_’i’=— 5—2'\/§

Damit ist (K,{1,¢}) ein geeigneter C M-Typ. Weil aa® = 25 — 8 = 17 kein Quadrat in
Ky ist, ist K/Q nicht galoisch und damit ein primitiver C M-Kérper und (K, {1,¢}) ein
primitiver C M-Typ. Wir haben weiterhin

5— /17

K* = Q(va+ (Va)®) = Q(va*) mit a* = — 5

K3 = Q(V17).

Das Element £, = —((7 — n%)(2v/2))~! definert also eine prinzipale Polarisierung vom
Typ (K,{1,¢}) durch E¢, auf A(Og) = A(Gy) und das Element £, definert eine prinzi-
pale Polarisierung vom Typ (K, {1,¢}) auf A(Ok). Damit ist nach Satz 4.7

K1 =K = {(n,1°)} und K2 = K(1,5) = {(e0m, (¢0n)®)}-
Beziiglich der zugehérigen Matrizen berechnen wir nun die Invarianten
jia = i(n,n®) € Oy und ji2 := jieon, (e0n)®) € O
Hi(z) = (z — jin)(z — Ji2) fiir 1 = 1,2,3, ...
Es ist
Hy(z) = =2®-531441z + 55788550416

531441 + 5904917 531441 — 5904917
= (z2- 5 )z — 3 )
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z? — 426465z — 68874753600

o (o 26465+ 164025v/17 J(z — 426465 — 164025v/17
N 2 2

Hy(z) = =2?—216513z — 221011431552

216513 + 23400917 216513 — 234009v/17
= (z- 3 Nz - 5

Hy(z) = =z?— 11651852 + 272853619200
1165185 + 125145+/17

Hg(z)

)

)

1165185 — 125145/17

= (= 2 )z — 5
Hy(z) = z?— 865990490625z — 8926168066560000000000
_ 865990490625 + 214975265625v/17

)

87

865990490625 — 214975265625/17

= (= 5 )=

Andererseits haben wir ausgehend von K*(v/a*) iiber K5 = Q(1/17)

.. 5+VIT
Ox = Ok, + 7Ok, mit n* = +4\/_(1+\/F)

2

Ok, = Z+ l +2 I?Z mit Fundamentaleinheit eq = 4 + V17, N(go) = —1
i sei die folgende Fortsetzung der Galoiskonjugation von Ko/Q :
WEr = oY

2

Weil a*a®* = (25— 17)/4 = 2 kein Quadrat in Kj ist, ist K/Q nicht galoisch Es ist

K:1 = {(n-! (ﬂ.)v. )} und K:g = {(gon““ (sunt)‘;' )}_

Hi(z) = 2?4 11337408z + 3570467226624

= (z— (—5668704 + 3779136v/2))(z + 5668704 + 3779136v/2)
Hy(z) = z%—2099520z + 1101996057600

= (z —1049760)
Hi(z) = 2?— 2239488z + 1244031105024

= (z — (1119744 4 69984v/2))(z — (1119744 — 69984v/2))
Hy(z) = 2?4 3421440z + 383960217600

(z — (—1710720 + 1127520v/2))(z — (—1710720 — 1127520v/2))

)
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Hg(z) 22 4 37413446400000z + 35704672266240000000000
(z — (—18706723200000 + 13226976000000v/2))

(z — (—18706723200000 — 13226976000000v/2))

Wir erhalten beispielsweise modulo p = 13:
Hy(z) = (2+3)(z+9)
Hy(z) = (z+4)(z+9)
Hs(z) = (z+10)(z + 5)
und mit
=242z +2:2 411246

eine zugehorige Kurvengleichung fiir C'/Fy3.

Beispiel 5:

Setzea = —(3+V2),
K = Q(va)damit ist [cx| = 2, N(eo) = N(1+v2) = -1
= cx=ck
Ko = Q(v2)damit ist |cx,| = 1
Ok = Ok, +10k, mitn=+/a
Ox, = Z+ v2Z mit Fundamentaleinheit

@ sei die folgende Fortsetzung der Galoiskonjugation von Ko/Q :

Vay = -iV3-v2

Weil aa? = 9 — 2 = 7 kein Quadrat in Kj ist, ist K/Q nicht galoisch und damit ein
primitiver C M-Kérper und (K, {1,¢}) ein primitiver C M-Typ.

Das Element &, = —((n — 7¥)(2v/2))~! definert also eine prinzipale Polarisierung vom
Typ (K,{1,¢}) durch E¢, auf A(Ok). Setze

1+v2+n o_1-V2+n*
T=Talscr =T’
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so haben wir
cx =< Og, + 10k,,0k, + 70K, >
und
Im(t) > 0,Im(7%) < 0 und Im(eor) > 0,Im((eo7)?) < 0.
Es ist
K1 = {(n,7%),(r,7%)} und K3 = {(con, (¢0)?), (€07, (07)?)}.

Beziiglich dieser 4 Matrizen werten wir mit ausreichender Genauigkeit die absoluten In-
varianten aus. Diese sind nicht sofort ganzzahlig, aber wir erkennen leicht die Zahl 3 als
Nenner. Modifizieren wir Jjg = J10/3'°, so erhalten die Klassenpolynome ganzzahlige
Koeffizienten.

Hy(z) = -—4436122759429753678599202540581722260054091836075474944 +
381525124273795424338347585840230353111990272 * z +
11143828310498815886447587573248 * 22 — 12334779372287808 * z° + z*

Hy(z) = 992654810593085060923463266307771301834742824960000 —
133157110713263153449611819544786894848000 * = +
247215734483711854403519078400 * 22 — 1184821385368320 * z° 4 z*

Hj(z) 14998206047319118390384059091654559685792634968735744 —

632728005680495296477841386864159072714752 * z +

383328516161318855543139041280 * 2% — 1479517382536704 * z* + 2*

Hy(z) = —3356093190047658243432842483309102356192296960000 +
87355013038602965213966124516900864000 * = +
8127571136230077635690496000 % z? — 180366370375680 * z* + z*

Hg(z) = —110402927821823718942327254964571089328126652070513982
65274385706673766400000000000000000000 — 86012864493431007090458
13967844023701801749611837220978688000000000000000 * = +
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591224668260456845101340958483839663619440640000000000  z* —
1787890486522918138675200000 * z* + z*

Hg(z) = 38564656466117716037085290389756899954337204187832939380
265038903450326413858852918778561424675228260032830530577817604558
951895670106479624533399568384 — 650527883056462950809321555836112
768754808507880616233021170682251631959520667240604903669434666623
722345932899764666368 * z + 60057717349845377202138888136336277656679
125794975012088248966659016832854550999203840 x z*
—19223294183886171616468507049034911481593856 * z° + z*

Wir faktorisieren H(z) und erhalten als Nullstelle eine in K* ganzalgebraische Zahl.

jo = 3%%(114210920113776 + 36043491068064v/7 +
320 % v/2 * (109351761656229340623787 + 40675435753200366690881 * v/7)'/2).

Beispiel 6: Es ist e € U,

Setze a
Ky
K

Ok
Ok,

(Va)*?

—(5+ 2V6),

Q(v/6) damit ist |ex, | = 1,

Q(+v/a) damit ist |ex| = 1,

mit Fundamentaleinheit eo = (5 + 2V6),
also N(eo) = N(5 + 2v6) = 1,
1+vV6+a
—

Ok, + 10k, mit n =

Z+ V6L
¢ sei die folgende Fortsetzung der Galoiskonjugation von Ko/Q :

=3
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Weil aa? = 1 ein Quadrat in Kp ist, ist K/Q galoisch. Weiterhin ist ¢ = a und N(a) = 1,
so daB K/Q nicht zyklisch und damit K kein primitiver C M-Korper ist. Da € € Uy, sind
die prinzipal polarisierten Abelschen Varietiten A(n) und A(egn) isomorph. Es ist

K ={(n,n*)}

und wir berechnen

ji = 50000, j,=—40000
js = —16000, js= 12800
js = —819200000, js= —419430400000.

Mit dem Buchbergeralgorithmus ist:

J, = 10 f,Js = —80 f2,
i 7 —320 f3,J10 = 2 f° mit f € Z.

Hierzu gibt es allerdings keine Koeffizienten f, fs,..., f5, die das Invariantengleichungs-
system lésen. Das ist natiirlich klar, da der zugrundegelegte C M-Kérper nicht primitiv

ist.
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