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Kapitel 1EinleitungDas Ziel dieser Arbeit ist die Untersu
hung arithmetis
her Eigens
haften derWeil-Restriktion abels
her Variet�aten.Na
h der Darstellung einiger grundlegender Sa
hverhalte im Bezug auf abel-s
he Variet�aten (insbesondere �uber endli
hen De�nitionsk�orpern) in Kapitel2 wird in Kapitel 3 zun�a
hst der allgemeine Begri� der Weil-Restriktion un-ter besonderer Ber�u
ksi
htigung von Konstruierbarkeitsfragen erl�autert. Alsn�a
hstet wird gezeigt, da� Weil-Restriktion im Bezug auf eine Galois-�Uber-lagerung ein spezieller Galois-des
ent ist, woraus si
h bereits einfa
he arith-metis
he Aussagen ergeben. F�ur endli
he De�nitionsk�orper wird die Galois-Struktur der zu einer Weil-Restriktion geh�orenden Tate-Moduln vollst�andiggekl�art.Als Beispiel f�ur die Ergebnisse wird in Kapitel 4 ausf�uhrli
h auf den Spezial-fall einer elliptis
hen Kurve eingegangen, f�ur die zun�a
hst die Zerlegung derzugeh�origen Weil-Restriktion in Isogeniefaktoren bestimmt wird. Im zweitenTeil des Kapitels werden explizite Glei
hungen f�ur den Fall einer K�orperer-weiterung vom Grad 3 hergeleitet, und mit ihrer Hilfe wird das Ges
hle
htvon Kurven auf der Weil-Restriktion untersu
ht. Wir leiten au
h Glei
hun-gen f�ur eine Fp -einfa
he abels
he Fl�a
he her, die ein Isogeniefaktor der Weil-Restriktion ist.Im letzten Kapitel werden kryptographis
he Anwendungsm�ogli
hkeiten dis-kutiert, die diese Arbeit eigentli
h motiviert haben. Zum einen gibt es einenVors
hlag zum Angri� auf das DL-Problem auf elliptis
hen Kurven, der dieWeil-Restriktion benutzt (vgl. [Fr1℄), und zum anderen ein Konstruktions-verfahren f�ur kryptographis
h geeignete abels
he Fl�a
hen �uber Primk�orpern.I
h m�o
hte mi
h bei meinem Diplomvater Herrn Prof. Dr. Dr. h.
. Gerhard2



KAPITEL 1. EINLEITUNG 3Frey f�ur die Aufgabenstellung und die interessierte Betreuung bedanken.



Kapitel 2Abels
he Variet�aten2.1 AllgemeinesSei k ein vollkommener K�orper mit algebrais
hem Abs
hlu� �k.De�nition 1 Eine abels
he Variet�at A �uber �k ist eine komplette, algebrai-s
he �k-Gruppenvariet�at.De�nition 2 A hei�t �uber k de�niert, falls es ein k-Gruppens
hema A0 gibt,f�ur das A0 �k �k = A gilt.De�nition 3 Ein Morphismus abels
her Variet�aten ist ein mit der Grup-penstruktur vertr�agli
her Morphismus von Variet�aten.De�nition 4 Sind A und B �uber k de�nierte abels
he Variet�aten und � :A ! B ein Morphismus, so hei�t � �uber k de�niert, falls ein Morphismus�0 : A0! B0 existiert, dessen Basiserweiterung bzgl. k � �k gerade � ist. DieMenge aller dieser Morphismen wird mit Homk(A,B) bezei
hnet.De�nition 5 Ein Morphismus � abels
her Variet�aten hei�t eine Isogenie,falls � surjektiv und ker(�) ein endli
hes Gruppens
hema ist.Prominente Beispiele abels
her Variet�aten sind elliptis
he Kurven (siehe z.B.[Si1℄ und [Si2℄).De�nition 6 Eine elliptis
he Kurve ist eine Kurve vom Ges
hle
ht 1 miteinem rationalen Punkt. 4



KAPITEL 2. ABELSCHE VARIET�ATEN 5Sie f�ugen si
h zwanglos in die allgemeine Begri�i
hkeit:Satz 1 Elliptis
he Kurven sind genau die abels
hen Variet�aten der Dimen-sion 1.Beweis. Eine elliptis
he Kurve ist bekanntli
h eine abels
he Variet�at derDimension 1 (vgl. [Si1℄), sei also umgekehrt X eine sol
he. Dann ist Xinsbesondere eine ni
ht-singul�are Kurve, f�ur deren Ges
hle
ht na
h demSatz von Riemann-Ro
h ([H℄, V, Theorem 1.3) gX = l(K) = l(0) = 1 gilt,weil der kanonis
he Divisor K auf jeder abels
hen Variet�at vers
hwindet.Damit ist X (na
h Wahl eines Basispunktes) eine elliptis
he Kurve.Eine abels
he Variet�at ist dur
h ihren Funktionenk�orper festgelegt:Satz 2 Seien A und A0 abels
he Variet�aten, die als Variet�aten birationalsind. Dann sind sie sogar als abels
he Variet�aten isomorph.Beweis. Sei � : A � � � ! A0 eine birationale Abbildung. Weil A0 komplettist, folgt aus einem Satz von Weil (vgl. [Si2℄, Proposition 6.2, b)), da� si
h� zu einem Morphismus fortsetzt. Das Glei
he gilt f�ur ��1, und aus derIrreduzibilit�at von A und A0 folgt, da� � ein Isomorphismus (abstrakter)Variet�aten ist. Also unters
heidet si
h � na
h [M2℄, 4, Korollar 1 nur dur
heine Translation von einem Isomorphismus abels
her Variet�aten.De�nition 7 Eine �uber k de�nierte abels
he Variet�at hei�t k-einfa
h, wennsie au�er 0 und A keine weiteren �uber k de�nierten abels
hen Untervariet�atenbesitzt.Satz 3 (vollst�andiger Zerlegungssatz) Sei A eine �uber k de�nierte abels
heVariet�at. Dann ist A k-isogen zu einem Produkt QAnii von paarweise ni
htk-isogenen k-einfa
hen abels
hen Variet�aten Ai und die k-Isogenietypen derAi sowie die Vielfa
hheiten ni sind eindeutig bestimmt.Beweis. [M2℄, 19, Korollar 1.



KAPITEL 2. ABELSCHE VARIET�ATEN 62.2 Tate-ModulnFixiere eine von der Charakteristik von k vers
hiedene Primzahl l und eine�uber k de�nierte abels
he Variet�at A der Dimension g. F�ur n � 1 setzt manA[ln℄:=fP 2 A(�k) : lnP = 0g.De�nition 8 Der l-adis
he Tate-Modul von A ist der Zl-ModulTl(A) := lim A[ln℄:Satz 4 Tl(A) �= Z2gl .Beweis. [M2℄, 6, Proposition (3).Sei A eine �uber k de�nierte abels
he Variet�at. Dann operiert die absolu-te Galois-Gruppe Gk in vertr�agli
her Weise auf allen A[ln℄ und damit wirdTl(A) zu einem stetigen Zl[Gk℄-Modul. Ein � 2 Homk(A;B) induziert aufnat�urli
he Weise ein �l 2 HomZl[Gk ℄(Tl(A); Tl(B)), denn � respektiert dieGalois-Struktur, weil es �uber k de�niert ist. Dur
h lineare Fortsetzung erh�altman die l-adis
he Darstellung�l : Homk(A;B)
ZZl �! HomZl[Gk ℄(Tl(A); Tl(B))�uber die Tate folgenden Satz bewiesen hat:Satz 5 F�ur einen endli
hen K�orper k ist �l ein Isomorphismus.Beweis. [Ta℄. Eine Ausarbeitung ist in [M2℄, Anhang 1 zu �nden.Der Satz bleibt g�ultig, wenn man k als Zahlk�orper annimmt ( vgl. [Fa℄).DieserSatz hat wi
htige Konsequenzen f�ur die Struktur abels
her Variet�aten �uberendli
hen K�orpern bis auf Isogenie: Sind A und B �uber k de�nierte abels
heVariet�aten, so gilt genau dann A �k B, wenn f�ur ein beliebieges l 6= 
har(k)die Galois-Moduln Tl(A) und Tl(B) isomorph sind, und das wiederum ist�aquivalent zu der Glei
hheit der 
harateristis
hen Polynome des Frobeni-us in seiner Operation auf den Tate-Moduln. Also ist die Kenntnis der k-Isogenieklasse einer abels
hen Variet�at �aquivalent zu der Kenntnis dieses 
ha-rakteristis
hen Polynoms. Bezei
hnet � den Frobenius, so gilt f�ur die Mengeder rationalen Punkte A(k) = ker(1 � �) und damitjA(k)j = deg(1� �) = �(A)(1);weil 1� � separabel ist. Hier bezei
hnet nat�urli
h � das oben erw�ahnte 
ha-rakteristis
he Polynom.



Kapitel 3Weil-Restriktion3.1 AllgemeinesF�ur eine endli
he K�orpererweiterung k � K und eine Variet�at X 0 �uber Km�o
hte man gerne eine Variet�at X �uber k haben, f�ur dieX(k) = X 0(K)gilt. Nun ist nat�urli
h X(k) = Homk(k;X) und analog f�ur X 0. Also kannman das Problem au
h wie im Folgenden formulieren, vgl. [BLR℄, 7.6.Wir benutzen die abk�urzende Notation [A;B℄C := HomC(A;B) f�ur die Mor-phismenmenge in einer Kategorie C. Sei ein Morphismus h : S0 ! S vonS
hemata gegeben. F�ur ein S0-S
hema X 0 kann man dann den kontravarian-ten Funktor RS0 jS(X 0) : (S
h=S)0 �!Mengenbetra
hten, der dur
h T 7! [T �S S 0;X 0℄S0 de�niert ist. Ist dieser Funk-tor darstellbar, so ist ein darstellendes Objekt X na
h De�nition eine Weil-Restriktion von X 0 bez�ugli
h h, d.h. X ist dur
h einen funktoriellen Isomor-phismus [T;X℄S �= [T �S S0;X 0℄S0f�ur alle S-S
hemata T 
harakterisiert.Da die Darstellbarkeit vonRS0jS(X 0) im folgenden der eigentli
h ni
ht-trivialePunkt ist, arbeitet man besser in einem zun�a
hst allgemeineren Kontext. Seialso ein Funktor F 0 : (S
h=S0)0 �!Mengen7



KAPITEL 3. WEIL-RESTRIKTION 8gegeben. Dann de�nieren wir h�F 0(T ) := F 0(T �S S0), also einen Funktorh�F 0 : (S
h=S)0 �!Mengen:Zun�a
hst kommutiert diese Operation h� mit Faserprodukten:Proposition 1 Seien F 0; G0;H 0 : (S
h=S0)0 !Mengen Funktoren und F 0 !H 0, G0 ! H 0 Morphismen. Dann existiert ein funktorieller Isomorphismush�(F 0 �H 0 G0) �= (h�F 0)�(h�H 0) (h�G0):Beweis. F�ur ein S-S
hema T s
hreibe T 0 := T �S S0 und re
hneh�(F 0 �H 0 G0)(T ) = (F 0 �H 0 G0)(T 0) =F 0(T 0)�H 0(T 0) G0(T 0) = (h�F 0)(T )�(h�H 0)(T ) (h�G0)(T )= (h�F 0 �h�H 0 h�G0)(T ):Sei nun wieder F 0 = [�;X 0℄S0 . Ist nun X 0 ein Gruppens
hema, und exisiert dieWeil-RestriktionX, so ist X auf nat�urli
heWeise ein S-Gruppens
hema.ZumBegri� des Gruppens
hemas bzw. -funktors verglei
he [Si2℄, IV, 1. Aus dem in[BLR℄ gegebenen Existenzbeweis kann man folgendes Ergebnis ablesen, wel-
hes in bestimmten F�allen eine explizite Bes
hreibung der Weil-Restriktionliefert.Proposition 2 Sei S0 = Spe
(R0), S = Spe
(R) und R0 ein freier R-Modulmit Basis e1; : : : ; en. Ferner sei X 0 � A NR0 ein abges
hlossenes Unters
hemamit de�nierendem Ideal I 0 = (f 0i) � R0[t1; : : : ; tN ℄. De�niere neue Variablendur
h ti =:Xj ti;jejund entwi
kle damitf 0i =Xj fi;jej mitfi;j 2 R[t1;1; : : : ; tN;n℄:Dann bes
hreiben die fi;j die Weil-Restriktion von X 0 als abges
hlossenesUnters
hema von A NnR .



KAPITEL 3. WEIL-RESTRIKTION 9Beweis. Verglei
he [BLR℄, 7.6, Proposition 2 (ii) und Theorem 4.In allen uns interessierenden F�allen ist damit die explizite Bes
hreibung derWeil-Restriktion aÆner S
hemata m�ogli
h. Wir wollen jetzt kurz auf aÆneAtlanten f�ur allgemeinere (ni
ht notwendigerweise aÆne) S
hemata eingehen.Wir setzen h : S0 �! S als endli
he K�orpererweiterung k � K vom Gradn voraus. Dann garantiert [BLR℄, 7.6, Theorem 4 die Existenz der Weil-Restriktion f�ur quasi-projektive K-S
hemata X 0.Sei (Ui)i2I ein System o�ener aÆner Teilmengen von X 0. Mit Proposition2 erh�alt man (explizit) ein o�enes Unters
hema Y � h�(X 0) =: X derWeil-Restriktion, indem man die Restriktionen der einzelnen Ui bere
hnetund sie mit den induzierten Klebedaten verklebt.F�ur eine K�orpererweiterung k � E ist X(E) = X 0(E �k K) und damitY (E) = f� : E �k K �! X 0j9i : � faktorisiert �uber Uig. Sei jetzt (Ui)i2I ei-ne �Uberde
kung von X 0. F�ur K und E linear disjunkt �uber k ist dannX(E) = Y (E), weil dann E �k K ein K�orper, also ein reduziertes ein-punktiges S
hema ist. F�ur allgemeine algebrais
hen Punkte hat man (wegen�k �k K = �kn): (X � Y )(�k) = (X 0n �[i2I Uin)(�k)Im Allgemeinen ist also die Restriktion einer �Uberde
kung keine �Uber-de
kung mehr, weil o�enbar fUni g keine �Uberde
kung von X 0n sein mu�.Man kann lei
ht eine ganze Klasse von Beispielen angeben, wo dies so ist.Dazu brau
ht man die au
h sp�ater wi
htige Aussage:Proposition 3 Ist X 0jK eine eigentli
he Variet�at, dann ist die Weil-Restriktion X eine eigentli
he Variet�at �uber k.Beweis. Die Existenz von X ist klar. Genauer besagen die Voraussetzungen,da� X 0 ein eigentli
hes, separiertes und ganzes S
hema von endli
hem Typ�uber K ist (vgl. [H℄, II, 4). Diese Eigens
haften �ubertragen si
h na
h [BLR℄,7.6, Proposition 5 b),
),f) und h) alle auf X.W�ahlt man z.B. X 0 als eine Kurve �uber K, so ist X eine eigentli
heVariet�at der Dimension n = [K : k℄ �uber k, die ni
ht mit weniger alsn + 1 o�enen aÆnen Teilemengen �uberde
kt werden kann. Das erkenntman aus der Betra
htung der kohomologis
hen Dimension von X und derExistenz ni
ht-trivialer top-Kohomologie auf X (vgl. [H℄, III, �Ubung 4.8.




KAPITEL 3. WEIL-RESTRIKTION 10und Bemerkung 7.12.1).Wir geben au
h ein ganz explizites Beispiel daf�ur, wie bei der Restriktion"Punkte verlorengehen\ k�onnen:Im folgenden sei K = k(�), �2 = D 2 k, also K eine reine quadratis
heErweiterung von k. Aus der o�enen EinbettungA 1K � 0 �! A 1Kwird na
h Restriktion eine o�ene EinbettungX �! A 2k � 0;die s
hon deswegen ni
ht surjektiv sein kann, weil A2k � 0 ni
ht aÆn ist (vgl.[H℄, III, �Ubung 4.3). Aus A1K � 0 �= Spe
(K[x; y℄=(xy � 1)) bere
hnet manmit Proposition 2 ein Modell von X � A 4k :x1y1 +Dx2y2 � 1 = 0x1y2 + x2y1 = 0und daraus dann mit Substitution X �= A 2k �fT 21 �DT 22 = 0g : Der fehlendePunkt wird also bei Restriktion zu einem fehlenden irreduziblen Unters
he-ma der Kodimension 1.Ein Beispiel zum Verkleben von Karten: Wir starten mit der elliptis
henKurve EjK : y2 = x3 � xund nehmen als zweite Karte E � (0; 0).Die beiden Karten sind isomorphund werden entlang E� (0; 0)�1 dur
h die Translation mit (0; 0) verklebt:(x; y) + (0; 0) = (1=x;�y=x2) =: �((x; y))Man erh�alt dann wie oben eine Karte X der Weil-Restriktion von E im A 4k :y21 +Dy22 = x31 + 3Dx1x22 + x12y1y2 = 3x21x2 +Dx32 + x2:Diese wird entlang X � fx21 �Dx22 = 0g mit dem Isomorphismus



KAPITEL 3. WEIL-RESTRIKTION 11�0(x1 : : : y2) = (x1=�;�x2=�; (2Dx1x2y2�y1x21�Dy1x22)=�2; (2x1x2y1�Dx21y2�x21y2)=�2)mit si
h selbst verklebt (� := x21 � Dx22). �0 erh�alt man aus � dur
hSubstitution. Dieser Atlas �uberde
kt dann die Restriktion bis auf die beidenPunkte, die 1� 0 und 0�1 auf E � E entpre
hen.Wir zeigen no
h dur
h ein Beispiel, da� man Proposition 2 ni
ht auf homo-gene Koordinaten anwenden kann. Dazu betra
hten wir die Weil-RestriktionW von P1K. Nimmt man homogene Koordinaten f�ur P1K und wendet formalProposition 2 an, so erh�alt man 4 homogene Koordinaten ohne Relationen,d.h. einfa
h P3k. W ist aber zwei-dimensional. Obwohl zwar die Restriktionvon A 1K der A 2k ist, gilt die analoge Aussage f�ur projektive R�aume ni
ht. Neh-men wir n�amli
hW �= P2k und k = Fq als endli
hen K�orper an. Zun�a
hst hatman o�ensi
htli
h die AnzahlformeljPn(Fq )j = (qn+1 � 1)=(q � 1) = 1 + : : :+ qn:Aus der De�nition der Weil-Restriktion bekommt man f�ur ungerades n:W (kn) �= P1K(K 
k kn) �= P1K(Kn)und damit die AnzahlaussagejW (kn)j = 1 + q2n:Na
h der angenommen Isomorphie gilt andererseitsjW (kn)j = jP2k(kn)j = 1 + qn + q2nund daraus folgt q = 0, was Unsinn ist.3.2 Weil-Restriktion und Galois- �Uberlage-rungenZun�a
hst soll das Abstiegsproblem ("des
ent\) erl�autert werden. Man �xierteine Erweitrung p : S0 ! S und betra
htet den Funktor F 7! p�F von



KAPITEL 3. WEIL-RESTRIKTION 12der Kategorie der quasi-koh�arenten S-Moduln in die Kategorie der quasi-koh�arenten S 0-Moduln. Gefragt ist dann na
h dem wesentli
hen Bild diesesFunktors. Setze S 00 := S0 �S S0 und S000 := S00 �S S0. Man hat kanonis
heProjektionen p1:p2 : S 00 ! S0 und pij : S000 ! S00 (1 � i < j � 3). Ein �Uberla-gerungdatum eines quasi-koh�arenten S0-Moduls F 0 ist ein S00-Isomorphismus� : p�1F 0 �! p�2F 0:� ist ein Abstiegsdatum, falls die Kozykelbedingungp�13� = p�23� Æ p�12�erf�ullt ist. Man beoba
htet, da� jeder S 0 Modul der Form p�F mit einemkanonis
hen Abstiegsdatum versehen ist. Ein Abstiegsdatum � hei�t e�ektiv,falls es einen S-Modul F gibt, f�ur denp�F �= (F 0; �)gilt. Es gilt folgenderSatz 6 (Grothendie
k) Sei p treu-
a
h und quasi-kompakt. Dann ist derFunktor F 7! p�F von der Kategorie der S-Moduln in die Kategorie derS0-Moduln mit Abstiegsdaten eine Kategorien�aquivalenz.Beweis. [BLR℄, Kapitel 6, Satz 4. Die wesentli
he Aussage ist, da� unter dengena
hten Vorraussetzungen alle Abstiegsdaten e�ektiv sind.Man kann anstelle von quasi-koh�arenten Moduln au
h S
hemata �uber S bzw.S0 betra
heten. Die Begri�e �Uberlagerungsdatum und (e�ektives) Abstiegs-datum haben in diesem Fall o�ensi
htli
he Analogien. Sei in diesem Sinne� : p�1X 0 �! p�2X 0ein Abstiegsdatum des S0-S
hemas X 0. Eine o�enes Unters
hema U 0 � X 0hei�t �-stabil, falls �jU 0 ein Abstiegsdatum f�ur U 0 ist. Es gilt:Satz 7 Sei p treu-
a
h und quasi-kompakt.Dann gilt:1) Der Funktor X 7! p�X von der Kategorie der S-S
hemata in die Kategorieder S0-S
hemata ist treu-voll.2) Sind S und S0 aÆn, so ist ein Abstiegsdatum � eines S0-S
hemas X 0genau dann e�ektiv, wenn X 0 eine o�ene, aÆne �Uberde
kung dur
h �-stabileMengen gestattet.



KAPITEL 3. WEIL-RESTRIKTION 13Beweis. [BLR℄, Kapitel 6, Satz 6.p hei�t galoiss
h mit Gruppe G, falls G � AutS(S0) und die Abbildung(�; x) 7! (�x; x) ein IsomorphismusG � S0 �! S 00ist. In diesem Kontext ist ein Abstiegsdatum auf einem S 0-S
hema X 0 �aqui-valent zu einer Operation G�X 0 �! X 0;so da� f�ur alle � 2 G das DiagrammX 0 ��! X 0# #S0 ��! S 0kommutiert.Wir untersu
hen nun Weil-Restriktionen bez�ugli
h Galois-�Uberlagerungenund zeigen, da� in diesem Fall die Weil-Restriktion ein spezieller Galois-des
ent ist. Insbesondere folgt daraus, da� die Weil-Restriktion na
h Basi-serweiterung in das direkte Produkt der Konjugierten der Ausgangsvariet�atzerf�allt:Satz 8 Sei f : Spe
(R0) ! Spe
(R) treu-
a
h, endli
h und galoiss
h mitGruppe G und � : X 0 ! R0 ein quasi-projektives S
hema. Betra
hte Y :=Q�2GX 0� und die G-Operation (x�)�� := (x���1)� auf Y. Sie de�niert eine�ektives Abstiegsdatum � auf Y , und das eindeutig bestimmte R-S
hema Amit f�(A) = (Y; �) ist die Weilrestriktion von X 0 bzgl. f . Insbesondere giltalso A�R R0 �=Y� X 0�:Beweis. Die hier �uber Galois-des
ent verwendeten Tatsa
hen stehen in[BLR℄, 6.2, Beispiel B. Betra
hte die kanonis
hen Projektionen p1; p2 : R00 :=R0 �R R0 !! R0 und q := f Æ p1 = f Æ p2. Ein Abstiegsdatum f�ur Y ist�aquivalent zu einer G-Operation auf Y , so da� f�ur alle � 2 GY �! Y# � # �R0 �! R0



KAPITEL 3. WEIL-RESTRIKTION 14kommutiert. Na
h De�nition ist �((x�)�) = �(�(x�)) f�ur beliebiges � 2 G.Damit re
hnet man einerseits: �(� ((x�)�)) = �((x���1)�) �:=�= � (�(xe)) undandererseits: � (�((x�)�)) �:=e= � (�(xe)). Das Abstiegsdatum ist genau danne�ektiv, wenn jeder G-Orbit in einer o�enen aÆnen Umgebung enthaltenist. Mit X 0 ist au
h Y quasi-projektiv, also ist diese Bedingung erf�ullt. DerFunktor A 7! f�(A) von R-S
hemata in die Kategorie der R0-S
hemata mit�Uberlagerungsdatum ist treu-voll. Deswegen ist A eindeutig bestimmt. Au-�erdem ist daher f�ur jedes R-S
hema T die kanonis
he SequenzHomR(T;A) �! HomR0(f�(T ); f�(A) = Y ) �!�! HomR00(q�(T ); q�(A))exakt. Mit dem Isomorphismus G �R0 ! R00, (�; r) 7! (�r; r) ergibt si
hHomR(T;A) �= HomR0(f�(T ); Y )G;wobei G dur
h Komposition operiert. Na
h De�nition des Produktes istHomR0(f�(T ); Y ) = Q�HomR0(f�(T );X 0�), und die G-Operation wird zu(��)�� = (����1)�: Damit ist dannHomR(T;A) �= HomR0(f�(T );X 0);also ist na
h De�nition A eine Weilrestriktion von X 0 bzgl. f .Bemerkung. Die Eindeutigkeit des Abstiegs gilt nat�urli
h nur im Bezugauf ein �xiertes Abstiegsdatum, z.B. ist f�ur A1 := Q[x; y℄=(xy) und A2 :=Q[x; y℄=(x2�2y2) zwar A1
QQ(p2) �= A2
QQ(p2), aber o�enbar A1 6�= A2.Die zugeh�origen Abstiegsdaten sind also vers
hieden, genauer gilt f�ur denni
ht-trivialen Automorphismus � in seiner Operation auf Q(p2)[x; y℄=(xy):�1(x) = x �1(y) = yin Bezug auf A1 und �1(x) = y �1(y) = xin Bezug auf A2.Wir wollen no
h einige einfa
he, aÆne Beispiele f�ur Galois-des
ent bzw.Weil-Restriktion bez�ugli
h Galois-�Uberlagerungen angeben. Dazu formu-lieren wir zun�a
hst Aussagen, die eigentli
h Spezialf�alle der allgemeinenTheorie sind, die si
h aber sehr elementar beweisen lassen.



KAPITEL 3. WEIL-RESTRIKTION 15Proposition 4 Sei k � K endli
h galoiss
h und die Galoisgruppe G operiereauf dem K-Vektorraum V auf vertr�agli
he Weise (d.h. f�ur v 2 V ,� 2 K und� 2 G sei (�v)� = ��v�). Dann induziert die Inklusion einen IsomorphismusV G 
k K �= V:Beweis. Die Injektivit�at der nat�urli
hen Abbildung ist klar, und die Surjek-tivit�at ist �aquivalent zu V � hV GiK . Sei v 2 V gegeben und �1; : : : ; �n einek-Basis von K. Dann giltwi :=X� (�iv)� =X� ��i v� 2 V G:Aus det(��i ) 6= 0 und v = ve folgt die Behauptung.Satz 9 Sei G := Gal(Kjk) endli
h und f�ur eine K-Algebra B mit Struk-turmorphismus � : K ! B werde f�ur � 2 G mit B� die K-Algebra Bmit Strukturmorphismus � Æ � bezei
hnet. Die folgenden Aussagen sind�aquivalent:1) Es gibt eine k-Algebra A mit B �= A
k K.2) G operiert auf der k-Algebra B und die nat�urli
he Abbildung von K-Algebren BG 
k K ! B ist ein Isomorphismus.3) F�ur alle � 2 G gibt es einen K-Algebrenisomorphismus �� : B ! B�, soda� ��� = ���� gilt.(Bea
hte, da� B �= B� als k-Algebren via der Identit�at).Beweis. 1 ) 2: Die Zuordnung � 7! 1 
 � 2 Autk(B = A 
k K) hat diegew�uns
hten Eigens
haften, denn BG = (A
k K)G = A
 1 �= A.2) 1: A := BG.1) 3: Genau wie " 1) 2\, da 1 
 � : B ! B� K-linear ist.3 ) 2: Als Operation w�ahlt man nat�urli
h � 7! ��. F�ur b 2 B,� 2 Gund � 2 K ist dann (�b)� = ��(�b) = ����(b) = ��b�. Also folgt dieBehauptung aus Proposition 4.Es ist lei
ht, ein Beispiel f�ur eine ni
ht induzierte Algebra anzugeben. W�ahlek = Q;K = Q(� := p2); B := K[x℄=(x2 � �) �= K(p�). Dann ist B� �=K(p��) und wegen �= � � = �1 62 K�2 ist B 6�= B�. Na
h Punkt 3) vonSatz 9 gibt es also keine Q-Algebra A mit B �= A
QK. Deswegen sollte maneine ni
ht-triviale Weil-Restriktion W von B bzgl. k � K erwarten. Diese



KAPITEL 3. WEIL-RESTRIKTION 16soll jetzt bere
hnet werden, und der Isomorphismus aus Satz 8 soll veri�ziertwerden. Letzterer besagt im vorliegenden FallB 
K B� �= W 
k K: (3.1)Weil B und B� �uber K linear disjunkt sind, istB 
K B� �= K(� := p�; 
 := p��)eine bi-quadratis
he Erweiterung von K. S
hreibt man mit neuen Variablenx1; x2 (x1 + �x2)2 � � = (x21 + 2x22) + �(2x1x2 � 1);so erh�alt man na
h Proposition 2 eine Bes
hreibung der Weilrestriktion:W �= Q[x1; x2℄=(x21 + 2x22; 2x1x2 � 1)und damit nat�urli
h au
hW 
k K �= K[x1; x2℄=(x21 + 2x22; 2x1x2 � 1):Substituiert man nun x1 = 1=(2x2) in die erste Glei
hung, erh�alt man wegen4 2 K�4: W 
k K �= K[x2℄=(x42 + 1=8) �= K( 4p�2):Beide Erweiterungen haben Grad 4 �uber K. Will man also die oben behaup-tete Isomorphie (3.1) na
hweisen, so rei
ht es 4p�2 2 K(�; 
) zu zeigen.Wegen �2=
2 = �1 gilt aber f�ur das Element �+�2=
p2 2 K(�; 
) :(� + �2=
p2 )4 = �4(1 + �2=
2 + 2�=
2 )2 =2(�=
)2 = �2:3.3 Weil-Restriktion abels
her Variet�atenund Tate-ModulnF�ur das Weitere brau
hen wir



KAPITEL 3. WEIL-RESTRIKTION 17Proposition 5 Sei k � K eine endli
he Galoiserweiterung und A0 eine abel-s
he Variet�at �uber K. Dann ist au
h die Weil-Restriktion A eine abels
heVariet�at �uber k.Beweis. Na
h Proposition 3 und der Bemerkung na
h Proposition 1 ist Aeine eigentli
he Gruppen-Variet�at �uber k. Wegen Satz 8 ist mit A0 au
h Ageometris
h irreduzibel.Bemerkung.Die Aussage gilt allgemeiner f�ur endli
he separabele K�orperer-weiterungen, auf die Separabilit�at kann aber ni
ht verzi
htet verden, vgl.[Mi2℄.Im Hinbli
k auf diese Proposition ma
ht die Frage na
h den Galois-Eigens
haften der Teilungspunkte der Weil-Restriktion einer abels
hen Va-riet�at Sinn, und dar�uber sollen nun einige einfa
he Ergebnisse bewiesen wer-den. Dazu zun�a
hst einige Aussagen �uber induzierte Darstellungen.Proposition 6 Sei H � G Normalteiler, � ein kommutativer Ring mit 1, Vein �[H℄-Linksmodul und W := �[G℄
�[H ℄ V der induzierte G-Modul. Dannist W �=M� V � als H �Moduln:Dabei dur
hl�auft � ein Vertretersystem der Linksnebenklassen von G mod Hund H operiert auf V � verm�oge hv = h�v = ��1h�v.Beweis. f�g ist eine �[H℄-Basis des �[H℄-Re
htsmoduls �[G℄. Damits
hreibt si
h jedes Element von W eindeutig in der Form P� � 
 v�und die Zuordnung P� � 
 v� 7! (v�)� ist ein Isomorphismus abels
herGruppen. Die H-Operation auf der �-Komponente der direkten Summeist f�ur h 2 H und v 2 V dur
h h(�
v) = h�
v = �h�
v = �
h�v gegeben.Jetzt no
h ein etwas genaueres Ergebnis f�ur den Fall einer zyklis
hen Fak-torgruppe.Lemma 1 Sei H � G ein Normalteiler mit zyklis
her Faktorgruppe der Ord-nung n, und � 2 G erzeuge G=H. Sei ferner � ein kommutativer Ring mit 1und V ein �[H℄-Linksmodul, frei von endli
hem Rang als �-Modul. Betra
htedie induzierte Darstellung W := �[G℄ 
�[H ℄ V als G-Linksmodul. Dann giltf�ur die 
harakteristis
hen Polynome:��jW (t) = ��njV (tn):



KAPITEL 3. WEIL-RESTRIKTION 18Beweis. Na
h Voraussetzung ist �n 2 H, also die re
hte Seite der Glei
hungsinnvoll. Sei B = fv1; : : : ; vNg eine �-Basis von V . Dann ist B0 := f�i 
 vjgeine �-Basis von W und f�ur alle j gilt:�(�i 
 vj) = � �i+1 
 vj : i = 0; : : : ; n� 21 
 �nvj : i = n� 1:Damit ist die Darstellende von � bzgl. B0 in Blo
ks
hreibweise:0BBBB� 0 1 0 � � � 00 0 1 � � � 0. . . . . . . . . . . . . . . . .0 0 � � � 0 1A 0 � � � 0 0 1CCCCA 2Mn(MN (�));wobei A die Darstellende von �n bzgl B ist. Dann ist ��jW (t) die Determi-nante der Matrix0BBBB� t �1 0 � � � 00 t �1 � � � 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0 0 � � � t �1�A 0 � � � 0 t 1CCCCA 2Mn(MN (�)):Dur
h die (blo
kweisen) Zeilenumformungen (k)0 := (k) + t(k � 1) (k =2; : : : ; n) erh�alt man0BBBB� t �1 0 � � � 0t2 0 �1 � � � 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .tn�1 0 � � � 0 �1tn �A 0 � � � 0 0 1CCCCA 2Mn(MN (�)) �= MnN (�):Dann kann man die Determinante na
heinander na
h den Spalten N +1; : : : ; Nn entwi
keln, in denen jeweils nur der oberste Eintrag von 0 ver-s
hieden, n�amli
h �1, ist, und erh�alt:��jW (t) = ((�1)(�1)N )N(n�1)det(tnA� E) = ��njV (tn):Nun kann zun�a
hst ein allgemeines Ergebnis �uber die Galois-Darstellung aufden Tate-Moduln formuliert werden.



KAPITEL 3. WEIL-RESTRIKTION 19Proposition 7 Sei k � K endli
h galoiss
h, � 2 Gal(Kjk) und A=K eineabels
he Variet�at. Dann gilt f�ur den Tate-Modul der konjugierten Variet�at:Tl(A)� �= Tl(A�) als GK �Moduln;wobei die Modulstruktur der linken Seite wie in Proposition 6 ist.Beweis Die Abbildung P 7! P � ist wohlde�niert, denn ist P 2 A[ln℄ so gilt[ln℄A�(P �) = ([ln℄A)�(P �) = ([ln℄A(P ))� = 0�A = 0A� . Sie ist o�ensi
htli
hbijektiv, und f�ur h 2 GK ist h(P �) = P �h = P h�� = (h(P ))�, na
h De�nitionder Modulstruktur von Tl(A)�.Satz 10 Mit den Voraussetzungen von Proposition 7 gilt f�ur die Weil-Restriktion W von A:Tl(W) �=Zl[Gk℄
Zl[GK ℄ Tl(A) als Moduln �uber GK:Beweis. Das folgt aus W �k K �= Q� A� (Satz 8), Proposition 7 undProposition 6.Das ist allerdings ni
ht besonders interessant, denn die Restriktion ist �uberk de�niert, und dieses Ergebnis spiegelt nur das Verhalten der Restriktionna
h der Basiserweiterung k � K wieder. Im Falle eines endli
hen De�niti-onsk�orpers zumindestens kann man das obige Ergebnis verbessern.Satz 11 Sei k � K eine endli
he Erweiterung endli
her K�orper vom Gradn, A=K eine abels
he Variet�at und W ihre Weilrestriktion bzgl. k � K. Seiferner l eine Primzahl 6=
har(k). Dann istTl(W) �=Zl[Gk℄
Zl[GK ℄ Tl(A) als Gk-Moduln:Insbesondere gilt f�ur die 
harakteristis
he Polynome der l-adis
hen Darstel-lung des Frobenius: ��kjW(t) = ��K jA(tn):Beweis. Na
h [Ta℄ ist Tl(W) halbeinfa
her Gk-Modul und Gk ist topologis
hzyklis
h, erzeugt vom Frobenius �k. Daher ist Tl(W) s
hon dur
h das 
ha-rakteristis
he Polynom des Frobenius bestimmt. Mit Lemma 1 sieht man,



KAPITEL 3. WEIL-RESTRIKTION 20da� die erste Aussage aus der zweiten folgt. Wegen der Isomorphieaussage inSatz 8 hat man Tl(W) �= i=n�1Mi=0 Tl(A�i) als GK -Moduln.Ausserdem ist �k : A�i ! A�i+1 eine Isogenie vom Grad jkj (vgl. [M2℄, II, 4,Korollar 1), die wegen l 6= 
har(k) einen Isomorphismus�l : Tl(A�i) �! Tl(A�i+1)von Zl-Moduln induziert.W�ahlt man nun eine Zl-Basis fv(0)i g von Tl(A) und de�niert induktivv(k+1)i := �l(v(k)i ) 2 Tl(A�k+1), so erh�alt man eine Zl-Basis von Tl(W)bez�ugli
h der die darstellende Matrix von �l0BBBB� 0 1 0 � � � 00 0 1 � � � 0. . . . . . . . . . . . . . .0 0 0 � � � 1A 0 0 � � � 0 1CCCCAist, wobei A die Darstellende von �K bzgl. fv(0)i g ist. Daraus folgt die Formelf�ur die 
harakteristis
hen Polynome (vgl. Lemma 1).Bemerkung. Die erste Aussage von Satz 11 wird allgemeiner f�ur endli
heseparable K�orpererweiterungen k � K in [Mi2℄ gema
ht, der Beweis jedo
hni
ht ausgef�uhrt.



Kapitel 4Beispiele4.1 Zerlegung der Weil-Restriktion in Isoge-niefaktorenMit Hilfe von Satz 11 soll jetzt angegeben werden, wie si
h die Weil-Restriktion einer elliptis
hen Kurve �uber einem endli
hen K�orper in Isoge-niefaktoren zerlegt.Satz 12 Sei k = Fq ein endli
her K�orper, Ejk eine elliptis
he Kurve, [K :k℄ = n und W die Weil-Restriktion von E �k K bzgl. k � K. E sei ni
htsupersingul�ar und habe Weilzahl �. Betra
hteI := fdjn : � 2 Q(�d)gJ := fdjn : � 62 Q(�d)g:Die Zerlegung von W in k-einfa
he Isogeniefaktoren besteht aus 2jIj + jJ jFaktoren der Vielfa
hheit 1, f�ur deren Dimension gilt:dimWd = � �(d) : d 2 J12�(d) : d 2 I :Au�erdem ist W1 � E.F�ur sp�atere kryptographis
he Betra
htungen notieren wir no
h eine einfa
heFolgerung: 21



KAPITEL 4. BEISPIELE 22Korollar 1 Unter den Vorraussetzungen des Satzes sei au�erdem n primund es gelte entweder n � 1 mod 4 oder sowohl n � 3 mod 4 als au
hDis
(Mipo(�)) 6� �n mod Q�2. Dann hat die Zerlegung die FormW � E �A;wobei dim A = n� 1. F�ur allgemeines n ist die Anzahl der Isogeniefaktorenvon W mindestens glei
h der Anzahl der Teiler von n.Bemerkung. Will man f�ur eine gegebene Weil-Zahl � die Mengen I und Jausre
hnen, so brau
ht man eine Liste aller quadratis
hen Teilk�orper einesvorgegebenen Kreisteilungsk�orpers, vgl. Satz 14.Beweis.(des Korollars)Die letzte Behauptung ist o�ensi
htli
h, denn jIj+jJ jist die Anzahl der Teiler von n. F�ur n 6= 2 prim ist Q(q(�1n )n) � Q(�n) dereinzige quadratis
he Teilk�orper. Unter den gema
hten Voraussetzungen liegt� ni
ht in diesem Teilk�orper, also ist I = ; und J = f1; ng, und die Aussagedamit klar.Beweis.(des Satzes) Wir s
hreiben "�\ f�ur das 
harakteristis
he Polynomdes Frobenius in seiner Operation auf einer abels
hen Variet�at. Wir haben�Ejk = (T � �)(T � ��)und damit �EjK = (T � �n)(T � ��n):Aus Satz 11 folgt dann�W jk = (T n � �n)(T n � ��n) = n�1Yi=0(T � �� i)(T � ��� i) (4.1)mit einer primitiven n-ten Einheitswurzel �. Man hat zun�a
hst�W jk = � (Qi(T � �� i))2 : (�=��)n = 1separabel : sonstDas ist lei
ht einzusehen, denn die Punkte f�� ig bzw. f��� ig bilden jeweils eindemselben Kreis einbes
hriebenes regelm�a�iges n-E
k. Zwei sol
he Polygone



KAPITEL 4. BEISPIELE 23k�onnen o�enbar nur glei
h sein (erster Fall) oder �uberhaupt keine gemeinsa-me E
ke besitzen (separabler Fall). Zwei E
ken fallen genau dann zusammen,wenn eine Glei
hung der Form �� i = ���j besteht, und das ist �aquivalent zu(�=��)n = 1. Der inseparable Fall kann unter den gema
hten Vorraussetzun-gen ni
ht eintreten, denn aus �n = ��n folgt nat�urli
h au
h �2n = ��2n, aberau
h j�2nj = qn 2 Z. Damit ist das 
harakteristis
he Polynom von E �uberdem Erweiterungsk�orper vom Grad 2n von k das Quadrat eines linearen Po-lynoms, und aus [Ta℄, Theorem 1,d1 , d5 folgt, da� E supersingul�ar ist, imWiderspru
h zu Voraussetzung. S
hreiben wir � f�ur den Frobenius von k aufW , so folgt wegen der Separabilit�at von �W jk aus [Ta℄, Theorem 2, 
2, 
3F := Q(�) = E := Endk(W )
Q:Insbesondere ist E kommutativ. SeiW �YAnii (4.2)die na
h Satz 3 eindeutige Zerlegung von W in k-einfa
he Isogeniefaktoren.Dann ist also E �= �Mni(Endk(Ai) 
 Q) kommutativ, und damit sind alleni = 1. Die Zerlegung (4.2) entspri
ht der Zerlegung der halbeinfa
hen Alge-bra E in ihre einfa
hen Komponenten, wegen der Kommutativit�at also derZerlegung in eine direkte Summe von K�orpern. Da � halbeinfa
h operiertund separables 
harakteristis
hes Polynom hat, ist dieses Polynom zuglei
hdas Minimalpolynom von �. Damit entspri
ht also die Zerlegung (4.2) derZerlegung von �W jk �uber Q.Um sie zu bere
hnen betra
hten wir die Konjugationsbahnen �uber Q der aus(1) ersi
htli
hen Nullstellen von �W jk. Sei also �� i �xiert und s
hreibe � := � iund d := ord(�) (djn). Ist nun � 62 Q(�) so gilt f�ur die Konjugationsbahn:GQ(��) = f��j ; ���j : (j; d) = 1g;denn dann sind Q(�) und Q(�) linear disjunkt �uber Q. Ist � 2 Q(�) so gilt#GQ(��) = �(d):Zun�a
hst operiert n�amli
h GQ �uber G := Gal(Q(�)jQ) auf ��. Dem Erwei-terungsturm Q � Q(�) � Q(�)entspri
ht eine Zerlegung G = U [ �U



KAPITEL 4. BEISPIELE 24mit U = Gal(Q(�)jQ(�)). Setze �0 := ��. Dann hat man als Konjugierte von�� zun�a
hst f�ur � 2 U : (��)� = ��� , und diese sind o�ensi
htli
h paarweisevers
hieden. Hinzu kommen Elemente der Form (��)�� = ���0� , die ebenfallspaarweise vers
hieden sind. Au�erdem s
hneiden si
h diese beiden Bahnenni
ht, denn aus ���1 = ���0�2 folgt (�=��)d = 1 und damit au
h (�=��)n = 1,im Widerspru
h zu oben.Damit hat man folgende Zerlegung von �W jk �uber Q:�W jk =Yd2J GdYd2I Fd;1Fd;2 (4.3)mit deg(Gd) = 2�(d) und deg(Fd;i) = �(d) (i = 1; 2). Daraus folgt die Aus-sage �uber die Anzahl der Isogeniefaktoren, und die Dimensionsaussage istein Spezialfall einer Formel aus [Ta℄, die in der ans
hlie�enden Bemerkungerl�autert wird. O�enbar ist 1 2 J und G1 = �Ejk. Deswegen folgt W1 � Eaus [Ta℄, Theorem 1, b1,b3.Bemerkung. Wenn E supersingul�ar ist, h�angt die Zerlegung der Weil-Restriktion davon ab, �uber wel
her Erweiterung der volle Endomorphismen-ring von E de�niert ist, und wie diese Erweiterung zur K�orpererweiterungbzgl. derer man die Restriktion betra
htet liegt. Wir betra
hten ein einfa
hesBeispiel und s
hreiben stets F := Q(�k) � E := Endk(�) 
 Q. Na
h [Ta℄,Theorem 2,a) ist F das Zentrum von E. Wel
he Variet�aten bzw. Grundk�orpergemeint sind, sollte si
h aus dem Zusammenhang erkl�aren.Sei EjFp eine elliptis
he Kurve mit 
harakteristis
hem Polynom T 2+p. Dannhat man f�ur die oben de�nierten E und F folgende Liste:F EEjFp Q(p�p) Q(p�p)EjFp2 Q DpW jFp Q(p�p) M2(Q(p�p))Dabei ist Dp die de�nite Quaternionenalgebra �uber Q, die genau an den Stel-len p und1 ni
ht zerf�allt, undW ist dieWeilrestriktion von E bzgl. Fp � Fp2 .Insbesondere hat die Restriktion einen ni
ht-kommutativen Endomorphis-menring, obwohl der Endomorphismenring der Ausgangskurve kommutativist. Das liegt daran, da� E zwar supersingul�ar ist, der volle Endomorphis-menring aber erst na
h der quadratis
hen Erweiterung de�niert ist. DieseEndomorphismen "vererben\ si
h dann auf die Restriktion �uber Fp . Die er-ste Zeile der Tabelle folgt aus der Irreduzibilit�at von T 2+p mit den bereits im



KAPITEL 4. BEISPIELE 25Beweis des Satzes verwendeten Ergebnissen. Das 
harakteristis
he Polynomvon E �uber Fp2 ist (T + p)2, damit folgt die zweite Zeile aus [Ta℄, Theorem2,d2,d5. Das 
harakteristis
he Polynom von W �uber Fp ist (T 2 + p)2. Da-mit ist W isogen zur Potenz einer Fp -einfa
hen abels
hen Variet�at A ([Ta℄,Theorem 2,e)) der Dimensiong = 12mdeg(�) (= m):Dabei ist m die Ordnung von E in Br(F ), der Brauer-Gruppe von F (vgl.[Ta℄, Seite 142 �.). Zu ihrer Bere
hnung rei
ht die Kenntnis von jj�jjv anallen reellen und p teilenden Stellen v von F = Q(�) aus. Im vorliegendenFall hat F keine reellen Stellen, und weil T 2 + p �uber Qp irreduzibel, daEisenstein, ist, hat man jj�jjv = p�1 f�ur die einzige Stelle v von F , die pteilt. Damit erh�alt man m = 1, also ist W � E �E �uber Fp , woraus si
h dieletzte Zeile der Tabelle ergibt.F�ur die G�ultigkeit von Satz 12 ist nat�urli
h ents
heidend, da� E bereits �uberk de�niert ist. Insbesondere ist in diesem Fall E stets ein Isogeniefaktor derWeil-Restriktion, diese also ni
ht k-einfa
h. Man hat eine Art Umkehrungdazu. Dazu zun�a
hstProposition 8 Sei k ein endli
her K�orper und A eine k- einfa
he abel-s
he Variet�at. Sei ferner l 6=
har(k) eine Primzahl und K das Zenrum vonEnd0k(A) := Endk(A) 
 Q. Dann ist Tl(A) genau dann ein einfa
her Gk-Modul, wenn l in K unzerlegt ist. Insbesondere existieren unendli
h vielesol
he l.Beweis. Na
h [Ta℄ istEnd0k(A)
QQl �= EndGk (Vl(A));und Vl ist halb-einfa
h. Also ist Vl genau dann einfa
h, wenn das Zentrumder re
hten Seite des Isomorphismus unzerlegt, d.h. ein K�orper ist. DiesesZentrum ist aber gerade K 
 Ql �= PwjlKw. Das ist o�enbar genau dannein K�orper, wenn l in K unzerlegt ist. Die letzte Aussage ist aus deralgebrais
hen Zahlentheorie wohlbekannt.



KAPITEL 4. BEISPIELE 26Satz 13 Sei k � K endli
he Erweiterung endli
her K�orper und AjK eineK-einfa
he abels
he Variet�at. Ist dann die Weil-Restriktion W ni
ht k ein-fa
h, so existiert ein e
hter Teilk�orper K 0 � K und eine abels
he Variet�atA0jK 0, so da� gilt: A0 �K0 K �K A:Beweis. Na
h Proposition 8 existiert eine Primzahl l, vers
hieden von
har(k), so da� Vl(A) = Tl(A) 
Zl Ql GK-einfa
h ist. Da W ni
ht k-einaf
hist, besitzt der Ring End0k(W ) eine ni
ht-triviale Zerlegung. Das glei
he giltdann f�ur Ql 
 End0k(W ) �= EndGk (Vl(W )):Damit ist also Vl(W ) ni
ht Gk-einaf
h. Da Vl(W ) von Vl(A) induziert wird,folgt aus dem Kriterium von Ma
key ([Se℄, 7.4, Korollar zu Proposition 23)die Existenz eines 1 6= � 2 Gal(Kjk), f�ur das A� �K A gilt. Der Fixk�orpervon H := f� 2 Gal(Kjk) : A� �K Ag erf�ullt dann die Behauptung desSatzes.Wir leiten jetzt no
h die Liste aller quadratis
hen Teilk�orper eines Kreistei-lungsk�orpers ab.Proposition 9 Sei G =QCni endli
hes Produkt endli
her zyklis
her Grup-pen der Ordnungen ni und k := #fi : ni ist geradeg. Dann ist#fU � G : [G : U ℄ = 2g = 2k � 1:Beweis. Sei allgemeiner A eine abels
he Gruppe und p eine Primzahl,so da� � := dimFp(A=pA) endli
h ist. Dann stehen die UntergruppenU � A vom Index p in kanonis
her Bijektion zu den 1-kodimensionalen Fp -Untervektorr�aumen von A=pA. Deren Anzahl ist #P��1Fp = (p� � 1)=(p � 1).F�ur G ist o�enbar #2G = 2�k#G, woraus die Behauptung folgt.Satz 14 Sei n eine nat�urli
he Zahl mit Primfaktorzerlegung n =2�p�11 : : : p�rr (� � 0; �i > 0). Dann sind genau die folgenden quadratis
henZahlk�orper in Q(�n) enthalten:Q(r(�1k )) ; falls � = 0; 1;



KAPITEL 4. BEISPIELE 27Q(p�k);Q(i) ; falls � = 2;Q(p�k);Q(p�2k);Q(p�2);Q(i) ; falls � � 3;Wobei stets 1 6= kjp1 : : : pr.Beweis. Zun�a
hst ist Gal(Q(�n)jQ) �= (Z=n)� �= Q(Z=p�ii )� � (Z=2�)� �=QC(pi�1)p�i�1i � A, wobei A = 1; C2; C2 � C2��2 je na
h dem, ob� = 0; 1; 2 oder � 3 ist (vgl. [L℄, Kapitel 9). De�niert man in Abh�angigkeitdavon � := 0; 1 oder 2, so folgt aus Proposition 9 und Galoistheorie, da� dieAnzahl der gesu
hten Teilk�orper glei
h 2r+� � 1 ist. Na
h Kummertheorieund Restriktion an k sind die aufgelisteten K�orper paarweise vers
hieden undin der ri
htigen Anzahl. Es bleibt also nur zu zeigen, da� alle aufgelistetenK�orper tats�a
hli
h in Q(�n) enthalten sind. F�ur eine Einheitswurzel � derprimen Ordnung p 6= 2 ist (Pp�1l=0 ( lp)� l)2 = (�1p )p, o�enbar ist i 2 Q(�4)und s
hlie�li
h bere
hnet man mit einer primitiven a
hten Einheitswurzel�: (�+�3)2 = �2. WegenQ(�n) = Q(�2�) : : :Q(�p�rr ) ist die Aussage bewiesen.4.2 der Fall n=3Wir spezialisieren jetzt auf den Fall einer Erweiterung vom Grad 3 einesPrimk�orpers und wollen die Weil-Restriktion W einer elliptis
hen KurveE untersu
hen, die �uber dem Primk�orper de�niert ist. Na
h Korollar 1besteht die Zerlegung von W in Isogeniefaktoren fast immer aus E und einerFp -einfa
hen abels
hen Fl�a
he A. Wir geben explizite Glei
hungen f�ur Wund A an und untersu
hen das Ges
hle
ht von Kurven auf diesen Variet�aten.Zur Vereinfa
hung der Re
hnung nehmen wir an, da� die Erweiterung Fp �Fp3 von einer neunten Einheitswurzel � erzeugt wird und s
hreiben �3 =: � 2Fp . Diese Annahme ist �aquivalent zur Kongruenzbedingung p � 4; 7 (9). Esei dur
h die Glei
hung Y 2 = X3 +AX +B (4.4)gegeben (A;B 2 Fp). Na
h Proposition 2 f�uhren wir die SubstitutionenX = x0 + x1� + x2�2 (4.5)Y = y0 + y1� + y2�2



KAPITEL 4. BEISPIELE 28ein und erhalten als Modell eines aÆnen Teils von W im A 6k mit den Koor-dinaten x0; : : : ; y2:y20 + 2�y1y2 = x30 + �x31 + �2x32 + 6�x0x1x2 +Ax0 +B�y22 + 2y0y1 = 3x20x1 + 3�x0x22 + 3�x21x2 +Ax1 (4.6)y21 + 2y0y2 = 3x20x2 + 3x0x21 + 3�x1x22 +Ax2:Die Zerlegung W � A� Ein Isogeniefaktoren entspri
ht der Faktorisierung0 = �3 � 1 = (� � 1)(�2 + � + 1);wobei � ein Erzeugendes der Galois-Gruppe ist. Um die Glei
hungen f�urA zu erhalten, mu� man also Spur(P ) = 0 f�ur P 2 E(Fp3 ) in den neuenKordinaten entwi
keln. Spur(P ) = 0 ist �aquivalent zuP + P � = �P �2: (4.7)Mit der �ubli
hen Additionsformel erh�alt man aus (4.7), indem man nur dieX-Koordinate bea
htet:( Y � � YX� �X )2 = X +X� +X�2 : (4.8)O�enbar gilt f�ur die Galois-Aktion(x0 + x1� + x2�2)� = x0 + x1�� + x2�2�2 (4.9)und analog f�ur die yi. Setzt man (4.9) in (4.8) ein, so erh�alt man lei
ht(y1(�� 1)� + y2(�2 � a)�2)2 = 3x0(x1(�� 1)� + x2(�2 � 1)�2)2 (4.10)und na
h Ausmultiplizieren und KoeÆzientenverglei
hy1y2 = 3x0x1x2y22 = 3x0x22 (4.11)y21 = 3x0x21:Wir de�nieren jetzt s dur
h s2 = 3x0: (4.12)



KAPITEL 4. BEISPIELE 29Damit bere
hnen wir nun also ni
ht mehr die Spur 0-Fl�a
he A, sondern einequadratis
he Unterlagerung A0. Aus (4.11) und (4.12) erh�alt many1 = sx1 (4.13)y2 = sx2:Substituiert man (4.13) in (4.6), so vereinfa
hen si
h die erste und dritteGlei
hung zu y20 = x30 + �x31 + �2x32 +Ax0 +B (4.14)2y0y2 = 3x20x2 + 3�x1x22 +Ax2:No
hmaliges Einsetzen von (4.13) in (4.14) und K�urzung der zweiten Glei-
hung mit x2 liefert y20 = x30 + �x31 + �2x32 +Ax0 +B (4.15)2y0s = 3x20 + 3�x1x2 +A:Quadrieren der zweiten Glei
hung, Multiplikation der ersten mit 12x0 undGlei
hsetzen der linken Seiten f�uhrt s
hlie�li
h zu(3x20 + 3�x1x2 +A)2 = 12x0(x30 + �x31 + �2x32 +Ax0 +B): (4.16)Die Glei
hung (4.16) bes
hreibt A0 im A 3k . Diese Fl�a
he wird jetzt dur
hFaserung �uber A 1k mit der Koordinatenfunktion x0 auf Kurven untersu
ht.Aus (4.12) erkennt man, da� die folgenden Resultate �uber Kurven auf A0au
h f�ur die eigentli
h interessierende Fl�a
he A gelten. Fixiere also x0 undbetra
hte die ebene, aÆne Kurve C, die dur
h Glei
hung (4.16) in denKoordinaten x1; x2 gegeben wird.1.) Homogenisiert man (4.16) mit x3 und setzt x3 = 0, so erh�alt man9�2x21x22 = 0, das hei�t, C hat die beiden unendli
hen Punkte P1 = [0 : 1 : 0℄und P2 = [1 : 0 : 0℄.2.) Ableiten na
h x3 und einsetzen von Pi ergibt �12�2x0 = 0 bzw.�12�x0 = 0. Im Folgenden sei x0 6= 0. Dann sind also die unendli
henPunkte auf C ni
ht-singul�ar.3.) Die Galois-Operation induziert einen wieder mit � bezei
hnetenAutomorphismus der Ordnung 3 von C dur
h (x1; x2)� = (�x1; �2x2).



KAPITEL 4. BEISPIELE 30Dieser hat als einzigen Fixpunkt (0; 0), und (0; 0) 2 C gilt genau dann,wenn (3x20 + A)2 � 12x0(x30 + Ax0 + B) = 0 ist. Diese Glei
hung ergibtausmultipliziert 3x40 + 6Ax0 + 12Bx0 � A2 = 0, und das ist das dritte Tei-lungspolynom von E. S
hlie�t man also f�ur x0 die x-Koordinaten rationaler3-Teilungspunkte von E aus, so tau
hen Singularit�aten von C im Endli
hennotwendigerweise in Tripeln auf. C ist eine ebene Kurve vom Grad 4,hat also arithmetis
hes Ges
hle
ht 3. Weil das geometris
he Ges
hle
htder Normalisierung von C ni
ht-negativ ist, ist C entweder ni
ht-singul�aroder hat genau 3 singul�are Punkte. In letzterem Fall w�are C eine rationaleKurve. Sol
he k�onnen aber ni
ht auf einer abels
hen Fl�a
he liegen (vgl. [M1℄).Man hat also folgendeProposition 10 Auf A liegt eine Einparameterfamilie von ni
ht-singul�arenKurven vom Ges
hle
ht 3, die alle eine Automorphismus der Ordnung 3 be-sitzen.Wir haben keine �uber Fp de�nierte Kurve vom Ges
hle
ht 1 auf A, weilA Fp -einfa
h ist. Die Existenz einer sol
hen Kurve vom Ges
hle
ht 2ist glei
hbedeutend damit, da� A isogen zur Ja
obis
hen einer �uber Fpde�nierten Kurve ist. Das halten wir f�ur einen Ausnahmefall, aber beweisenk�onnen wir ni
hts. In diesem Sinne ist das minimale Ges
hle
ht einer Kurveauf A mindestens 2, wahrs
heinli
h aber 3.Man hat einen Projektionsoperator� :W �! Avon der Weil-Restriktion auf die Spur 0-Fl�a
he, der dur
h die AbbildungP 7! P � � P induziert wird. Die explizite Formel f�ur � in den gew�ahltenKoordinaten ist sehr lang und leider wenig aufs
hlu�rei
h. Wenigstens kannman sehen, das im Allgemeinen eine Kurve C 0 auf W verm�oge � eine KurveC auf A vom Grad 7 �uberlagert. Damit liefert die Hurwitz-Ges
hle
htsformelals untere Abs
h�atzung f�ur das minimale Ges
hle
ht einer Kurve auf Wdie S
hranke g � 15. Bei zahlrei
h dur
hgef�uhrten Experimenten (w�ahlenzuf�alliger Hypers
hnitte und Bere
hnung des Ges
hle
hts des enstehendenFunktionenk�orpers mit MAPLE) konnte diese S
hranke au
h ni
ht unter-s
hritten werden.



Kapitel 5Kryptographis
heAnwendungen5.1 Das DL-Problem auf elliptis
hen KurvenVon G. Frey wurde 1998 ein m�ogli
her Angri� auf spezielle Klassen desDL-Problems auf elliptis
hen Kurven vorges
hlagen, der die Weil-Restriktionbenutzt ([Fr1℄). Wir geben nur eine kurze Bes
hreibung der Idee, etwasausf�uhrli
her ist sie in [GS℄ bes
hrieben.Sei k ein (kleiner) endli
her K�orper und k � K eine Erweiterung von Prim-zahlgrad n sowie Ejk eine elliptis
he Kurve. Ferner sei ein P 2 E(K) vonPrimzahlordnung gegeben und gefragt ist na
h dem DL-Problem in der vonP erzeugten Gruppe. Ist W die Weil-Restriktion von E bzgl. k � K so hatman einen im wesentli
hen dur
h Substitution gegebenen IsomorphismusE(K) �= W (k):Wir wissen, da� die Zerlegung von W in k-einfa
he Isogeniefaktoren fastimmer die Gestalt W � E �Ahat, wobei A eine k-einfa
he abels
he Variet�at der Dimension n� 1 ist (vgl.Korollar 1). Da bei kryptographis
hen Anwendungen die Ordnung von Pstets gro� ist, folgt, da� P unter dem obigen Isomorphismus einem P 0 2 A(k)entspri
ht. Sei nun C eine �uber k de�nierte Kurve auf A vom Ges
hle
ht g,31



KAPITEL 5. KRYPTOGRAPHISCHE ANWENDUNGEN 32die einen k- rationalen Punkt besitzt. Dann erh�alt man aus der universellenEigens
haft der Ja
obis
hen JC einen Morphismus abels
her Variet�atenf : JC �! A;der wegen der Einfa
hheit von A surjektiv ist. Man bestimmt nun ein Ur-bild D von P 0 unter f . Damit hat man das DL-Problem in die Ja
obis
he"zur�u
kgezogen\. Ist nun C hyperelliptis
h, so gibt es f�ur dieses Problemeinen Algorithmus, der subexponentiell in g ist ([AMH℄). Aus der Surjekti-vit�at von f folgt sofort, da� das Ges
hle
ht einer sol
hen Kurve C mindestensn�1 sein mu�. Die Frage ist also, ob man auf A Kurven vom Ges
hle
ht derGr�o�enordung n �nden kann. Denn es gilt jajJC(k)j � jkjgund jE(K)j � jkjn:Ist also g � n, so verlagert man das DL-Problem in eine wesentli
h gr�o�ereGruppe und kann si
h keinen Gewinn erho�en.Die Existenz sol
her Kurven C ist v�ollig unklar, wir k�onnen nur einigewenige Fakten zusammenfassen:F�ur den Fall n = 3 haben wir in Kapitel 4 auf A eine 1-Parameterfamilie vonebenen, ni
ht-singul�aren Kurven vom Grad 4 und Ges
hle
ht 3 gefunden.Das Ges
hle
ht ist zwar fast kleinstm�ogli
h, aber andererseits sind ebeneKurven vom Grad 4 genau die kanonis
hen Kurven vom Ges
hle
ht 3 (vgl.[H℄, V, Beispiel 5.2.1), d.h. keine dieser Kurven ist hyperelliptis
h. Fernerhaben wir gesehen,da� das minimale Ges
hle
ht einer Kurve auf der gesam-ten Weil-Restriktion 15 ist. Das s
heint zumindest zu suggerieren, da� dasminimale Ges
hle
ht auf A wesentli
h kleiner ist als das auf W . Das hie�e,da� die oben betra
hteten Kurven E, die bereits �uber dem Grundk�orperk de�niert sind, anf�alliger gegen diesen Angri� sind als Kurven, die e
ht�uber K de�niert sind. Denn in diesem Fall ist die Weil-Restriktion einfa
h,und man wird s
hwieriger Kurven kleinen Ges
hle
htes �nden. Insbsonderesollten die Angri�sm�ogli
hekeiten f�ur zusammengesetzte K�orpergeradebesser sein, weil dann na
h Satz 12 in der Weil-Restriktion Isogeniefaktorenkleiner Dimension auftau
hen.



KAPITEL 5. KRYPTOGRAPHISCHE ANWENDUNGEN 33F�ur allgemeines n k�onnen wir zur Existenz der fragli
hen Kurven ni
ht vielmehr sagen, als das direkte Anwendung von Eliminationstheorie Kurven vomGes
hle
ht � exp(n) liefert, was uninteressant ist. Eine letzte Bemerkungzum allgemeinen Fall w�are, da� die hier als Weil-Restriktionen auftretendenabels
hen Variet�aten von re
ht spezieller Natur sind: Aus Proposition 2folgt sofort, das sie alle lokal vollst�andige Dur
hs
hnitte von Hyper
�a
henvom Grad 3 in einem P2n (n= Dimension der Weil-Restriktion) sind,was wesentli
h mehr ist, als man von allgemeinen abels
hen Variet�atenerwarten kann (vgl. [M3℄). Es s
heint sehr unwahrs
heinli
h, da� dur
hWeil-Restriktion ein Angri� auf allgemeine elliptis
he Kurven m�ogli
h ist.Es ist jedo
h dur
haus denkbar, da� spezielle Klassen elliptis
her KurvenWeil-Restriktionen besitzen, die im Bezug auf die Frage na
h Kurven, dieauf ihnen ligen, wesentli
h einfa
her zu behandeln sind. Sol
he elliptis
henKurven h�atten dann m�ogli
herweise ein Si
herheitsproblem.5.2 Konstruktion kryptographis
h geeigne-ter abels
her Variet�atenIn diesem Abs
hnitt soll die M�ogli
hkeit diskutiert werden, mit Hilfe derErgebnisse aus Kapitel 4 kryptographis
h geeignete abels
he Fl�a
hen �ubereinem Primk�orper zu konstruieren. Sei dazu EjFp eine elliptis
he Kurve�uber einem Primk�orper (man stelle si
h p � 1020 vor). Es sei daran erinnert,da� wir p � 4; 7 mod (9) voraussetzen mu�ten. Wir wissen, da� dieWeil-Restriktion fast immer eine Fp -einfa
he Fl�a
he als Faktor besitzt. Diessei im Folgenden der Fall. Die Eignung der Fl�a
he A soll anhand folgenderPunkte untersu
ht werden, wobei wir die Ergebnisse stets mit der Situationverglei
hen, da� man entweder in E0(Fp0 ) (p0 � p2) oder in E0(Fp2 ) re
hnet(F�alle 2 und 3), wobei bei letzterem vorausgesetzt sei, da� E 0 ni
ht bereits�uber Fp de�niert ist:1.) Man mu� auf den fragli
hen Variet�aten (m�ogli
hst) s
hnell re
hnenk�onnen.2.) Man mu� die (Ordnung der) Mordell-Weil Gruppe bestimmen k�onnenund wissen, da� mit vern�unftig hoher Wahrs
heinli
hkeit gro�e zyklis
heUntergruppen von Primzahlordnung auftau
hen.



KAPITEL 5. KRYPTOGRAPHISCHE ANWENDUNGEN 343.) Die S
hl�ussell�ange (d.h. die zur Darstellung eines Punktes auf derVariet�at ben�otigte Bitanzahl) sollte mit der Si
herheit (d.h. der Ordnungder zyklis
hen Gruppe, in der man re
hnet) verglei
hbar sein.4.) Man mu� einen Basispunkt gro�er Ordnung �nden k�onnen.5.2.1 Re
hnen auf AWir benutzen die Bezei
hnungen aus Kapitel 4. Man hat einen Isomorphis-mus W(Fp) �=�! E(Fp3 )(x0; : : : ; y2) 7! (x0 + x1� + x2�2; y0 + y1� + y2�2);der A(Fp) �= A := fP 2 E(Fp3 ) : Spur(P ) = 0gidenti�ziert.Damit ist das Re
hnen auf A zun�a
hst �aquivalent zum Re
hnen auf E �uberFp3 . F�ur kleine n (n=2,3) brau
ht eine elliptis
he Addition �uber einemK�orpermit � pn Elementen etwa n2 log(p)2 elementare Operationen. Das hei�t, ei-ne elliptis
he Addition auf A kostet etwa 9 log(p)2 elementare Operationen,w�ahrend der Preis in den F�allen 2 und 3 jeweils nur etwa 4 log(p)2 betr�agt.Man kann jedo
h die Arithmetik auf A folgenderma�en zu bes
hleunigenversu
hen:Bezei
hnet � den vom Frobenius induzierten Endomorphismus von A, so giltna
h De�nition von A: �2 + � + 1 = 0:Au�erdem erf�ullt � nat�urli
h sein 
harakteristis
hes Polynom�2 � a� + p = 0;wobei na
h Hasse-Weil jaj � 2pp gilt. Man erh�alt uns
hwer die in End(A)g�ultige Relation (1 + a)� = p � 1:Aus Kapitel 4 erkennt man, da� die Anwendung des Frobenius auf einenPunkt verna
hl�assigbare Zeitkomplexit�at hat (man brau
ht 4 bzw. bei Be-s
hr�ankung auf die X-Koordinate 2 Multiplikationen in Fp). Man kann ohne



KAPITEL 5. KRYPTOGRAPHISCHE ANWENDUNGEN 35Eins
hr�ankung davon ausgehen, da� 1 + a 2 Aut(A) gilt, denn eigentli
h istman nur am Re
hnen in einer zyklis
hen Untergruppe von A gro�er Prim-ordnung interessiert. Sei also ein P 2 A(Fp) mit ord(P ) = q prim in derGr�o�enordnung q � p2 gegeben. SetzeC := minf qa+ p ; p� 1(p� 1; a+ 1)g;wobei (�; �) den gr�o�ten gemeinsamen Teiler bezei
hnet. Betra
hte� :Z2 �! End(< P >)de�niert dur
h (�1; �2) 7! �1+�2� und setze X := f(�1; �2) : 0 � �i < Cg �Z2. Dann hat manProposition 11 Die Eins
hr�ankung von � auf X ist injektiv.Beweis. Hat man (�1; �2); (�01; �02) 2 X mit�1 + �2� = �01 + �02� inEnd(< P >);so gilt f�ur �i := �i � �0i:�1 + �2� = 0 und j�ij < C:Dur
h Multiplikation mit a+ 1 folgt(a+ 1)�1 + (p � 1)�2 = 0 inEnd(< P >);wegen der Wahl von C also au
h(a+ 1)�1 + (p � 1)�2 = 0 inZ:Wieder wegen der Wahl von C folgt �1 = �2 = 0.Man kann also mindestens C2 Endomorphismen von < P > in der Form�1 + �2� mit0 � �i < pdarstellen. Der Verlust der S
hl�ussell�ange gegen�uber q � p2 h�angt also imWesentli
hen von (p � 1; a + 1) ab. Die Endomorphismen dieser speziellen



KAPITEL 5. KRYPTOGRAPHISCHE ANWENDUNGEN 36Form k�onnen folgenderma�en s
hnell implementiert werden:Man bere
hnet zun�a
hst(2iP; �2iP;��22iP ) f�ur 0 � i < log(p):Da � und �1 praktis
h kostenfrei sind, brau
ht man dazu log(p) elliptis
heAdditionen. Dann entwi
helt man die �i 2-adis
h und summiert �uber i. Beijedem S
hritt hat man einen Punkt der Form0; 2iP; �2iP oder 2iP + �2iP = ��22iPzu addieren. Wegen der gema
hten Vorrausbere
hnung hat man34log(p), gesamt also 74log(p), elliptis
he Additionen und damit74log(p):3log(p) = 214 log(p)2 elementare Operationen zur Bere
hnungvon kP zu erwarten.In den F�allen 2 und 3 mu� man k � p2 2-adis
h entwi
keln(2log(p) + log(p) = 3log(p) elliptis
he Additionen) und brau
ht zurBere
hnung von kP etwa 3log(p):2log(p) = 6log(p)2 elementare Operatio-nen.Die speziellen Multiplikationen in Im(�) sind also sogar s
hneller als in denF�allen 2 und 3, man mu� aber eine geeignete Kurve �nden (d.h. (p�1; a+1)klein), um bei der S
hl�ussell�ange keine gro�en Einbu�en zu erleiden, vgl.den Anhang. Eine minimale �Anderung des Protokolls besteht bei dembes
hriebenen Verfahren darin, die �ubli
he Zahl k dur
h das Tupel (�1; �2)zu ersetzen.5.2.2 Die (Ordnung der) Mordell-Weil GruppeAus der Kenntnis von jE(Fp)j bere
hnet man zun�a
hstap := Spur(�) = 1 + p� jE(Fp)j:Verglei
he [Si1℄, Kapitel V). Und daraus dann die Weil-Zahl � von EjFp mitHilfe von �2 � ap� + p = 0:Wegen W � E �A und W(Fp) �= E(Fp3 ) erh�alt manjA(Fp)j = jW(Fp)jjE(Fp)j = (1 � �3)(1� ��3)(1� �)(1 � ��) :



KAPITEL 5. KRYPTOGRAPHISCHE ANWENDUNGEN 37Damit ist die Konstruktion von Fl�a
hen mit geeigneter Gruppenordnungziemli
h einfa
h, verglei
he die Beispiele im Anhang.Die Chan
e auf gro�e zyklis
he Untergruppen d�urften f�ur A(Fp) genausogutwie in den F�allen 2 und 3 sein, denn es ist A � E(Fp3 ).MAPLE hat etwa einehalbe Stunde gebrau
ht, um aus 20 zuf�allig gew�ahlten elliptis
henKurven diefolgenden beiden interessanten F�alle herauszusu
hen. Wir w�ahlenp = 31415926535897932333und haben als erstes Beispiel ap = 7405961513jA(Fp)j = 986960440341601001483192433942668401068= 22 32 27415567787266694485644234276185233363:Und als zweites Beispiel ap = 5062396712jA(Fp)j = 986960440267975741833639771333657387309= 32 109662271140886193537071085703739709701:5.2.3 Verglei
h von S
hl�ussell�ange und Si
herheitIn den F�allen 2 und 3 ist dieser Verglei
h lei
ht zu erbringen. Wir betra
htennur den zweiten Fall, d.h. wir re
hnen in E(Fp). Der Satz von Hasse-Weilbesagt, da� jE(Fp)j � p. Damit ist die Si
herheit � p. Einen Punkt auf derelliptis
henKurve �ubergibt man �ubli
herweise dur
h seineX-Koordinate pluseinem weiteren Bit zur Bestimmung des Vorzei
hens von Y . Damit betr�agtdie S
hl�ussell�ange also 2p. Der Grund f�ur dieses nahezu optimale Verh�altnisliegt nat�urli
h an der besonderen FormY 2 = f(X)



KAPITEL 5. KRYPTOGRAPHISCHE ANWENDUNGEN 38der Glei
hung f�ur E. Insbesondere hat E Irrationalit�atsgrad 2. Aus Satz 8folgt, da� A geometris
h isomorph zu E � E ist, also Irrationalit�atsgrad 4hat. S
hreibt man die Glei
hung f�ur A0 aus Kapitel 4 als Polynom in x0, soerh�alt manF := 3x40+(6A�18�x1x2)x20+(12B+12(�x31+�2x32))x0�(A+3�x1x2)2 = 0:Die obigen �Uberlegungen zeigen, da� dieses Polynom irreduzibel �uberFp(x1; x2) ist.Die �okonomis
hste Kodierung eines Punktes P 2 A(Fp) best�unde also in der�Ubergabe eines Vektors (x1; x2; �; s);wobei 1 � � � 4 anzeigt, die wievieltesteNullstelle von F x0 ist (imBezug aufeine festgew�ahlte Anordnung von Fp), und s wie �ubli
h das Vorzei
hen vonY ist. Die so errei
hte S
hl�ussell�ange ist 8p2 und im Verglei
h zur Si
herheitvon � p2 sehr gut. Die bes
hriebene Umre
hnungP = (X;Y ) 2 A(Fp)$ (x1; x2; �; s)ist leider extrem aufwendig, denn in beiden Ri
htungen mu� man einPolynom vom Grad 4 �uber Fp faktorisieren. In der Anwendung wird mandiese Umre
hnung jedo
h ni
ht allzuoft vornehmen m�ussen.Eine Idee w�are es viellei
ht, die Erweiterung Fp(x1; x2) � Fp(x1; x2)(x0)statt dur
h F dur
h eine reine Glei
hung in x0 zu bes
hreiben.5.2.4 Bere
hnung eines BasispunktesIn den F�allen 2 und 3 l�a�t man zum AuÆnden eines rationalen Punktes auf Ebekannterma�enX variieren und mu� ni
ht lange warten, bis die Auswertungdes quadratis
hen Residuums (f(X)p ) = 1 ergibt. Um ein Q 2 A(Fp) zu �nden,mu� man nur wenig mehr tun:Hat man P 2 E(Fp3 �Fp) (man kann nat�urli
h von Anfang an die Su
he aufni
ht-rationale Punkte von E bes
hr�anken), so hatQ := P � P �die gew�uns
hten Eigens
haften, denn o�enbar ist Spur(Q) = 0 und Q 6= 0,weil P ni
ht rational ist. Die Chan
en, eine hohe Ordnung zu haben, sind



KAPITEL 5. KRYPTOGRAPHISCHE ANWENDUNGEN 39f�ur P und Q wohl glei
hgut.5.2.5 ZusammenfassungDer bes
hriebene Angri� auf das DL-Problem auf elliptis
hen Kurven ste
ktbestenfalls in den Kinders
huhen, ni
htsdestotrotz gibt es Hinweise wie diespezielle Gestalt der auftau
henden abels
hen Variet�aten, die Motivation f�urweitere Untersu
hungen in dieser Ri
htung sein k�onnten. Es hat si
h zumBeispiel im Laufe dieser Arbeit der Verda
ht ergeben, da� Weil-Restriktionenbestimmter elliptis
her Kurven die Ja
obis
hen von Fermat-Kurven seink�onnten.Das bes
hriebene Konstruktionsverfahren f�ur kryptographis
h geeigneteFl�a
hen s
heint in allen Berei
hen mit g�angigen Verfahren verglei
hbarzu sein, bzw. bei der Bestimmung der Gruppenordnung sogar Vorteile zuhaben. Man sollte au
h einen Si
herheitsbonus ni
ht au�er a
ht lassen, dendiese Konstruktion hat: Die Fl�a
he, auf der man re
hnet, ist Fp -einfa
h,d.h. insbesondere, da� sie die zur Konstruktion verwendete elliptis
he Kurveni
ht enth�alt, die man dann wohl "verste
kt\ hat.



Anhang ANumeris
he BeispieleIn diesem Anhang sollen einige Beispiele f�ur die in Kapitel 5 erw�ahnten Kon-struktionsm�ogli
hkeiten gegeben werden. Wir betra
hten zun�a
hst die folgen-den elliptis
hen Kurven �uber Q, die den angegebenen Endomorphismenringhaben. Das habe i
h in [Si2℄, Anhang A abges
hrieben.E1 : Y 2 = X3 + 4X2 + 2X ; Z[p�2℄E2 : Y 2 +XY = X3 �X2 � 2X � 1 ; Z[1+p�72 ℄Dies sind global minimale Weiserstrass-Glei
hungen, die wir f�ur unsereZwe
ke zun�a
hst in die kurze Weierstrass-Form �uberf�uhren:E1 : Y 2 = X3 � 103 X + 5627E2 : Y 2 = X3 � 3516X � 4932 :Nun su
ht man rationale Primzahlen p � 1025, die in dem Endomorphismen-ring zerlegt sind und der zus�atzli
hen Kongruenzbedingung p � 4; 7 mod (9)gehor
hen. Dann l�ost man in dem Endomorphismenring die Norm-Glei
hungN(�) = p und erh�alt, weil die Einheitengruppen der gew�ahlten Endomor-phismenringe f+1;�1g sind, zwei L�osungen �1;2, die si
h um ein Vorzei
henunters
heiden (nat�urli
h erh�alt man 4 L�osungen, aber Konjugierte sind alsglei
h anzusehen). Eine der beiden L�osungen ist die Weil-Zahl der bei p redu-zierten Kurve, die andere ist die Weil-Zahl eines quadratis
hen Twists. Das40



ANHANG A. NUMERISCHE BEISPIELE 41kann man lei
ht zuordnen, indem man die dur
h die Weil-Zahl bestimmteOrdnung der Punktegruppe bere
hnet, und einen zuf�allig gew�ahlten Punktauf der elliptis
hen Kurve mit dieser Ordnung multipliziert.Die folgenden beiden Tabellen wurden so erstellt: Ab 1025 wurden alle "ge-eigneten\ Primzahlen p erzeugt (s.o.) und dann, wie in Kapitel 5 bes
hrie-ben, zun�a
hst die Weil-Zahl der reduzierten Kurve und aus ihr dann diePunkteordnung der Fl�a
he A bere
hnet. Letztere wurde faktorisiert, und dieOrdnungen mit gro�en Primfaktoren kamen dann in die Liste . In Kapitel5 wurde erl�autert, da� der ggT(Spur der Weil-Zahl+1, p-1) klein sein soll-te. Obwohl die aufgelisteten Beispiele erst im Na
hhinein darauf untersu
htwurden, ist in keinem der Beispiele dieser ggT gr�o�er als 5.



ANHANG A. NUMERISCHE BEISPIELE 42Beispiele f�ur die Kurve E1Es bezei
hnet z := p2 und � die Weil-Zahl.p 10000000000000000000001113� 2747855356501 + 1106637009084 � zjA(Fp)j 32:18433:602783654918744504765922832859161088670518137p 10000000000000000000002217� 2943895426765 + 816541400136 � zjA(Fp)j 32:855787:12983500697156714347090217628929881432158811p 10000000000000000000003009� 680388315041 + 2183697751608 � zjA(Fp)j 163:613496932515420906542091974550386755050686705059p 10000000000000000000010857� 1356586233073 + 2019860613042 � zjA(Fp)j 32:28387:391415475785187788325949661469862419465852019p 10000000000000000000011649� 1622005665329 + 1919517858948 � zjA(Fp)j 433:499:462819403240811600631005940396310178001360451p 10000000000000000000012633� 2460576803099 + 1404557189304 � zjA(Fp)j 100000000000049211536314654217752877969434884300793p 10000000000000000000013953� 924571727435 + 2138360016558 � zjA(Fp)j 67:163:9156670634558968174601936948936136113131369897p 10000000000000000000018249� 2486291691299 + 1381729645368 � zjA(Fp)j 16921:5909816204718972036770343048672394518019899217p 10000000000000000000020739� 271655568241 + 2227801971927 � zjA(Fp)j 32:163:681663258350411950318879 27944912748666418426761p 10000000000000000000021273� 2328646766071 + 1512845702454 � zjA(Fp)j 32:19:241:24265366043058060453700927347160501713370081 39



ANHANG A. NUMERISCHE BEISPIELE 43p 10000000000000000000024411� 3065431760323 + 549148487571 � zjA(Fp)j 32:43:2583979328166958879475315 44153714879727408088217p 10000000000000000000024627� 1948441439185 + 1761189364899 � zjA(Fp)j 32:409:271665308340230830832046 30585627890167261165123p 10000000000000000000027993� 3118944931099 + 368905487064 � zjA(Fp)j 32:1111111111111804209990909654569667 8615119223926897p 10000000000000000000032691� 2746602408863 + 1108191140469 � zjA(Fp)j 43:139:16730801405396508624532 558168863869679101531467p 10000000000000000000033393� 2389300526041 + 1464794012184 � zjA(Fp)j 32:43:2583979328166609457653454 59522036626707498513747p 10000000000000000000037113� 2613752056345 + 1258630245138 � zjA(Fp)j 32:1111111111111691944909657525853327 1356050359416713p 10000000000000000000038739� 779091372367 + 2167142892555 � zjA(Fp)j 32:19:5847953216375180223872638 15368032317840835300569p 10000000000000000000041217� 2467433629237 + 1398529814718 � zjA(Fp)j 32:1111111111111659429704545492810167 3573783675932209p 10000000000000000000042369� 2869352889781 + 939897333198 � zjA(Fp)j 32:19:5847953216377624974189650 46390317353960630479787



ANHANG A. NUMERISCHE BEISPIELE 44Beispiele f�ur die Kurve E2Es bezei
hnet z := p7 und � die Weil-Zahl.p 10000000000000000000001821� 2906938089039 + 470518095370 � zjA(Fp)j 7039:14206563432313984765139540247358463505573912139p 10000000000000000000003009� 2407532541879 + 774945810068 � zjA(Fp)j 1033:96805421103628413021198231543902977075296676249p 10000000000000000000003333� 2136161033165 + 881299044462 � zjA(Fp)j 100000000000042723220729968252735852694162699918677p 10000000000000000000003729� 2820852672273 + 540210303140 � zjA(Fp)j 127:787401574803593835067087101014482013562689141767p 10000000000000000000004191� 497125030928 + 1180367176749 � zjA(Fp)j 100000000000009942500702370988533189668556103025379p 10000000000000000000005181� 454565028209 + 1182815686350 � zjA(Fp)j 100000000000009091300667790826517464193707842186381p 10000000000000000000011409� 2672518722647 + 638932555920 � zjA(Fp)j 7:37:386100386100592472489116365132 916419235086578011p 10000000000000000000012633� 2218957583571 + 851572263716 � zjA(Fp)j 127:787401574803499048440347162953473124548237619687



ANHANG A. NUMERISCHE BEISPIELE 45p 10000000000000000000013089� 741933280071 + 1161866417692 � zjA(Fp)j 7:43:79:4205391311662174131202455620583707798118724363p 10000000000000000000014883� 2884546993774 + 489808802451 � zjA(Fp)j 32:11111111111117521215574795920271724781075367911727p 10000000000000000000020739� 675373968858 + 1167651489235 � zjA(Fp)j 79:499:15817:160379275945872596560046933238182692030747p 10000000000000000000021477� 2402526936483 + 777161898878 � zjA(Fp)j 7:127:112485939257646851000179092338068419919577064613p 10000000000000000000030693� 1447197037875 + 1062720278582 � zjA(Fp)j 757:13210039630122713862796744831904511 8331875087401p 10000000000000000000070251� 3156565832626 + 71805435825 � zjA(Fp)j 32:111111111111181257 02006396650625762924180140737 751p 10000000000000000000150249� 246815365557 + 1191582511700 � zjA(Fp)j 2251:44424700133276293340877881050053919532733048499p 10000000000000000000150267� 2564671769262 + 699230057783 � zjA(Fp)j 227371:439809826231363249659765741058296383330006461p 10000000000000000000150303� 3116662358204 + 202278360171 � zjA(Fp)j 100000000000062333250170168854337957076534390252003p 10000000000000000000070887� 2160716057912 + 872705654607 � zjA(Fp)j 2767:361402240694048 47966236352972452417062803831 813p 10000000000000000000032241� 108133281273 + 1194529626104 � zjA(Fp)j 43:232558139534888750386675046620398216 3914662303723



ANHANG A. NUMERISCHE BEISPIELE 46No
h eine kleine Bemerkung: Man kann ni
ht die �uber Q de�nierteelliptis
he Kurve mit Endomorphismenring Q(p�3) verwenden, weil ausSatz 12 folgt, da� in diesem Fall die Fl�a
he A �uber Fp in zwei elliptis
heKurven zerf�allt. Das spiegelt si
h nat�urli
h in der Zerlegung der Grup-penordnung in Primfaktoren wieder. Wir geben au
h in diesem Fall dieListe der Daten zu den ersten 5 "geeigneten\ Primzahlen > 1025 (z := p�3):p 100000000000000000000005612� 1460788713059 + 3552749936589 � zjA(Fp)j 24:32:52:72:19:2113:11329:219522091:3376987039:1681315124691551731p 100000000000000000000006092� 5431307509453 + 1870908757597 � zjA(Fp)j 22:7:13:307:739:1291:284659:16308738337:285327229657:708110536051p 100000000000000000000011132� 1507417475287 + 3546251192231 � zjA(Fp)j 26:7:13:3319039:33109014353269 039:1562500000000948919 61361p 100000000000000000000013712� 3748240973441 + 2941127312501 � zjA(Fp)j 22:33:733:919:66090031177:68807980867:302260911619099438141p 100000000000000000000015272� 4621656141365 + 2492675571281 � zjA(Fp)j 22:33:72:907:6271:76207:83036262493453:525017063054474290687
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