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Kapitel 1

Einleitung

Das Ziel dieser Arbeit ist die Untersuchung arithmetischer Eigenschaften der
Weil-Restriktion abelscher Varietéten.

Nach der Darstellung einiger grundlegender Sachverhalte im Bezug auf abel-
sche Varietédten (insbesondere {iber endlichen Definitionskorpern) in Kapitel
2 wird in Kapitel 3 zunéachst der allgemeine Begriff der Weil-Restriktion un-
ter besonderer Beriicksichtigung von Konstruierbarkeitsfragen erlautert. Als
nichstet wird gezeigt, daB Weil-Restriktion im Bezug auf eine Galois-Uber-
lagerung ein spezieller Galois-descent ist, woraus sich bereits einfache arith-
metische Aussagen ergeben. Fiir endliche Definitionskérper wird die Galois-
Struktur der zu einer Weil-Restriktion gehérenden Tate-Moduln vollstandig
geklart.

Als Beispiel fiir die Frgebnisse wird in Kapitel 4 ausfithrlich auf den Spezial-
fall einer elliptischen Kurve eingegangen, fiir die zunéchst die Zerlegung der
zugehorigen Weil-Restriktion in Isogeniefaktoren bestimmt wird. Im zweiten
Teil des Kapitels werden explizite Gleichungen fiir den Fall einer Kérperer-
weiterung vom Grad 3 hergeleitet, und mit ithrer Hilfe wird das Geschlecht
von Kurven auf der Weil-Restriktion untersucht. Wir leiten auch Gleichun-
gen fiir eine F,-einfache abelsche Fliche her, die ein Isogeniefaktor der Weil-
Restriktion ist.

Im letzten Kapitel werden kryptographische Anwendungsmoglichkeiten dis-
kutiert, die diese Arbeit eigentlich motiviert haben. Zum einen gibt es einen
Vorschlag zum Angriff auf das DL-Problem auf elliptischen Kurven, der die
Weil-Restriktion benutzt (vgl. [Frl]), und zum anderen ein Konstruktions-
verfahren fiir kryptographisch geeignete abelsche Flachen iiber Primkoérpern.
Ich mo6chte mich bei meinem Diplomvater Herrn Prof. Dr. Dr. h.c. Gerhard
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Frey fiir die Aufgabenstellung und die interessierte Betreuung bedanken.



Kapitel 2

Abelsche Varietaten

2.1 Allgemeines
Sei k ein vollkommener Kérper mit algebraischem Abschluf} k.

Definition 1 FEine abelsche Varietdt A iiber k ist eine komplette, algebrai-
sche k-Gruppenvarietdt.

Definition 2 A heifft iiber k definiert, falls es ein k-Gruppenschema Aq gibt,
fiir das Ag X1, k = A gilt.

Definition 3 FEin Morphismus abelscher Varietiten ist ein mit der Grup-
penstruktur vertrdglicher Morphismus von Varietdten.

Definition 4 Sind A und B iber k definierte abelsche Varietiten und ¢ :
A — B ein Morphismus, so heifit ¢ iiber k definiert, falls ein Morphismus
bo 1 Ag — By existiert, dessen Basiserweiterung bzgl. k C k gerade ¢ ist. Die
Menge aller dieser Morphismen wird mit Homy(A,B) bezeichnet.

Definition 5 FEin Morphismus ¢ abelscher Varietiten heifit eine Isogenie,
falls ¢ surjektiv und ker($) ein endliches Gruppenschema ist.

Prominente Beispiele abelscher Varietdten sind elliptische Kurven (siehe z.B.

[Sil] und [Si2]).

Definition 6 Fine elliptische Kurve ist eine Kurve vom Geschlecht 1 mit
einem rationalen Punkt.
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Sie fiigen sich zwanglos in die allgemeine Begrifflichkeit:

Satz 1 FElliptische Kurven sind genau die abelschen Varietiten der Dimen-
ston 1.

Beweis. Eine elliptische Kurve ist bekanntlich eine abelsche Varietat der
Dimension 1 (vgl. [Sil]), sei also umgekehrt X eine solche. Dann ist X
insbesondere eine nicht-singulédre Kurve, fiir deren Geschlecht nach dem
Satz von Riemann-Roch ([H], V, Theorem 1.3) gx = I[(K) = [(0) = 1 gilt,
weil der kanonische Divisor K auf jeder abelschen Varietét verschwindet.
Damit ist X (nach Wahl eines Basispunktes) eine elliptische Kurve.

Eine abelsche Varietat ist durch ihren Funktionenkorper festgelegt:

Satz 2 Seien A und A’ abelsche Varietditen, die als Varietiten birational

sind. Dann sind sie sogar als abelsche Varietiten isomorph.

Beweis. Sei ¢ : A--- — A’ eine birationale Abbildung. Weil A’ komplett
ist, folgt aus einem Satz von Weil (vgl. [Si2], Proposition 6.2, b)), daf sich
¢ zu einem Morphismus fortsetzt. Das Gleiche gilt fiir ¢~!, und aus der
[rreduzibilitdt von A und A’ folgt, dafl ¢ ein Isomorphismus (abstrakter)
Varietédten ist. Also unterscheidet sich ¢ nach [M2], 4, Korollar 1 nur durch
eine Translation von einem Isomorphismus abelscher Varietaten.

Definition 7 Fine tber k definierte abelsche Varietit heifst k-einfach, wenn
ste aufser 0 und A keine weiteren tiber k definierten abelschen Untervarietdten
besitzt.

Satz 3 (vollstandiger Zerlegungssatz) Sei A eine iber k definierte abelsche
Varietit. Dann ist A k-isogen zu einem Produkt [ A7 von paarweise nicht
k-isogenen k-einfachen abelschen Varietiten A; und die k-Isogenietypen der
A; sowie die Vielfachheiten n; sind eindeutig bestimmdt.

Beweis. [M2], 19, Korollar 1.
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2.2 Tate-Moduln

Fixiere eine von der Charakteristik von k& verschiedene Primzahl [ und eine
iiber k definierte abelsche Varietdt A der Dimension g. Fiir n > 1 setzt man

A[l"]:={P € A(k):I"P =0}.
Definition 8 Der [-adische Tate-Modul von A ist der Z;-Modul
Ti(A) :=lim A[l"].
—

Satz 4 T)(A) = Z°.
Beweis. [M2], 6, Proposition (3).

Sei A eine iiber k definierte abelsche Varietdt. Dann operiert die absolu-
te Galois-Gruppe G}, in vertraglicher Weise auf allen A[l"] und damit wird
Ti(A) zu einem stetigen Z;[G]-Modul. Ein ¢ € Homy(A, B) induziert auf
natiirliche Weise ein ¢; € Homyg,s,(Ti(A), Ti(B)), denn ¢ respektiert die
Galois-Struktur, weil es iiber k definiert ist. Durch lineare Fortsetzung erhélt
man die [-adische Darstellung

(I)l : Homk(A, B) X7, Zl — HOle[Gk](Tl(A), TI(B))
iiber die Tate folgenden Satz bewiesen hat:
Satz 5 Fliir einen endlichen Korper k ist ®; ein Isomorphismus.

Beweis. [Ta]. Eine Ausarbeitung ist in [M2], Anhang 1 zu finden.

Der Satz bleibt giiltig, wenn man & als Zahlkorper annimmt ( vgl. [Fa]).Dieser
Satz hat wichtige Konsequenzen fiir die Struktur abelscher Varietédten iiber
endlichen Kérpern bis auf Isogenie: Sind A und B iiber k definierte abelsche
Varietaten, so gilt genau dann A ~j B, wenn fiir ein beliebieges | # char(k)
die Galois-Moduln T;(A) und Tj(B) isomorph sind, und das wiederum ist
aquivalent zu der Gleichheit der charateristischen Polynome des Frobeni-
us in seiner Operation auf den Tate-Moduln. Also ist die Kenntnis der k-
Isogenieklasse einer abelschen Varietét d&quivalent zu der Kenntnis dieses cha-
rakteristischen Polynoms. Bezeichnet = den Frobenius, so gilt fiir die Menge
der rationalen Punkte A(k) = ker(1 — 7) und damit

|A(R)| = deg(1 — ) = x(A)(1),
weil 1 — 7 separabel ist. Hier bezeichnet natiirlich xy das oben erwéhnte cha-
rakteristische Polynom.



Kapitel 3

Welil-Restriktion

3.1 Allgemeines

Fiir eine endliche Korpererweiterung & C K und eine Varietat X' {iber K
mochte man gerne eine Varietét X iiber & haben, fir die

X(k) = X'(K)
gilt. Nun ist natiirlich X(k) = Homy(k, X) und analog fiir X’. Also kann

man das Problem auch wie im Folgenden formulieren, vgl. [BLR], 7.6.

Wir benutzen die abkiirzende Notation [A, B]c := Hom¢(A, B) fiir die Mor-
phismenmenge in einer Kategorie C'. Sei ein Morphismus A : 5" — S von
Schemata gegeben. Fiir ein S’-Schema X’ kann man dann den kontravarian-
ten Funktor

Rans(X') : (Sch/S)° — Mengen

betrachten, der durch T" +— [T xg S’ X']s definiert ist. Ist dieser Funk-
tor darstellbar, so ist ein darstellendes Objekt X nach Definition eine Weil-
Restriktion von X’ beziiglich i, d.h. X ist durch einen funktoriellen Isomor-
phismus

[TvX]S = [T Xg Sle/]S'
fiir alle S-Schemata T' charakterisiert.
Da die Darstellbarkeit von Rgs(X") im folgenden der eigentlich nicht-triviale

Punkt ist, arbeitet man besser in einem zunéchst allgemeineren Kontext. Sei
also ein Funktor

F': (Sch/S")° — Mengen

7
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gegeben. Dann definieren wir h F'(T') := F'(T xg S'), also einen Funktor

hoF": (Sch/S)? — Mengen.

Zunéchst kommutiert diese Operation h, mit Faserprodukten:

Proposition 1 Seien F',G', H' : (Sch/S")? — Mengen Funktoren und F' —
H', G' = H' Morphismen. Dann existiert ein funktorieller Isomorphismus

h*(F/ X g1 G/) = (h*F/) X(h*H’) (h*G/)
Beweis. Fiir ein S-Schema 7" schreibe T := T x ¢ S’ und rechne
h*(F/ Xy G/)(T) = (F/ Xy G/)(T/) =

F/(T/) XH’(T’) G/(T/) = (h*F/)(T) X(h*H’)(T) (h*G/)(T)
= (h*F/ X hH! h*G/)(T)

Sei nun wieder F' = [-, X']s/. Ist nun X’ ein Gruppenschema, und exisiert die
Weil-Restriktion X, so ist X auf natiirliche Weise ein S-Gruppenschema.Zum
Begriff des Gruppenschemas bzw. -funktors vergleiche [Si2], IV, 1. Aus dem in
[BLR] gegebenen Existenzbeweis kann man folgendes Ergebnis ablesen, wel-
ches in bestimmten Féllen eine explizite Beschreibung der Weil-Restriktion
liefert.

Proposition 2 Sei 5" = Spec(R'), S = Spec(R) und R’ ein freier R-Modul
mit Basis ey, ..., ¢e,. Ferner sei X' C AR, ein abgeschlossenes Unterschema
mit definierendem Ideal I' = (f!) C R'[t1,...,tn]. Definiere neue Variablen

durch
ti =. Z tmej
J

und entwickle damait

fl= fijejmitfi; € Rltya,... txa).
j

Dann beschreiben die f;; die Weil-Restriktion von X' als abgeschlossenes
Unterschema von AN™.
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Beweis. Vergleiche [BLR], 7.6, Proposition 2 (ii) und Theorem 4.

In allen uns interessierenden Féllen ist damit die explizite Beschreibung der
Weil-Restriktion affiner Schemata méglich. Wir wollen jetzt kurz auf affine
Atlanten fiir allgemeinere (nicht notwendigerweise affine) Schemata eingehen.
Wir setzen h : 5" — S als endliche Kérpererweiterung & C K vom Grad
n voraus. Dann garantiert [BLR], 7.6, Theorem 4 die Existenz der Weil-
Restriktion fiir quasi-projektive K-Schemata X’.
Sei (U;)ier ein System offener affiner Teilmengen von X'. Mit Proposition
2 erhalt man (explizit) ein offenes Unterschema Y C h(X') =: X der
Weil-Restriktion, indem man die Restriktionen der einzelnen U; berechnet
und sie mit den induzierten Klebedaten verklebt.
Fiir eine Korpererweiterung k& C F ist X(F£) = X'(E x; K) und damit
Y(F)=Ha: E xy K — X'|3i : o faktorisiert iber U;}. Sei jetzt (U;)icr ei-
ne Uberdeckung von X’. Fiir K und FE linear disjunkt iiber k ist dann
X(F) = Y(F), weil dann E xj; K ein Korper, also ein reduziertes ein-
punktiges Schema ist. Fiir allgemeine algebraischen Punkte hat man (wegen
jﬂ X K = jﬂn)

(X =Y)(k) = (X" = [ JUm)(k)

1€l

Im Allgemeinen ist also die Restriktion einer Uberdeckung keine Uber-
deckung mehr, weil offenbar {U7} keine Uberdeckung von X’* sein mus.

Man kann leicht eine ganze Klasse von Beispielen angeben, wo dies so ist.
Dazu braucht man die auch spéter wichtige Aussage:

Proposition 3 Ist X'|K eine eigentliche Varietit, dann ist die Weil-
Restriktion X eine eigentliche Varietdt iber k.

Beweis. Die Existenz von X ist klar. Genauer besagen die Voraussetzungen,
dafl X’ ein eigentliches, separiertes und ganzes Schema von endlichem Typ
tiber K ist (vgl. [H], II, 4). Diese Eigenschaften tibertragen sich nach [BLR],
7.6, Proposition 5 b),c),f) und h) alle auf X.

Wahlt man z.B. X’ als eine Kurve iitber K, so ist X eine eigentliche
Varietat der Dimension n = [K : k] iiber k, die nicht mit weniger als
n + 1 offenen affinen Teilemengen iiberdeckt werden kann. Das erkennt
man aus der Betrachtung der kohomologischen Dimension von X und der
Existenz nicht-trivialer top-Kohomologie auf X (vgl. [H], III, Ubung 4.8.c
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und Bemerkung 7.12.1).

Wir geben auch ein ganz explizites Beispiel dafiir, wie bei der Restriktion
»Punkte verlorengehen* kénnen:

Im folgenden sei K = k(a), o®* = D € k, also K eine reine quadratische
Erweiterung von k. Aus der offenen Einbettung

A}( —0— A}(
wird nach Restriktion eine offene Einbettung
X — A} -0,

die schon deswegen nicht surjektiv sein kann, weil A% — 0 nicht affin ist (vgl.
[H], ITI, Ubung 4.3). Aus A}, — 0 = Spec(K[z,y]/(zy — 1)) berechnet man
mit Proposition 2 ein Modell von X C A}:

11 —|— Dl’gyg — 1 =
T1Y2 + 21 =

und daraus dann mit Substitution X =2 A} —{T? — DT} = 0} . Der fehlende
Punkt wird also bei Restriktion zu einem fehlenden irreduziblen Untersche-
ma der Kodimension 1.

Ein Beispiel zum Verkleben von Karten: Wir starten mit der elliptischen
Kurve

E|K:y*=2°—x

und nehmen als zweite Karte £ — (0,0).Die beiden Karten sind isomorph
und werden entlang £ — (0,0) — oo durch die Translation mit (0,0) verklebt:

(2,y) +(0,0) = (1/x, —y/a*) =t o((2,y))

Man erhilt dann wie oben eine Karte X der Weil-Restriktion von £ im Ai:

yf + Dy% = :L'if + 3D:1;1:1;§ + 24
21y, = 3:1;%:1;2 + Dl‘; + x4.

Diese wird entlang X — {2z} — Da3 = 0} mit dem Isomorphismus
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o'(1...y2) = (v1/B, =22/ B, (2Dx1z2y2—y1 i — Dyra3) /B2, (2x1 2091 — Datya—aiy2) / B?)

mit sich selbst verklebt (8 := 2 — Da3). ¢’ erhilt man aus o durch
Substitution. Dieser Atlas {iberdeckt dann die Restriktion bis auf die beiden
Punkte, die co x 0 und 0 x oo auf £ x E entprechen.

Wir zeigen noch durch ein Beispiel, dafl man Proposition 2 nicht auf homo-
gene Koordinaten anwenden kann. Dazu betrachten wir die Weil-Restriktion
W von P}. Nimmt man homogene Koordinaten fiir P} und wendet formal
Proposition 2 an, so erhalt man 4 homogene Koordinaten ohne Relationen,
d.h. einfach P{. W ist aber zwei-dimensional. Obwohl zwar die Restriktion
von A} der A ist, gilt die analoge Aussage fiir projektive Raume nicht. Neh-
men wir ndmlich W = Pf und k = F, als endlichen Kérper an. Zunéchst hat
man offensichtlich die Anzahlformel

PrE) = (¢ = 1)f(g—1) = 1+...+q"
Aus der Definition der Weil-Restriktion bekommt man fiir ungerades n:
W(k,) 2 Pi(K @ k) 2 Pr(K,)
und damit die Anzahlaussage
Wk = 1+ ¢
Nach der angenommen Isomorphie gilt andererseits
(W (k)| = [P(ka)| = 14" + ¢

und daraus folgt ¢ = 0, was Unsinn ist.

3.2 Weil-Restriktion und Galois-Uberlage-
rungen

Zunichst soll das Abstiegsproblem (,,descent“) erldutert werden. Man fixiert
eine Erweitrung p : S — S und betrachtet den Funktor F' +— p*F von
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der Kategorie der quasi-kohdrenten S-Moduln in die Kategorie der quasi-

kohérenten S’-Moduln. Gefragt ist dann nach dem wesentlichen Bild dieses
Funktors. Setze S” := 5" x5 5" und S = 5” x5 S’. Man hat kanonische

Projektionen py.py : S” — S" und p;; : 8" — S" (1 < i < j < 3). Ein Uberla-
gerungdatum eines quasi-koharenten S’-Moduls F” ist ein S”-Isomorphismus

¢ p ' — py b
¢ ist ein Abstiegsdatum, falls die Kozykelbedingung

PT3¢ = p§3¢ ° pTsz

erfiilllt ist. Man beobachtet, dafl jeder S” Modul der Form p*F mit einem
kanonischen Abstiegsdatum versehen ist. Ein Abstiegsdatum ¢ heifit effektiv,
falls es einen S-Modul F' gibt, fiir den

prF = (F9)
gilt. Es gilt folgender

Satz 6 (Grothendieck) Sei p treu-flach und quasi-kompakt. Dann ist der
Funktor F' — p*F wvon der Kategorie der S-Moduln in die Kategorie der
S’-Moduln mit Abstiegsdaten eine Kategoriendquivalenz.

Beweis. [BLR], Kapitel 6, Satz 4. Die wesentliche Aussage ist, dal unter den
genachten Vorraussetzungen alle Abstiegsdaten effektiv sind.

Man kann anstelle von quasi-kohdrenten Moduln auch Schemata iiber .S bzw.
S’ betracheten. Die Begriffe Uberlagerungsdatum und (effektives) Abstiegs-
datum haben in diesem Fall offensichtliche Analogien. Sei in diesem Sinne

¢ pi X — pi X

ein Abstiegsdatum des S’-Schemas X'. Eine offenes Unterschema U’ C X'
heiBt ¢-stabil, falls ¢|U’ ein Abstiegsdatum fiir U’ ist. Es gilt:

Satz 7 Sei p treu-flach und quasi-kompakt. Dann gilt:

1) Der Funktor X — p*X von der Kategorie der S-Schemata in die Kategorie
der S'-Schemata ist treu-voll.

2) Sind S und S’ affin, so ist ein Abstiegsdatum ¢ eines S'-Schemas X'
genau dann effektiv, wenn X' eine offene, affine Uberdeckung durch ¢-stabile
Mengen gestattet.
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Beweis. [BLR], Kapitel 6, Satz 6.
p heiBt galoissch mit Gruppe G, falls G C Autg(S’) und die Abbildung
(0,2) — (ox,x) ein Isomorphismus

G xS — 5"

ist. In diesem Kontext ist ein Abstiegsdatum auf einem S’-Schema X’ dqui-
valent zu einer Operation

Gx X' — X',
so daB fiir alle 0 € G das Diagramm
X X
N3 N3
U

kommutiert.

Wir untersuchen nun Weil-Restriktionen beziiglich Galois-Uberlagerungen
und zeigen, dafl in diesem Fall die Weil-Restriktion ein spezieller Galois-
descent ist. Insbesondere folgt daraus, dal die Weil-Restriktion nach Basi-
serweiterung in das direkte Produkt der Konjugierten der Ausgangsvarietét
zerfallt:

Satz 8 Sei f : Spec(R') — Spec(R) treu-flach, endlich und galoissch mit
Gruppe G und o : X' — R’ ein quasi-projektives Schema. Betrachte Y =
[,cq X7 und die G-Operation (x,)] = (2s7-1), auf Y. Sie definiert ein
effektives Abstiegsdatum ¢ auf Y, und das eindeutig bestimmte R-Schema A
mit f*(A) = (Y, ¢) ist die Weilrestriktion von X' bzgl. f. Insbesondere gilt
also

AxpR HX’“.

Beweis. Die hier iiber Galois-descent verwendeten Tatsachen stehen in
[BLR], 6.2, Beispiel B. Betrachte die kanonischen Projektionen py,py : R” :=

R xp R = R und q = fop = fopy Ein Abstiegsdatum fiir ¥ ist
aquivalent zu einer G-Operation auf Y, so daf fiir alle 7 € GG

Yy LY

} s b5

R 5 R
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kommutiert. Nach Definition ist 5((x,),) = p(a(x,)) fir beliebiges p € G.
Damit rechnet man einerseits: 5(7((2,),)) = B((257-1)s) =4 T(a(z.)) und
andererseits: 7(8((24)s)) = T(a(z.)). Das Abstiegsdatum ist genau dann
effektiv, wenn jeder G-Orbit in einer offenen affinen Umgebung enthalten
ist. Mit X’ ist auch Y quasi-projektiv, also ist diese Bedingung erfiillt. Der
Funktor A — f*(A) von R-Schemata in die Kategorie der R’-Schemata mit
Uberlagerungsdatum ist treu-voll. Deswegen ist A eindeutig bestimmt. Au-
Berdem ist daher fiir jedes R-Schema T' die kanonische Sequenz

Homp(T, A) —s Homp(f*(T), f*(A) = Y) = Hompi(q*(T), ¢*(A))
exakt. Mit dem Isomorphismus G' x R — R", (o,r) — (or,r) ergibt sich
Homp(T, A) = Homp:/(f*(T),Y)°,

wobei G durch Komposition operiert. Nach Definition des Produktes ist
Homp/(f*(1),Y) =[], Homp (f*(T),X"?), und die G-Operation wird zu
(¢0)] = (Por-1)s. Damit ist dann

Homp(T,A) = Homp/(f*(T), X'),
also ist nach Definition A eine Weilrestriktion von X’ bzgl. f.

Bemerkung. Die Eindeutigkeit des Abstiegs gilt natiirlich nur im Bezug
auf ein fixiertes Abstiegsdatum, z.B. ist fiir A; := Q[z,y]/(xy) und Ay :=
Qlx, y]/(2* —2y?*) zwar Ay ®QQ(\/§) >~ A, ®@Q(\/§), aber offenbar A; % A,.
Die zugehérigen Abstiegsdaten sind also verschieden, genauer gilt fiir den
nicht-trivialen Automorphismus o in seiner Operation auf Q(v/2)[z,y]/(zy):

in Bezug auf A; und
o) =y oy =w

in Bezug auf A,.

Wir wollen noch einige einfache, affine Beispiele fiir Galois-descent bzw.
Weil-Restriktion beziiglich Galois-Uberlagerungen angeben. Dazu formu-
lieren wir zunéchst Aussagen, die eigentlich Spezialfille der allgemeinen
Theorie sind, die sich aber sehr elementar beweisen lassen.
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Proposition 4 Sei k C K endlich galoissch und die Galoisgruppe G operiere
auf dem K-Vektorraum V' auf vertrigliche Weise (d.h. firv e V,a € K und
o € G sei (aw)” = av?). Dann induziert die Inklusion einen Isomorphismus

Ve, K 2V.

Beweis. Die Injektivitat der natiirlichen Abbildung ist klar, und die Surjek-
tivitat ist Aquivalent zu V' C <VG>K. Sei v € V gegeben und ay,...,a, eine
k-Basis von K. Dann gilt

w; = Z(aiv)g = Zafug eve.

[

Aus det(a?) # 0 und v = v° folgt die Behauptung.

Satz 9 Sei GG := Gal(K|k) endlich und fir eine K-Algebra B mit Struk-
turmorphismus a : K — B werde fiir o € G mit B° die K-Algebra B
mit Strukturmorphismus « o o bezeichnet. Die folgenden Aussagen sind
dquivalent:

1) Es gibt eine k-Algebra A mit B= A @ K.
2) G operiert auf der k-Algebra B und die natirliche Abbildung von K-
Algebren BY @y, K — B ist ein Isomorphismus.

3) Fir alle o € G gibt es einen K-Algebrenisomorphismus o, : B — B?, so
daff o,y = a0, gilt. (Beachte, dafi B = B als k-Algebren via der Identitit).

Beweis. 1 = 2: Die Zuordnung o — 1 ® 0 € Auti(B = A @ K) hat die
gewiinschten Eigenschaften, denn BY = (A @ K)G —AR1=A.

2=1: A:= B°.

1 = 3: Genau wie , 1 = 2%, dal®o: B — B? K-linear ist.

3 = 2: Als Operation wéhlt man natiirlich ¢ — «,. Fiir b € B,o € ¢
und A € K ist dann (Ab)” = a,(Ab) = A a,(b) = A7b7. Also folgt die

Behauptung aus Proposition 4.

Es ist leicht, ein Beispiel fiir eine nicht induzierte Algebra anzugeben. Wiahle
k=QK = Q(a:=+2),B := Klz]/(2* — o) & K(\/a). Dann ist B &
K(y/—a) und wegen a/ —a = —1 ¢ K** ist B % B?. Nach Punkt 3) von
Satz 9 gibt es also keine Q-Algebra A mit B = A®g K. Deswegen sollte man
eine nicht-triviale Weil-Restriktion W von B bzgl. & C K erwarten. Diese
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soll jetzt berechnet werden, und der Isomorphismus aus Satz 8 soll verifiziert
werden. Letzterer besagt im vorliegenden Fall

B @k B = W K. (31)
Weil B und B? iiber K linear disjunkt sind, ist
B@g B2 K(B:=Va,y:=+v—a)

eine bi-quadratische Erweiterung von K. Schreibt man mit neuen Variablen
T1,T2

(21 + axq)? — o = (2] + 2235) + a(2z125 — 1),

so erhdlt man nach Proposition 2 eine Beschreibung der Weilrestriktion:
W = Qlay, 20) /(2] + 223, 2z 129 — 1)
und damit natiirlich auch
W @y K = Klzy, 2] /(2 + 223, 22129 — 1).

Substituiert man nun x; = 1/(2x3) in die erste Gleichung, erhilt man wegen
4 e K
W @ K = Klzg]/ (x5 +1/8) = K(v/—2).

Beide Erweiterungen haben Grad 4 tiber K. Will man also die oben behaup-
tete Isomorphie (3.1) nachweisen, so reicht es v/—2 € K(3,7v) zu zeigen.
Wegen 3%/4? = —1 gilt aber fiir das Element % e K(B,v):

1 2/N2 42
)4:54( ‘|‘6/72‘|‘ 6/7)2:

2(8/7)* = 2.

B+ 5%y
V2

(

3.3 Weil-Restriktion abelscher Varietiaten
und Tate-Moduln

Fir das Weitere brauchen wir



KAPITEL 3. WEIL-RESTRIKTION 17

Proposition 5 Sei k C K eine endliche Galoiserweiterung und A’ eine abel-
sche Varietdt iiber K. Dann ist auch die Weil-Restriktion A eine abelsche
Varietdt tber k.

Beweis. Nach Proposition 3 und der Bemerkung nach Proposition 1 ist A
eine eigentliche Gruppen-Varietat iiber k. Wegen Satz 8 ist mit A’ auch A
geometrisch irreduzibel.

Bemerkung. Die Aussage gilt allgemeiner fiir endliche separabele Kérperer-
weiterungen, auf die Separabilitdt kann aber nicht verzichtet verden, vegl.

[Mi2].

Im Hinblick auf diese Proposition macht die Frage nach den Galois-
Eigenschaften der Teilungspunkte der Weil-Restriktion einer abelschen Va-
rietdt Sinn, und dartiber sollen nun einige einfache FErgebnisse bewiesen wer-
den. Dazu zunéchst einige Aussagen iiber induzierte Darstellungen.

Proposition 6 Sei H C G Normalteiler, A ein kommutativer Ring mit 1, V
ein A[H]-Linksmodul und W := A[G] @apm V' der induzierte G-Modul. Dann
ist

W= @ Ve als H — Moduln.

Dabei durchliuft o ein Vertretersystem der Linksnebenklassen von G mod H
und H operiert auf V° vermdége hv = h%v = o~ Lhov.

Beweis. {0} ist eine A[H]-Basis des A[H]-Rechtsmoduls A[G]. Damit
schreibt sich jedes Element von W eindeutig in der Form EUO' ® v,
und die Zuordnung Y o @ v, + (v,), ist ein Isomorphismus abelscher
Gruppen. Die H-Operation auf der o-Komponente der direkten Summe

ist fiir h € H und v € V durch h(c®@v) = ho®@v = oh’ @v = c@h7v gegeben.

Jetzt noch ein etwas genaueres Ergebnis fiir den Fall einer zyklischen Fak-
torgruppe.

Lemma 1 Sei H C G ein Normalteiler mit zyklischer Faktorgruppe der Ord-
nung n, und © € G erzeuge G/H. Sei ferner A ein kommutativer Ring mit 1
und V' ein A[H]-Linksmodul, frei von endlichem Rang als A-Modul. Betrachte
die induzierte Darstellung W := A[G] @apm V' als G-Linksmodul. Dann gilt

fiir die charakteristischen Polynome:

X (1) = Xm v (1)
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Beweis. Nach Voraussetzung ist 7™ € H, also die rechte Seite der Gleichung
sinnvoll. Sei B = {v,...,vy} eine A-Basis von V. Dann ist B’ := {7 @ v;}
eine A-Basis von W und fiir alle 5 gilt:

i Qv 1 1=0,...,n—2
7T(7T ®Uj)_{ 1®7Tn1)]‘ - s =n—1.

Damit ist die Darstellende von 7 bzgl. B’ in Blockschreibweise:

01 0 0
00 1 0
................. € M, (My(A)),
00 - 0 1
A0 - 0 0

wobei A die Darstellende von 7 bzgl B ist. Dann ist y.w(t) die Determi-
nante der Matrix

-1 0 0
0 ¢t -1 0
...................... € M, (My(A))
0 0 to—1

—A 0 0

Durch die (blockweisen) Zeilenumformungen (k) := (k) + t(k — 1) (k =

2,...,n) erhdlt man

t -1 0 0
12 o -1 --- 0
......................... € M,(Mn(A)) = M,n(A).
et o0 e 00 =1
t—A 0 --- 0 0
Dann kann man die Determinante nacheinander nach den Spalten N +
1,..., Nn entwickeln, in denen jeweils nur der oberste Eintrag von 0 ver-

schieden, namlich —1, ist, und erhélt:

Xrw (1) = (=1)(=1)M)V Vet (1A = B) = o (17).

Nun kann zunéchst ein allgemeines Ergebnis iiber die Galois-Darstellung auf
den Tate-Moduln formuliert werden.
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Proposition 7 Sei k C K endlich galoissch, o € Gal(K|k) und A/K eine
abelsche Varietdt. Dann gilt fir den Tate-Modul der konjugierten Varietdt:

Ti(A)Y ZTi(A%) als Gg — Moduln,
wobei die Modulstruktur der linken Seite wie in Proposition 6 ist.

Beweis Die Abbildung P +— P? ist wohldefiniert, denn ist P € A[l"] so gilt
[([")as(P7) = (["]4)7(P7) = ([I"]a(P))” = 0% = 04-. Sie ist offensichtlich
bijektiv, und fiir b € Gy ist h(P7) = P?" = P = (h(P))?, nach Definition
der Modulstruktur von T;(A).

Satz 10 Mit den Voraussetzungen wvon Proposition 7 gilt fir die Weil-
Restriktion W von A:

T (W) = Zi|Gr] @z, TI(A) als Moduln iiber Gg.

Beweis. Das folgt aus W x;, K = [[, A7 (Satz 8), Proposition 7 und
Proposition 6.

Das ist allerdings nicht besonders interessant, denn die Restriktion ist iiber
k definiert, und dieses Ergebnis spiegelt nur das Verhalten der Restriktion
nach der Basiserweiterung & C K wieder. Im Falle eines endlichen Definiti-
onskorpers zumindestens kann man das obige Frgebnis verbessern.

Satz 11 Sei k C K eine endliche Erweiterung endlicher Kérper vom Grad
n, A/K eine abelsche Varietit und W ihre Weilrestriktion bzgl. k C K. Sei
ferner [ eine Primzahl #char(k). Dann ist

Ti(W) = Zi[Gr) @z, TI(A) als Gr-Moduln.

Insbesondere gilt fir die charakteristische Polynome der [-adischen Darstel-
lung des Frobenius:

X (1) = Xgela(t").

Beweis. Nach [Ta] ist T;(W) halbeinfacher GGy-Modul und G/, ist topologisch
zyklisch, erzeugt vom Frobenius . Daher ist Ty(W) schon durch das cha-
rakteristische Polynom des Frobenius bestimmt. Mit Lemma 1 sieht man,
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dafB die erste Aussage aus der zweiten folgt. Wegen der Isomorphieaussage in
Satz 8 hat man

i=n—1

(W) = @ TI(AH) als Gx-Moduln.

=0

Ausserdem ist 7 : A™ — A™"" eine Isogenie vom Grad |k| (vgl. [M2], I1, 4,
Korollar 1), die wegen [ # char(k) einen Isomorphismus

w0 (AT — Ty (A"

von ZprModuln induziert.
W4&hlt man nun eine Z;-Basis {UZ(O)} von Ti(A) und definiert induktiv

o) m(v(k)) € TI(A”kH), so erhdlt man eine Z;Basis von T;(W)

7 7

beziiglich der die darstellende Matrix von

o1 0 - 0
0o 01 - 0
0 00 1
A0O0 -0

ist, wobei A die Darstellende von mx bzgl. {UZ(O)} ist. Daraus folgt die Formel
fiir die charakteristischen Polynome (vgl. Lemma 1).

Bemerkung. Die erste Aussage von Satz 11 wird allgemeiner fiir endliche
separable Korpererweiterungen k& C K in [Mi2] gemacht, der Beweis jedoch
nicht ausgefiihrt.



Kapitel 4

Beispiele

4.1 Zerlegung der Weil-Restriktion in Isoge-
niefaktoren

Mit Hilfe von Satz 11 soll jetzt angegeben werden, wie sich die Weil-
Restriktion einer elliptischen Kurve iiber einem endlichen Koérper in Isoge-
niefaktoren zerlegt.

Satz 12 Sei k = F, ein endlicher Korper, E|k eine elliptische Kurve, [K :
k] = n und W die Weil-Restriktion von E Xy K bzgl. k C K. F sei nicht
supersinguldr und habe Weilzahl . Betrachte

I:={dn:aeQ()}
Ji={dn:add Q()}.

Die Zerlegung von W in k-cinfache Isogeniefaktoren besteht aus 2|1| + |J|
Faktoren der Vielfachheit 1, fiir deren Dimension gilt:

. B o(d) + deJ
dlde_{%qb(d) Cde]

Auflerdem ist Wy ~ E.

Fiir spétere kryptographische Betrachtungen notieren wir noch eine einfache
Folgerung:

21
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Korollar 1 Unter den Vorraussetzungen des Satzes set auflerdem n prim
und es gelte entweder n = 1 mod 4 oder sowohl n = 3 mod 4 als auch

Disc(Mipo(a)) # —n mod Q**. Dann hat die Zerlegung die Form
W~ FEx A,

wobei dim A =n — 1. Fir allgemeines n ist die Anzahl der Isogeniefaktoren
von W mindestens gleich der Anzahl der Teiler von n.

Bemerkung. Will man fiir eine gegebene Weil-Zahl « die Mengen I und .J
ausrechnen, so braucht man eine Liste aller quadratischen Teilkérper eines
vorgegebenen Kreisteilungskorpers, vgl. Satz 14.

Beweis. (des Korollars) Die letzte Behauptung ist offensichtlich, denn |I|+]./|
ist die Anzahl der Teiler von n. Fiir n # 2 prim ist Q(y/(=%)n) C Q(¢,) der

einzige quadratische Teilkérper. Unter den gemachten Voraussetzungen liegt

a nicht in diesem Teilkorper, also ist 7 = () und J = {1, n}, und die Aussage
damit klar.

Beweis. (des Satzes) Wir schreiben , x“ fiir das charakteristische Polynom
des Frobenius in seiner Operation auf einer abelschen Varietdat. Wir haben

xgjp = (T' = a)(T = a)
und damit
XE|K = (T - Ozn)(T - @n).
Aus Satz 11 folgt dann

n—1

X = (I = a")(T" —a") = [[(T = a¢')(T — ag?) (4.1)

=0

mit einer primitiven n-ten Einheitswurzel (. Man hat zunéchst

XWik = { (ITAT —ac?))® = (a/a)" =1

separabel . sonst

Das ist leicht einzusehen, denn die Punkte {a ('} bzw. {a(*} bilden jeweils ein
demselben Kreis einbeschriebenes regelméafiiges n-Fck. Zwei solche Polygone
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konnen offenbar nur gleich sein (erster Fall) oder iiberhaupt keine gemeinsa-
me Ecke besitzen (separabler Fall). Zwei Ecken fallen genau dann zusammen,
wenn eine Gleichung der Form a(’ = a(’ besteht, und das ist dquivalent zu
(/@)™ = 1. Der inseparable Fall kann unter den gemachten Vorraussetzun-
gen nicht eintreten, denn aus o” = a” folgt natiirlich auch o** = a?", aber
auch |a*"| = ¢" € Z. Damit ist das charakteristische Polynom von F iiber
dem Erweiterungskérper vom Grad 2n von k das QQuadrat eines linearen Po-
lynoms, und aus [Ta], Theorem 1,d1 < d5 folgt, dal F supersingular ist, im
Widerspruch zu Voraussetzung. Schreiben wir « fiir den Frobenius von k auf

W, so folgt wegen der Separabilitdt von xwr aus [Ta], Theorem 2, ¢2 & ¢3
F:=Q(m) = F:= Endi,(W)® Q.
Insbesondere ist £ kommutativ. Sei

w o~ ] A (4.2)

die nach Satz 3 eindeutige Zerlegung von W in k-einfache Isogeniefaktoren.
Dann ist also £ = &M, (Endy(A;) ® Q) kommutativ, und damit sind alle
n; = 1. Die Zerlegung (4.2) entspricht der Zerlegung der halbeinfachen Alge-
bra £ in ihre einfachen Komponenten, wegen der Kommutativitidt also der
Zerlegung in eine direkte Summe von Koérpern. Da 7 halbeinfach operiert
und separables charakteristisches Polynom hat, ist dieses Polynom zugleich
das Minimalpolynom von 7. Damit entspricht also die Zerlegung (4.2) der
Zerlegung von xwi iiber Q.

Um sie zu berechnen betrachten wir die Konjugationsbahnen iiber Q der aus
(1) ersichtlichen Nullstellen von xw . Sei also a(' fixiert und schreibe £ := (!
und d := ord(§) (d|n). Ist nun o ¢ Q(¢) so gilt fiir die Konjugationsbahn:

Golat) = {a,a’ : (j,d) = 1},
denn dann sind Q(«) und Q(¢) linear disjunkt iiber Q. Ist a € Q(¢) so gilt
#Go(ag) = o(d).
Zuniachst operiert namlich G iber G := Gal(Q(£)|Q) auf af. Dem Erwei-

terungsturm
Q C Qe) C Q&)

entspricht eine Zerlegung

G=UUoU
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mit U = Gal(Q(€)|Q(«r)). Setze & := £7. Dann hat man als Konjugierte von
af zunachst fir 7 € U : (aé)” = o™, und diese sind offensichtlich paarweise
verschieden. Hinzu kommen Elemente der Form (af)?” = af'7, die ebenfalls
paarweise verschieden sind. Auflerdem schneiden sich diese beiden Bahnen
nicht, denn aus aé™ = af'™ folgt (a/a)? = 1 und damit auch (a/a)" = 1,
im Widerspruch zu oben.

Damit hat man folgende Zerlegung von ), iiber Q:

XWik = H Gy H Fi1Fy (4.3)
deJ del
mit deg(Gy) = 2¢(d) und deg(Fy;) = é(d) (1 = 1,2). Daraus folgt die Aus-
sage iiber die Anzahl der Isogeniefaktoren, und die Dimensionsaussage ist
ein Spezialfall einer Formel aus [Tal, die in der anschlieBenden Bemerkung
erlautert wird. Offenbar ist 1 € J und Gy = xpgjs. Deswegen folgt Wi ~ I
aus [Ta], Theorem 1, b1&hb3.

Bemerkung. Wenn F supersinguldr ist, hingt die Zerlegung der Weil-
Restriktion davon ab, iiber welcher Erweiterung der volle Endomorphismen-
ring von F definiert ist, und wie diese Erweiterung zur Koérpererweiterung
bzgl. derer man die Restriktion betrachtet liegt. Wir betrachten ein einfaches
Beispiel und schreiben stets F' := Q(7m) C E := Endi(-) ® Q. Nach [Ta,
Theorem 2,a) ist F' das Zentrum von F. Welche Varietiaten bzw. Grundkorper
gemeint sind, sollte sich aus dem Zusammenhang erkléaren.

Sei E|F, eine elliptische Kurve mit charakteristischem Polynom 7%+ p. Dann
hat man fiir die oben definierten £ und F folgende Liste:

F E
EF, Qv-p) QW/-p)
EF, Q D,

WIF,  Q(v=p) M:(Q(v=Pp))

Dabei ist D, die definite Quaternionenalgebra iiber QQ, die genau an den Stel-
len p und oo nicht zerféllt, und W ist die Weilrestriktion von £ bzgl. F, C .
Insbesondere hat die Restriktion einen nicht-kommutativen Endomorphis-
menring, obwohl der Endomorphismenring der Ausgangskurve kommutativ
ist. Das liegt daran, dafl E zwar supersinguldr ist, der volle Endomorphis-
menring aber erst nach der quadratischen Erweiterung definiert ist. Diese
Endomorphismen . vererben® sich dann auf die Restriktion iiber F,. Die er-
ste Zeile der Tabelle folgt aus der Irreduzibilitit von 7%+ p mit den bereits im
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Beweis des Satzes verwendeten Ergebnissen. Das charakteristische Polynom
von E iiber F,2 ist (T' 4 p)?, damit folgt die zweite Zeile aus [Ta], Theorem
2,d2&-d5. Das charakteristische Polynom von W iiber F, ist (T 4 p)?. Da-
mit ist W isogen zur Potenz einer F,-einfachen abelschen Varietit A ([Ta],
Theorem 2.,e)) der Dimension

g = gmdeg(r) (= m)

Dabei ist m die Ordnung von FE in Br(F'), der Brauer-Gruppe von F' (vgl.
[Tal], Seite 142 ff.). Zu ihrer Berechnung reicht die Kenntnis von [|7||, an
allen reellen und p teilenden Stellen v von F' = Q(7) aus. Im vorliegenden
Fall hat F' keine reellen Stellen, und weil 7% + p iiber Q, irreduzibel, da
Eisenstein, ist, hat man ||7||, = p~! fiir die einzige Stelle v von F', die p
teilt. Damit erhélt man m =1, also ist W ~ E x E iiber F,, woraus sich die
letzte Zeile der Tabelle ergibt.

Fiir die Giiltigkeit von Satz 12 ist natiirlich entscheidend, dafl E bereits iiber
k definiert ist. Insbesondere ist in diesem Fall E stets ein Isogeniefaktor der
Weil-Restriktion, diese also nicht k-einfach. Man hat eine Art Umkehrung
dazu. Dazu zunéchst

Proposition 8 Sei k ein endlicher Kérper und A eine k- einfache abel-
sche Varietit. Sei ferner | #char(k) eine Primzahl und K das Zenrum von
Endl(A) := Endp(A) @ Q. Dann ist T)(A) genau dann ein einfacher G-
Modul, wenn [ in K wunzerlegt ist. Insbesondere existieren unendlich viele

solche [.
Beweis. Nach [Ta] ist
Endg(A) X Q= Ende(Vl(A))v

und V; ist halb-einfach. Also ist V; genau dann einfach, wenn das Zentrum
der rechten Seite des Isomorphismus unzerlegt, d.h. ein Koérper ist. Dieses
Zentrum ist aber gerade K @ @Q; = Ew” K. Das ist offenbar genau dann
ein Korper, wenn [ in K unzerlegt ist. Die letzte Aussage ist aus der
algebraischen Zahlentheorie wohlbekannt.
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Satz 13 Sei k C K endliche Erweiterung endlicher Kéorper und A|K eine
K -einfache abelsche Varietdt. Ist dann die Weil-Restriktion W nicht k ein-
fach, so existiert ein echter Teilkorper K' C K und eine abelsche Varietdt
A'|K', so daf gilt:

A’ X K ~pg A.

Beweis. Nach Proposition 8 existiert eine Primzahl [, verschieden von
char(k), so daBl Vi(A) = Ti(A) @z, Q; Gk-einfach ist. Da W nicht k-einafch
ist, besitzt der Ring End{(W) eine nicht-triviale Zerlegung. Das gleiche gilt
dann fiir

Q @ End)(W) = Endg, (V(W)).

Damit ist also Vj(W) nicht Gy-einafch. Da V(W) von Vi(A) induziert wird,
folgt aus dem Kriterium von Mackey ([Se], 7.4, Korollar zu Proposition 23)
die Existenz eines 1 # o € Gal(K|k), fiir das A7 ~x A gilt. Der Fixkorper
von H := {0 € Gal(K|k) : A ~k A} erfillt dann die Behauptung des

Satzes.

Wir leiten jetzt noch die Liste aller quadratischen Teilkorper eines Kreistei-
lungskorpers ab.

Proposition 9 Sei G = [[ C,, endliches Produkt endlicher zyklischer Grup-
pen der Ordnungen n; und k := #{i : n; ist gerade}. Dann ist

#{UCG:[G:U=2y=2F—1.

Beweis. Sei allgemeiner A eine abelsche Gruppe und p eine Primzahl,
so da v := dimp,(A/pA) endlich ist. Dann stehen die Untergruppen
U C A vom Index p in kanonischer Bijektion zu den 1-kodimensionalen F,-
Untervektorraumen von A/pA. Deren Anzahl ist #]P’%;l =(p'—=1)/(p—1).

Fiir (G ist offenbar #2G = 2754, woraus die Behauptung folgt.

Satz 14 Sei n  eine natirliche Zahl mit Primfaktorzerlegung n =
20p7t . ooptm (> 0,a; > 0). Dann sind genau die folgenden quadratischen
Zahlkérper in Q(¢,) enthalten:

/(3 L falls o =0.1,
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Q(VEE), Q) , falls a=2,
Q(VEk), Q(W=E2k), Q(WE2),Q(:) , falls o >3,

Wobei stets 1 # klpy...p,.

Beweis. Zunichst ist Gal(Q((,)|Q) = (Z/n)* = [[(Z/ps)* x (Z]2) =
HC(pi_l)p?i—l x A, wobei A = 1,05,Cy X Cga—2 je nach dem, ob
a = 0,1;20der > 3 ist (vgl. [L], Kapitel 9). Definiert man in Abhangigkeit
davon v := 0,1 oder 2, so folgt aus Proposition 9 und Galoistheorie, daf} die
Anzahl der gesuchten Teilkorper gleich 2"t” — 1 ist. Nach Kummertheorie
und Restriktion an k sind die aufgelisteten Kérper paarweise verschieden und
in der richtigen Anzahl. Es bleibt also nur zu zeigen, daf} alle aufgelisteten
Korper tatsdachlich in Q((,) enthalten sind. Fiir eine Einheitswurzel ¢ der
primen Ordnung p # 2 ist ( f:_ol(i)ﬁl)z = (%)p, offenbar ist ¢« € Q(()

P
und schliellich berechnet man mit einer primitiven achten Einheitswurzel

C: (C+¢?)? = —2. Wegen Q(¢,) = Q((a) - .. Q((por ) ist die Aussage bewiesen.

4.2 der Fall n=3

Wir spezialisieren jetzt auf den Fall einer Erweiterung vom Grad 3 eines
Primkoérpers und wollen die Weil-Restriktion W einer elliptischen Kurve
E untersuchen, die iiber dem Primkorper definiert ist. Nach Korollar 1
besteht die Zerlegung von W in Isogeniefaktoren fast immer aus F und einer
F,-einfachen abelschen Fliache A. Wir geben explizite Gleichungen fiir W
und A an und untersuchen das Geschlecht von Kurven auf diesen Varietdten.

Zur Vereinfachung der Rechnung nehmen wir an, daf die Erweiterung F, C
F,: von einer neunten Einheitswurzel ¢ erzeugt wird und schreiben (* =: y €
F,. Diese Annahme ist d4quivalent zur Kongruenzbedingung p = 4,7 (9). F
sei durch die Gleichung

Yi= X4+ AX + B (4.4)
gegeben (A, B € F,). Nach Proposition 2 fithren wir die Substitutionen

X = $0—|—$1C—|—$2C2 (45)
Y Yo+ y1¢ + y2(?
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ein und erhalten als Modell eines affinen Teils von W im A% mit den Koor-
dinaten xq,...,ys:

ye 4 2uyrys = o+ pal + ptad + 6urerizy + Avg + B
1ys + 2yoyr = 3xixy + 3pxexs + Jpxirs + Axy (4.6)
yf + 2yoys = 3:1;(2):1;2 + 3:1;0:1;3 + 3/,L:1;1:1;§ + Axs.
Die Zerlegung
W~AXE

in Isogeniefaktoren entspricht der Faktorisierung
0=0c>—1= (0—1)(02+0—|—1),

wobei o ein Erzeugendes der Galois-Gruppe ist. Um die Gleichungen fiir
A zu erhalten, mufl man also Spur(P) = 0 fir P € E(F,) in den neuen
Kordinaten entwickeln. Spur(P) = 0 ist aquivalent zu

2

P+ P =—P7. (4.7)
Mit der iiblichen Additionsformel erhdlt man aus (4.7), indem man nur die
X-Koordinate beachtet:
Yo -Y
(o)
Offenbar gilt fiir die Galois-Aktion

2o X+ X7+ X7 (4.8)

(20 + 71C + 220*)7 = 20 + 210 + 22°C° (4.9)

und analog fiir die y;. Setzt man (4.9) in (4.8) ein, so erhdlt man leicht

(ya(p = )¢+ y2(p® = a)(*)* = Bwo(ar(p = 1)¢ + 2a(p” — 1)¢)*  (4.10)

und nach Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich

Yiya = 3Tol1xy
ys = 3x075 (4.11)
y? = 3wors.

Wir definieren jetzt s durch
s = 3. (4.12)
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Damit berechnen wir nun also nicht mehr die Spur 0-Fliache A, sondern eine
quadratische Unterlagerung A’. Aus (4.11) und (4.12) erhédlt man

Yy = sy (4.13)
Y2 = STo.

Substituiert man (4.13) in (4.6), so vereinfachen sich die erste und dritte
Gleichung zu

yg = :1;3 + /,Ll':l)) + /,Lz:zjg’ + Az + B (4.14)
2YoYys = 3:1;(2):1;2 + 3/,L:1;1:1;§ + Axs.

Nochmaliges Einsetzen von (4.13) in (4.14) und Kiirzung der zweiten Glei-
chung mit x, liefert

yg = :1;8 + /,Ll':l)) + /,LQ:L':;’ + Az + B (4.15)
2ygs = 3:)1;(2J + 3pzixs + A

Quadrieren der zweiten Gleichung, Multiplikation der ersten mit 12x¢ und
Gleichsetzen der linken Seiten fiithrt schlielich zu

(3:)1;(2J + 3pxiz, + A)2 = 12:1;0(:1;3 + /,Ll':l)) + /,LQ:L':;’ + Axg + B). (4.16)
Die Gleichung (4.16) beschreibt A’ im A?. Diese Fliche wird jetzt durch

Faserung tiber A} mit der Koordinatenfunktion x¢ auf Kurven untersucht.
Aus (4.12) erkennt man, daf} die folgenden Resultate {iber Kurven auf A’
auch fiir die eigentlich interessierende Flache A gelten. Fixiere also x¢ und
betrachte die ebene, affine Kurve C, die durch Gleichung (4.16) in den

Koordinaten xy, x5 gegeben wird.

1.) Homogenisiert man (4.16) mit x5 und setzt x3 = 0, so erhalt man
9u*aizy = 0, das heiBt, C' hat die beiden unendlichen Punkte P, = [0: 1 : 0]
und P, =[1:0:0].

2.) Ableiten nach z3 und einsetzen von P; ergibt —12u*zo = 0 bzw.
—12uxe = 0. Im Folgenden sei zy # 0. Dann sind also die unendlichen
Punkte auf €' nicht-singular.

3.) Die Galois-Operation induziert einen wieder mit o bezeichneten
Automorphismus der Ordnung 3 von C durch (xy,29)° = (pwy,p?zs).



KAPITEL 4. BEISPIELE 30

Dieser hat als einzigen Fixpunkt (0,0), und (0,0) € C gilt genau dann,
wenn (3z2 + A)? — 12x¢(zg + Azg + B) = 0 ist. Diese Gleichung ergibt
ausmultipliziert 3:)1;61 + 6Azg + 12Bxo — A? = 0, und das ist das dritte Tei-
lungspolynom von F. Schliefit man also fiir z¢ die z-Koordinaten rationaler
3-Teilungspunkte von F aus, so tauchen Singularitidten von C' im Endlichen
notwendigerweise in Tripeln auf. C ist eine ebene Kurve vom Grad 4,
hat also arithmetisches Geschlecht 3. Weil das geometrische Geschlecht
der Normalisierung von C' nicht-negativ ist, ist €' entweder nicht-singular
oder hat genau 3 singuldre Punkte. In letzterem Fall ware C' eine rationale
Kurve. Solche kénnen aber nicht auf einer abelschen Flache liegen (vgl. [M1]).

Man hat also folgende

Proposition 10 Auf A liegt eine Finparameterfamilie von nicht-singuldren
Kurven vom Geschlecht 3, die alle eine Automorphismus der Ordnung 3 be-
sitzen.

Wir haben keine iiber F, definierte Kurve vom Geschlecht 1 auf A, weil
A TF,-einfach ist. Die Existenz einer solchen Kurve vom Geschlecht 2
ist gleichbedeutend damit, daB A isogen zur Jacobischen einer iiber F,
definierten Kurve ist. Das halten wir fiir einen Ausnahmefall, aber beweisen
kénnen wir nichts. In diesem Sinne ist das minimale Geschlecht einer Kurve
auf A mindestens 2, wahrscheinlich aber 3.

Man hat einen Projektionsoperator
T W—A

von der Weil-Restriktion auf die Spur 0-Fléache, der durch die Abbildung
P — P? — P induziert wird. Die explizite Formel fiir 7 in den gewéahlten
Koordinaten ist sehr lang und leider wenig aufschlufireich. Wenigstens kann
man sehen, das im Allgemeinen eine Kurve ¢ auf W vermége 7 eine Kurve
C' auf A vom Grad 7 iiberlagert. Damit liefert die Hurwitz-Geschlechtsformel
als untere Abschatzung fiir das minimale Geschlecht einer Kurve auf W
die Schranke ¢ > 15. Bei zahlreich durchgefithrten Experimenten (wahlen
zufalliger Hyperschnitte und Berechnung des Geschlechts des enstehenden
Funktionenkorpers mit MAPLE) konnte diese Schranke auch nicht unter-
schritten werden.



Kapitel 5

Kryptographische
Anwendungen

5.1 Das DL-Problem auf elliptischen Kurven

Von G. Frey wurde 1998 ein moglicher Angriff auf spezielle Klassen des
DL-Problems auf elliptischen Kurven vorgeschlagen, der die Weil-Restriktion
benutzt ([Frl]). Wir geben nur eine kurze Beschreibung der Idee, etwas
ausfithrlicher ist sie in [GS] beschrieben.

Sei k ein (kleiner) endlicher Kérper und & C K eine Erweiterung von Prim-
zahlgrad n sowie E|k eine elliptische Kurve. Ferner sei ein P € E(K) von
Primzahlordnung gegeben und gefragt ist nach dem DL-Problem in der von
P erzeugten Gruppe. Ist W die Weil-Restriktion von FE bzgl. & C K so hat
man einen im wesentlichen durch Substitution gegebenen Isomorphismus

E(K) = W(k).

Wir wissen, dafl die Zerlegung von W in k-einfache Isogeniefaktoren fast
immer die Gestalt

W~FExA

hat, wobei A eine k-einfache abelsche Varietat der Dimension n — 1 ist (vgl.
Korollar 1). Da bei kryptographischen Anwendungen die Ordnung von P
stets grof} ist, folgt, dafl P unter dem obigen Isomorphismus einem P’ € A(k)
entspricht. Sei nun C' eine {iber k definierte Kurve auf A vom Geschlecht g,

31
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die einen k- rationalen Punkt besitzt. Dann erhalt man aus der universellen
Eigenschaft der Jacobischen J¢ einen Morphismus abelscher Varietéten

f:Jc—>A,

der wegen der Einfachheit von A surjektiv ist. Man bestimmt nun ein Ur-
bild D von P’ unter f. Damit hat man das DL-Problem in die Jacobische
yzuriickgezogen®. Ist nun C' hyperelliptisch, so gibt es fiir dieses Problem
einen Algorithmus, der subexponentiell in ¢ ist ([AMH]). Aus der Surjekti-
vitdt von f folgt sofort, dafl das Geschlecht einer solchen Kurve ¢’ mindestens
n — 1 sein muf. Die Frage ist also, ob man auf A Kurven vom Geschlecht der
Groflenordung n finden kann. Denn es gilt ja

|[Jo (k)] ~ [k

und

[E()] ~ [k[".

Ist also g > n, so verlagert man das DL-Problem in eine wesentlich gréflere
Gruppe und kann sich keinen Gewinn erhoffen.

Die Existenz solcher Kurven € ist vollig unklar, wir kénnen nur einige
wenige Fakten zusammenfassen:

Fiir den Fall n = 3 haben wir in Kapitel 4 auf A eine 1-Parameterfamilie von
ebenen, nicht-singulédren Kurven vom Grad 4 und Geschlecht 3 gefunden.
Das Geschlecht ist zwar fast kleinstmoglich, aber andererseits sind ebene
Kurven vom Grad 4 genau die kanonischen Kurven vom Geschlecht 3 (vgl.
[H], V, Beispiel 5.2.1), d.h. keine dieser Kurven ist hyperelliptisch. Ferner
haben wir gesehen,dafl das minimale Geschlecht einer Kurve auf der gesam-
ten Weil-Restriktion 15 ist. Das scheint zumindest zu suggerieren, daf§ das
minimale Geschlecht auf A wesentlich kleiner ist als das auf W. Das hiefle,
dafl die oben betrachteten Kurven F. die bereits iiber dem Grundkoérper
k definiert sind, anfélliger gegen diesen Angriff sind als Kurven, die echt
iiber K definiert sind. Denn in diesem Fall ist die Weil-Restriktion einfach,
und man wird schwieriger Kurven kleinen Geschlechtes finden. Insbsondere
sollten die Angriffsmoglichekeiten fiir zusammengesetzte Korpergerade
besser sein, weil dann nach Satz 12 in der Weil-Restriktion Isogeniefaktoren
kleiner Dimension auftauchen.
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Fiir allgemeines n kénnen wir zur Existenz der fraglichen Kurven nicht viel
mehr sagen, als das direkte Anwendung von Eliminationstheorie Kurven vom
Geschlecht ~ exp(n) liefert, was uninteressant ist. FEine letzte Bemerkung
zum allgemeinen Fall wére, daf die hier als Weil-Restriktionen auftretenden
abelschen Varietiaten von recht spezieller Natur sind: Aus Proposition 2
folgt sofort, das sie alle lokal vollstindige Durchschnitte von Hyperflichen
vom Grad 3 in einem P?* (n= Dimension der Weil-Restriktion) sind,
was wesentlich mehr ist, als man von allgemeinen abelschen Varietéten
erwarten kann (vgl. [M3]). Es scheint sehr unwahrscheinlich, daf§ durch
Weil-Restriktion ein Angriff auf allgemeine elliptische Kurven méglich ist.
Es ist jedoch durchaus denkbar, daf} spezielle Klassen elliptischer Kurven
Weil-Restriktionen besitzen, die im Bezug auf die Frage nach Kurven, die
auf ihnen ligen, wesentlich einfacher zu behandeln sind. Solche elliptischen
Kurven hétten dann moéglicherweise ein Sicherheitsproblem.

5.2 Konstruktion kryptographisch geeigne-
ter abelscher Varietiten

In diesem Abschnitt soll die Moglichkeit diskutiert werden, mit Hilfe der
Ergebnisse aus Kapitel 4 kryptographisch geeignete abelsche Flachen iiber
einem Primkorper zu konstruieren. Sei dazu F|F, eine elliptische Kurve
iiber einem Primkorper (man stelle sich p ~ 10%° vor). Es sei daran erinnert,
da wir p = 4,7 mod (9) voraussetzen mufiten. Wir wissen, daff die
Weil-Restriktion fast immer eine F,-einfache Flache als Faktor besitzt. Dies
sei im Folgenden der Fall. Die Eignung der Fliache A soll anhand folgender
Punkte untersucht werden, wobei wir die Ergebnisse stets mit der Situation
vergleichen, dal man entweder in E'(F,/) (p' ~ p?) oder in E'(F,2) rechnet
(Falle 2 und 3), wobei bei letzterem vorausgesetzt sei, dafl £’ nicht bereits
iiber I, definiert ist:

1.) Man mufl auf den fraglichen Varietidten (moglichst) schnell rechnen
kénnen.

2.) Man muf} die (Ordnung der) Mordell-Weil Gruppe bestimmen kénnen
und wissen, dal mit verniinftig hoher Wahrscheinlichkeit grofie zyklische
Untergruppen von Primzahlordnung auftauchen.
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3.) Die Schliissellange (d.h. die zur Darstellung eines Punktes auf der
Varietat benétigte Bitanzahl) sollte mit der Sicherheit (d.h. der Ordnung
der zyklischen Gruppe, in der man rechnet) vergleichbar sein.

4.) Man muf einen Basispunkt grofier Ordnung finden kénnen.

5.2.1 Rechnen auf A4

Wir benutzen die Bezeichnungen aus Kapitel 4. Man hat einen Isomorphis-
mus

W(F,) —+ E(F,)
(l’o,...,yg) — ($o+$1f+$2§27y0‘|‘y1C‘|‘y2C2)a

der
A(F,) = A= {P € B(E:) : Spur(P) = 0}

identifiziert.

Damit ist das Rechnen auf A zunichst d&quivalent zum Rechnen auf E iiber
F,. Fiir kleine n (n=2,3) braucht eine elliptische Addition iiber einem Kérper
mit ~ p” Elementen etwa n?log(p)?* elementare Operationen. Das heift, ei-
ne elliptische Addition auf A kostet etwa 9log(p)* elementare Operationen,
wihrend der Preis in den Féallen 2 und 3 jeweils nur etwa 4 log(p)* betragt.
Man kann jedoch die Arithmetik auf A folgendermaflen zu beschleunigen
versuchen:

Bezeichnet m den vom Frobenius induzierten Endomorphismus von A, so gilt
nach Definition von A:

4T +1=0.
AuBerdem erfiillt 7 natiirlich sein charakteristisches Polynom

™ —an+p=0,
wobei nach Hasse-Weil |a| < 2,/p gilt. Man erhalt unschwer die in End(A)
giiltige Relation

(I1+a)r=p—1.

Aus Kapitel 4 erkennt man, dafl die Anwendung des Frobenius auf einen
Punkt vernachlassighbare Zeitkomplexitat hat (man braucht 4 bzw. bei Be-
schrankung auf die X-Koordinate 2 Multiplikationen in F,). Man kann ohne
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Einschrankung davon ausgehen, dal 1 + a € Aut(A) gilt, denn eigentlich ist
man nur am Rechnen in einer zyklischen Untergruppe von A grofler Prim-
ordnung interessiert. Sei also ein P € A(F,) mit ord(P) = ¢ prim in der
GroBenordnung g ~ p? gegeben. Setze

) q p—1
C :=min , ,
{Cl—|—p (p_lva—l_l)}

wobei (-, ) den grofiten gemeinsamen Teiler bezeichnet. Betrachte
¢: 7> — End(< P >)

definiert durch (A1, Az) = A; 4+ Aom und setze X 1= {(A1,A2) : 0 <\, < C} C

Z*. Dann hat man
Proposition 11 Die Einschrinkung von ¢ auf X ist injektiv.
Beweis. Hat man (A, A2), (A}, A,) € X mit
M+ dem =M+ 27 inEnd(< P >),
so gilt fiir a; := A; — Al
a; +aem =0 und|oy| < C.
Durch Multiplikation mit a + 1 folgt
(a+Dar+(p—1ay =0 inFEnd(< P >),
wegen der Wahl von C' also auch
(a+ 1oy +(p—1)az =0 inZ.
Wieder wegen der Wahl von (' folgt oy = ay = 0.
Man kann also mindestens C? Endomorphismen von < P > in der Form
AL+ Ao mit0 < A < p

darstellen. Der Verlust der Schliissellinge gegeniiber ¢ ~ p* hingt also im
Wesentlichen von (p — 1,a + 1) ab. Die Endomorphismen dieser speziellen
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Form kénnen folgendermaflen schnell implementiert werden:
Man berechnet zunéchst

(2°P, m2' P, —m*2'P)  fiir 0 < i < log(p).

Da 7 und —1 praktisch kostenfrei sind, braucht man dazu log(p) elliptische
Additionen. Dann entwichelt man die A; 2-adisch und summiert iiber . Bei
jedem Schritt hat man einen Punkt der Form

0,2°P,m2'P oder2'P + n2'P = —n?2'P

zu addieren. Wegen der gemachten Vorrausberechnung hat man
%gzg(p), gesamt_ alz) %lozg(p), elliptische Ad‘lditionen und damit
tlog(p).3log(p) = Zlog(p)’ elementare Operationen zur Berechnung
von kP zu erwarten.

In den Fillen 2 und 3 muB man k ~ p? 2-adisch entwickeln
(2log(p) + log(p) = 3log(p) elliptische Additionen) und braucht zur
Berechnung von kP etwa 3log(p).2log(p) = 6log(p)* elementare Operatio-
nen.

Die speziellen Multiplikationen in I'm(¢) sind also sogar schneller als in den
Féllen 2 und 3, man muf aber eine geeignete Kurve finden (d.h. (p—1,a+1)
klein), um bei der Schliissellinge keine grofien Einbuflen zu erleiden, vgl.
den Anhang. Eine minimale Anderung des Protokolls besteht bei dem
beschriebenen Verfahren darin, die iibliche Zahl k durch das Tupel (A1, A2)

zu ersetzen.

5.2.2 Die (Ordnung der) Mordell-Weil Gruppe

Aus der Kenntnis von |F(F,)| berechnet man zunéachst
a, = Spur(m) =1+ p—|E(F,)|.

Vergleiche [Sil], Kapitel V). Und daraus dann die Weil-Zahl a von E|F, mit
Hilfe von
o — apor +p = 0.

Wegen W ~ E x A und W(F,) = E(F, ) erhélt man

_WE)] (- o)1 - aY)
EE) - (-a)l-a)
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Damit ist die Konstruktion von Flachen mit geeigneter Gruppenordnung
ziemlich einfach, vergleiche die Beispiele im Anhang.

Die Chance auf grofie zyklische Untergruppen diirften fiir A(IF,) genausogut
wie in den Féallen 2 und 3 sein, denn es ist A C F(F,: ). MAPLE hat etwa eine
halbe Stunde gebraucht, um aus 20 zufillig gewahlten elliptischen Kurven die
folgenden beiden interessanten Fille herauszusuchen. Wir wahlen

p = 31415926535897932333
und haben als erstes Beispiel

a, = 7405961513

|A(F,)| = 986960440341601001483192433942668401068

= 2% 3% 2741556 7787266694485644234276185233363.

Und als zweites Beispiel
a, = 5062396712

|A(F,)| = 986960440267975741833639771333657387309
= 3%109662271140886193537071085703739709701.

5.2.3 Vergleich von Schliissellinge und Sicherheit

In den Féllen 2 und 3 ist dieser Vergleich leicht zu erbringen. Wir betrachten
nur den zweiten Fall, d.h. wir rechnen in F(F,). Der Satz von Hasse-Weil
besagt, dal |E(F,)| ~ p. Damit ist die Sicherheit ~ p. Einen Punkt auf der
elliptischen Kurve iibergibt man iiblicherweise durch seine X-Koordinate plus
einem weiteren Bit zur Bestimmung des Vorzeichens von Y. Damit betrigt
die Schliissellange also 2p. Der Grund fiir dieses nahezu optimale Verhéltnis
liegt natiirlich an der besonderen Form
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der Gleichung fiir . Insbesondere hat E Irrationalitdatsgrad 2. Aus Satz 8
folgt, dafl A geometrisch isomorph zu F X F ist, also Irrationalitatsgrad 4
hat. Schreibt man die Gleichung fiir A’ aus Kapitel 4 als Polynom in g, so
erhélt man

F = 3:1;3—|—(6A— 18M$1$2)$(2)+(1QB+12(/,L$:1))+/,L2$§))$0— (A+3M$1$2)2 = 0.

Die obigen Uberlegungen zeigen, daB dieses Polynom irreduzibel iiber
F, (21, xq) ist.
Die 6konomischste Kodierung eines Punktes P € A(F,) bestiinde also in der
Ubergabe eines Vektors

(1, 22,1, 8),
wobei 1 < v <4 anzeigt, die wievielteste Nullstelle von F' xg ist (im Bezug auf
eine festgewéhlte Anordnung von F,), und s wie iiblich das Vorzeichen von
Y ist. Die so erreichte Schliissellinge ist 8p* und im Vergleich zur Sicherheit
von ~ p? sehr gut. Die beschriebene Umrechnung

P = (X7 Y) € A(Fp) A (x17x271/78)

ist leider extrem aufwendig, denn in beiden Richtungen mufi man ein
Polynom vom Grad 4 iiber F, faktorisieren. In der Anwendung wird man
diese Umrechnung jedoch nicht allzuoft vornehmen miissen.

Eine Idee wire es vielleicht, die Erweiterung F,(x1,22) C F, (21, 22)(20)
statt durch F' durch eine reine Gleichung in x¢ zu beschreiben.

5.2.4 Berechnung eines Basispunktes

In den Féllen 2 und 3 1a8t man zum Auffinden eines rationalen Punktes auf £
bekanntermaflen X variieren und muf} nicht lange warten, bis die Auswertung
des quadratischen Residuums (%) = 1 ergibt. Umein @ € A(F,) zu finden,
mufl man nur wenig mehr tun:

Hat man P € F(F,: —F,) (man kann natiirlich von Anfang an die Suche auf
nicht-rationale Punkte von E beschranken), so hat

Q:=P—P"

die gewiinschten Figenschaften, denn offenbar ist Spur(Q) = 0 und Q # 0,
weil P nicht rational ist. Die Chancen, eine hohe Ordnung zu haben, sind
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fiir P und () wohl gleichgut.

5.2.5 Zusammenfassung

Der beschriebene Angriff auf das DL-Problem auf elliptischen Kurven steckt
bestenfalls in den Kinderschuhen, nichtsdestotrotz gibt es Hinweise wie die
spezielle Gestalt der auftauchenden abelschen Varietéten, die Motivation fiir
weitere Untersuchungen in dieser Richtung sein koénnten. Es hat sich zum
Beispiel im Laufe dieser Arbeit der Verdacht ergeben, dafl Weil-Restriktionen
bestimmter elliptischer Kurven die Jacobischen von Fermat-Kurven sein
kénnten.

Das beschriebene Konstruktionsverfahren fiir kryptographisch geeignete
Flachen scheint in allen Bereichen mit gédngigen Verfahren vergleichbar
zu sein, bzw. bei der Bestimmung der Gruppenordnung sogar Vorteile zu
haben. Man sollte auch einen Sicherheitsbonus nicht aufler acht lassen, den
diese Konstruktion hat: Die Fliche, auf der man rechnet, ist F,-einfach,
d.h. insbesondere, daf sie die zur Konstruktion verwendete elliptische Kurve
nicht enthéalt, die man dann wohl ,, versteckt® hat.



Anhang A

Numerische Beispiele

In diesem Anhang sollen einige Beispiele fiir die in Kapitel 5 erwédhnten Kon-
struktionsmoglichkeiten gegeben werden. Wir betrachten zunéchst die folgen-
den elliptischen Kurven iiber Q, die den angegebenen Endomorphismenring

haben. Das habe ich in [Si2], Anhang A abgeschrieben.

E Y = X344X2 12X ; Z[V=2]

1+V-7
5 )

Dies sind global minimale Weiserstrass-Gleichungen, die wir fiir unsere

Zwecke zunachst in die kurze Weierstrass-Form tiberfiithren:

E,: Y4 XY =X°—-X?-2X -1 ; Z

10 56
B Y =X3_ x4+
! 317
EQ:YQ:X?’—%X—@.

16 32

Nun sucht man rationale Primzahlen p ~ 10?°, die in dem Endomorphismen-
ring zerlegt sind und der zusétzlichen Kongruenzbedingung p = 4,7 mod (9)
gehorchen. Dann 16st man in dem Endomorphismenring die Norm-Gleichung
N(a) = p und erhilt, weil die Einheitengruppen der gewihlten Endomor-
phismenringe {+1, —1} sind, zwei Losungen oy 5, die sich um ein Vorzeichen
unterscheiden (natiirlich erhdlt man 4 Losungen, aber Konjugierte sind als
gleich anzusehen). Eine der beiden Losungen ist die Weil-Zahl der bei p redu-
zierten Kurve, die andere ist die Weil-Zahl eines quadratischen Twists. Das

40
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kann man leicht zuordnen, indem man die durch die Weil-Zahl bestimmte
Ordnung der Punktegruppe berechnet, und einen zuféllig gewdhlten Punkt
auf der elliptischen Kurve mit dieser Ordnung multipliziert.

Die folgenden beiden Tabellen wurden so erstellt: Ab 10*® wurden alle ,ge-
eigneten® Primzahlen p erzeugt (s.o.) und dann, wie in Kapitel 5 beschrie-
ben, zunéchst die Weil-Zahl der reduzierten Kurve und aus ihr dann die
Punkteordnung der Flache A berechnet. Letztere wurde faktorisiert, und die
Ordnungen mit groflen Primfaktoren kamen dann in die Liste . In Kapitel
5 wurde erlautert, dafl der ggT(Spur der Weil-Zahl+1, p-1) klein sein soll-
te. Obwohl die aufgelisteten Beispiele erst im Nachhinein darauf untersucht
wurden, ist in keinem der Beispiele dieser ggT' grofler als 5.
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Beispiele fiir die Kurve E|

Es bezeichnet z := v/2 und a die Weil-Zahl.

P 10000000000000000000001113
o 2747855356501 + 1106637009084 * ~

|A(F,)| | 3%.18433.602783654918744504765922832859161083670518137
P 10000000000000000000002217
o 2943895426765 + 816541400136 *

|A(F,)| | 3%855787.12983500697156714347090217628929881432158811
P 10000000000000000000003009
o 680388315041 + 2183697751608 *

|A(F,)| 163.613496932515420906542091974550386755050686705059
P 10000000000000000000010857
o 1356586233073 4 2019860613042 * =z

|A(F,)| | 3%28387.391415475785187788325949661469862419465852019
P 10000000000000000000011649
o 1622005665329 4 1919517858948 * =z

|A(F,)| 433.499.4628194032408116006310059403963101 78001360451
P 10000000000000000000012633
o 2460576803099 + 1404557189304 * =

|A(F,)| 100000000000049211536314654217752877969434884300793
P 10000000000000000000013953
o 924571727435 4 2138360016558 * =z

|A(F,)| 67.163.9156670634558968174601936948936136113131369897
P 10000000000000000000018249
o 2486291691299 + 1381729645368 * =z

|A(F,)| 16921.5909816204718972036770343048672394518019899217
P 10000000000000000000020739
o 271655568241 4 2227801971927 * =

|A(F,)| | 32.163.681663258350411950318879 27944912748666418426761
P 10000000000000000000021273
o 2328646766071 + 1512845702454 * =~

|A(F,)| | 3%.19.241.24265366043053060453700927347160501 713370081 39
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P 10000000000000000000024411
o 3065431760323 + 549148487571 * =

|A(F,)| | 32.43.2583979328166958879475315 44153714879727408088217
P 10000000000000000000024627
o 1948441439185 4 1761189364899 * =z

|A(F,)| | 32.409.271665308340230830832046 30585627890167261165123
P 10000000000000000000027993
o 3118944931099 + 368905487064 * =z

|A(F,)| | 32.1111111111111804209990909654569667 8615119223926897
P 10000000000000000000032691
o 2746602408863 + 1108191140469 * =

|A(F,)| | 43.139.16730801405396508624532 558168863869679101531467
P 10000000000000000000033393
o 2389300526041 + 1464794012184 * =

|A(F,)| | 32.43.2583979328166609457653454 59522036626707498513747
P 10000000000000000000037113
o 2613752056345 + 1258630245138 * =z

|A(F,)| | 32.1111111111111691944909657525853327 1356050359416713
P 10000000000000000000038739
o 779091372367 4 2167142892555 * =

|A(F,)| | 32.19.5847953216375180223872638 15368032317840835300569
P 10000000000000000000041217
o 2467433629237 + 1398529814718 * =~

|A(F,)| | 32.1111111111111659429704545492810167 3573783675932209
P 10000000000000000000042369
o 2869352889781 + 939897333198 *

|A(F,)| | 32.19.5847953216377624974189650 46390317353960630479787
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Beispiele fiir die Kurve E,

Es bezeichnet z := /7 und a die Weil-Zahl.

10000000000000000000001821

p
o 2906938089039 + 470518095370 * z

|A(F,)| | 7039.14206563432313984765139540247358463505573912139
P 10000000000000000000003009
o 2407532541879 + 774945810068 * z

|A(F,)| | 1033.96805421103628413021198231543902977075296676249
P 10000000000000000000003333
o 2136161033165 + 881299044462 * =

|A(F,)| | 100000000000042723220729968252735852694162699918677
P 10000000000000000000003729
o 2820852672273 + 540210303140 *

|A(F,)| | 127.787401574803593835067087101014482013562689141767
P 10000000000000000000004191
o 497125030928 + 1180367176749 * =~

|A(F,)| | 100000000000009942500702370988533189668556103025379
P 10000000000000000000005181
o 454565028209 + 1182815686350 * z

|A(F,)| | 100000000000009091300667790826517464193707842186381
P 10000000000000000000011409
o 2672518722647 + 638932555920 * z

|A(F,)| | 7.37.386100386100592472489116365132 916419235086578011
P 10000000000000000000012633
o 2218957583571 + 851572263716 *

|A(F,)| | 127.787401574803499048440347162953473124548237619687




ANHANG A. NUMERISCHE BEISPIELE

P 10000000000000000000013089
o 741933280071 4 1161866417692 * =

|A(F,)| | 7.43.79.4205391311662174131202455620583707798118724363
P 10000000000000000000014883
o 2884546993774 + 489808802451 *

|JA(F,)] | 32.11111111111117521215574795920271724781075367911727
P 10000000000000000000020739
o 675373968858 4 1167651489235 * =~

|A(F,)| | 79.499.15817.160379275945872596560046933238182692030747
P 10000000000000000000021477
o 2402526936483 + 777161898878 *

|A(F,)| | 7.127.112485939257646851000179092338068419919577064613
P 10000000000000000000030693
o 1447197037875 4 1062720278582 * =

|A(F,)| | 757.13210039630122713862796744831904511 8331875087401
P 10000000000000000000070251
o 3156565832626 + 71805435825 * =z

|A(F,)| | 3*.111111111111181257 02006396650625762924180140737 751
P 10000000000000000000150249
o 246815365557 4+ 1191582511700 *

|A(F,)| | 2251.44424700133276293340877881050053919532733048499
P 10000000000000000000150267
o 2564671769262 + 699230057783 * z

|A(F,)| | 227371.439809826231363249659765741058296383330006461
P 10000000000000000000150303
o 3116662358204 + 202278360171 *

|A(F,)| 100000000000062333250170168854337957076534390252003
P 10000000000000000000070887
o 2160716057912 + 872705654607 * =z

|A(F,)| | 2767.361402240694048 47966236352972452417062803831 813
P 1000000000000000000003224 1
o 108133281273 + 1194529626104 * =

|A(F,)| | 43.232558139534888750386675046620398216 3914662303723
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Noch eine kleine Bemerkung: Man kann nicht die iiber Q definierte
elliptische Kurve mit Endomorphismenring Q(v/—3) verwenden, weil aus
Satz 12 folgt, daB in diesem Fall die Flache A iiber F, in zwei elliptische
Kurven zerféllt. Das spiegelt sich natiirlich in der Zerlegung der Grup-
penordnung in Primfaktoren wieder. Wir geben auch in diesem Fall die
Liste der Daten zu den ersten 5 ,geeigneten* Primzahlen > 10%° (z := /=3):

P 10000000000000000000000561
200 1460788713059 4 3552749936589 * =z
|A(F,)| | 2*.32.5%.72.19.2113.11329.219522091.3376987039.1681315124691551731
P 10000000000000000000000609
200 5431307509453 + 1870908757597 * =~
|A(F,)| | 2%.7.13.307.739.1291.284659.16308738337.285327229657.708110536051
P 10000000000000000000001113
200 1507417475287 4 3546251192231 * =
|A(F,)| 26.7.13.3319039.33109014353269 039.1562500000000948919 61361
P 10000000000000000000001371
200 3748240973441 + 2941127312501 * =
|A(F,)| 22.3%.733.919.66090031177.68807980867.302260911619099438141
P 10000000000000000000001527
200 4621656141365 + 2492675571281 * =
|A(F,)| 22.33.7%.907.6271.76207.83036262493453.52501 70630544 74290687
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