Prof. Dr. Ulrich Gortz
Wintersemester 2026/27

Seminar iiber
Elementare Algebraische Geometrie

Das Ziel des Seminars ist eine Einfiihrung in die “klassische” algebraische Geometrie,
also das Studium der Lésungsmengen von Systemen von Polynomgleichungen unter
geometrischen Gesichtspunkten, und mit “elementaren” Methoden. Insbesondere
wollen wir versuchen, relativ nah an der Geometrie zu bleiben. Das Seminar ist eine
gute Vorbereitung, um danach die Vorlesung Algebraische Geometrie 1 zu horen.
(Sie diirfen natiirlich auch teilnehmen, wenn Sie diese Vorlesung parallel horen oder
schon gehort haben.)

Eines der Hauptergebnisse des Seminars wird sein zu beweisen, dass auf jeder “glatten
kubischen Flidche im projektiven Raum P% (iiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper k) genau 27 Geraden des P? liegen”. Dafiir werden wir zu Beginn des Semi-
nars den Standardvektorraum k" zum sogenannten projektiven Raum P} erweitern
und definieren, was wir unter Nullstellenmengen von homogenen Polynomen in [P}
verstehen. Ein homogenes Polynom vom Grad 3 in 4 Variablen definiert dann eine
kubische Fliche in P3.

1. ORGANISATORISCHES

— Siehe auch die Moodle-Seite zum Seminar. —
Termin. Dienstags, 16-18 Uhr, S-U-4.02. Beginn: 13.10.

ECTS-Punkte. Das Seminar ist ein Bachelor-Seminar in den Fachstudiengéngen
Mathematik (6 credit points).

Kontakt.
Ulrich Gortz ulrich.goertz@uni-due.de.

Die Seminarvortriage sollen an der Tafel gehalten werden und nicht lénger als 80
Minuten dauern. Rechnen Sie bei der Planung mit Fragen der Zuhéorer:innen und der
Organisatoren. Danach stehen circa 10 Minuten fiir Fragen und eine Riickmeldung
zum Vortrag zur Verfiigung.

Im Nachgang eine schriftliche Ausarbeitung Ihres Vortrags abzugeben, ist nicht
erforderlich (und kann auch nicht als Ersatz fiir einen erfolgreichen Vortrag dienen).

Fiir das Seminar gilt (moralische) Anwesenheitspflicht; es wird eine aktive Teilnahme
erwartet. Fiir den Fall, dass Sie an einem Termin aus wichtigen Griinden verhindert
sind, entschuldigen Sie sich bitte vorher bei der/dem Vortragenden und bei mir.



Erforderliche Vorkenntnisse. Gute Kenntnisse der Linearen Algebra und Algebra.

Das schlieft Grundbegriffe der Theorie der kommutativen Ringe und Ideale ein,
insbesondere

e Ringe, Ideale, Primideale,
e Quotient eines Rings nach einem Ideal,
e Integritdtsringe, Quotientenkorper.

Siehe zum Beispiel [GOA] Kapitel 3 oder [Bo] Kapitel 2.

Weitere Kenntnisse in Algebra 2 (Kommutative Algebra) und Grundkenntnisse in
Topologie sind niitzlich, aber nicht zwingend erforderlich.

2. ANFORDERUNGEN / WIE HALTE ICH EINEN GUTEN SEMINARVORTRAG?

e Richten Sie die Vorbereitung auf Ihren Vortrag nach dem Grundsatz aus, dass
Ihre Zuhorer moglichst viel dabei lernen und ,,aus dem Vortrag mitnehmen*
sollen.

e [hr erstes und wichtigstes Ziel sollte sein, die im Vortrag zu behandelnde
Mathematik griindlich zu verstehen. Das wird in der Regel eine ganz Menge
Zeit in Anspruch nehmen; beginnen Sie daher frithzeitig mit Vorbereitung!

e Stellen Sie viele Fragen (sich und den anderen Seminarteilnehmer:innen). Sei-
en Sie diszipliniert darin, sich zu fragen, warum (ob) die im zugrundeliegenden
Text aufgestellten Behauptungen richtig sind. Was lasst sich vereinfachen?
Wenn Sie auf Dinge stoflen, die Sie nicht verstehen, fragen Sie die anderen
Seminarteilnehmer:innen (diejenigen, die die Vortrage direkt vor oder nach
Thnen halten, haben sich vielleicht schon genau dieselbe Frage gestellt) oder
im Forum auf der Moodle-Seite. Vielleicht ist im Buch ein Fehler? Wenn Sie
damit noch nicht weiterkommen, konnen Sie Thre Fragen mit mir besprechen.

e Wenn Sie die Mathematik verstanden haben, sollten Sie bewusst dariiber
nachdenken, wie Sie die Inhalte in Threm Vortrag darstellen méchten. Oft bie-
tet es sich an, den Aufbau zu dndern, Sachen umzustrukturieren, zusétzliche
Beispiele einzubauen, die Notation anzupassen, usw. — schliellich ist ein
Vortrag etwas ganz anderes als ein geschriebener Text. Diese Restrukturierung
ist Teil der Anforderung an Thren Vortrag. Es geniigt nicht, den Text aus
dem Buch an die Tafel zu schreiben!

e Uberlegen Sie im Vorfeld, was die Hauptpunkte Ihres Vortrags sind, die jede:r
Teilnehmer:in lernen sollte, und beriicksichtigen Sie das entsprechend. Sie
konnen notigenfalls Sachen im Vortrag auslassen (zum Beispiel eine techni-
sche Rechnung, die zum Verstéandnis nicht notwendig ist (schauen Sie sie
sich trotzdem genau an, um gegebenenfalls Fragen beantworten zu kénnen!)).
Denken Sie bei der Vortragsplanung dariiber nach, was sich zum Weglassen
eignet, damit Sie nicht am Ende wegen Zeitmangels gezwungen sind, die
interessantesten Teile zu iiberspringen.

e Denken Sie insbesondere dariiber nach, was ein guter Einstieg in den Vortrag
ist. Wie fiigt sich der Vortrag ins Seminarprogramm ein? Warum sollte man
sich fiir dieses Thema interessieren? Bereiten Sie auch einen guten Abschluss



des Vortrags vor.

e Die Sachen, die Sie in der Vorbereitung besonders viel Zeit gekostet haben,
sollten Sie nicht auslassen, denn die anderen Teilnehmer:innen haben vermut-
lich dhnliche Schwierigkeiten beim Versténdnis und kénnen gerade an diesen
Stellen viel lernen. Wenn doch einmal noch Fragen bei Thnen offengeblieben
sind, gehen Sie damit ehrlich um und versuchen Sie nicht, Probleme beim
Verstandnis zu verschleiern.

e Aktive Einbindung der Teilnehmer:innen. Das Seminar lebt von der
aktiven Beteiligung aller Teilnehmer:innen an allen Vortrigen, nicht nur am
eigenen. Die Beteiligung an den anderen Vortrégen ist eine Moglichkeit, [hre
Note im Seminar gegebenenfalls noch zu verbessern.

Die Beteiligung aller sicherzustellen, ist sowohl eine Aufgabe der Zuhérer:in-
nen als auch der Sprecher:in. Konkret ist daher eine der Anforderungen an
einen erfolgreichen Vortrag: Uberlegen Sie sich mindestens drei Fragen, die
Sie wiahrend Thres Vortrags an das Publikum richten. Es kann sich um offene
Fragen oder um Multiple-Choice-Fragen handeln. Wihlen Sie Fragen aus, die
sich von denjenigen, die dem Vortrag gefolgt sind, relativ schnell beantworten
lassen, und die Thnen erméglichen, auf einen besonders wichtigen Punkt noch
einmal hinzuweisen und/oder helfen zu entscheiden, was Sie vielleicht noch
einmal anders/erneut erkléren sollten oder worauf Sie im weiteren Verlauf
den Fokus legen.

Wenn Sie Thren Vortrag in den Grundziigen vorbereitet haben, und spdtestens zwei
Wochen vor dem Termin Ihres Vortrags sprechen Sie Thren Vortrag mit mir durch.
Dabei kénnen Sie offene Fragen von Threr Seite kldaren. (Wenn Sie gar keine Fragen
haben, sollten Sie noch einmal sehr selbstkritisch hinterfragen, ob Sie die Inhalte
des Vortrag mathematisch wirklich hinreichend durchdrungen haben. Es ist fiir den
Verlauf des Vortrag besser und auch fiir Sie angenehmer, wenn Sie nicht erst bei
Nachfragen wahrend des Vortrags feststellen, dass es doch noch Versténdnisliicken
gibt.)

Es soll im Vordergrund stehen, dass alle Teilnehmer:innen gemeinsam etwas lernen.
Daher sollten Sie als Sprecher:in Fragen im Vortrag immer willkommen heiflen und als
Unterstiitzung dabei sehen, Thren Vortrag auf die Bediirfnisse der Teilnehmer:innen
auszurichten. Umgekehrt: Geben Sie sich als Zuhorer:in Miihe, den Vortragen der
anderen aktiv zu folgen und stellen Sie dort Fragen, wo Sie etwas nicht verstehen.

Nutzen Sie die Moglichkeit, Thre eigenen Schwerpunkte zu setzen und iiberlegen Sie
sich, wie Sie Thren eigenen Vortrag so gestalten konnen, dass Sie damit zufrieden
sind.

3. LITERATUR

Wir richten uns nach dem Buch [Hu| von K. Hulek. Bei den Vortragsbeschreibungen
im Programm unten gilt grundsétzlich Folgendes:

e Ein Vortrag ist etwas anderes als ein Buch, das heifit: Orientieren Sie sich
inhaltlich am Text des Buchs, aber strukturieren Sie diese Inhalte so, wie
es fiir einen Vortrag sinnvoll ist. Sie miissen (und sollten) im Vortrag nicht



alles, was im Buch steht, an die Tafel schreiben. Teils geniigt eine miindliche
Erklarung, und bei den Sachen, die Sie anschreiben, konnen Sie geeignet
abkiirzen.

e Wenn notig (bzw. wenn Sie es fiir sinnvoll halten), fithren Sie Begriffe aus
fritheren Abschnitten im Buch ein bzw. wiederholen Sie diese; auch dann,
wenn die Abschnitte nicht im Programm vorkamen.

Andere Quellen finden Sie im Literaturverzeichnis am Ende des Buches, aber eigentlich
sollten Sie diese nicht bendtigen.

4. VORTRAGE

Vortrag 1 (Einfiihrung).

Einfiihrung in das Seminarthema: [Hu] Kapitel 0 und Kapitel 1 bis Abschnitt 1.1.1.

Wir éndern die Definition einer irreduziblen Teilmenge (von A} oder allgemeiner
irgendeinem topologischen Raum) insofern, dass wir zusétzlich verlangen, dass X # ()
ist. Dies ist die {ibliche Definition und sie umgeht einige kleine Schwierigkeiten im
weiteren Verlauf. Da der Unterschied sich nur auf den Trivialfall der leeren Menge
bezieht, ist das natiirlich eine eher kosmetische Anderung.

Vortrag 2 (Der Hilbertsche Nullstellensatz).

Inhalt des Vortrags: [Hu| Abschnitt 1.1.2 bis Lemma 1.14.

Der Hilbertsche Nullstellensatz (Theorem 1.11) ist ein zentrales Ergebnis, um die
Verbindung zwischen geometrischen Fragen und algebraischen Methoden herzustellen.

Vortrag 3 (Noether-Normalisierung).

Inhalt des Vortrags: [Hu] Abschnitt 1.1.2, Lemma 1.15 bis einschlielich Abschnitt 1.1.6.

Der Satz iiber die Noether-Normalisierung ist ein wichtiges Hilfsmittel im Beweis des
Nullstellensatzes, aber auch von eigenem geometrischen Interesse (Abschnitt 1.1.4).
Man beachte, dass Lemma 1.15 in der angegebenen Form nicht korrekt ist. Der Fall
von Korpern positiver Charakteristik kann gegebenenfalls kurz gehalten werden.

Vortrag 4 (Polynomiale Funktionen und Abbildungen).

Inhalt des Vortrags: [Hu] Abschnitt 1.2.

Als néchstes fithren wir die Abbildungen ein, die wir zwischen algebraischen Mengen
betrachten mochten: In diesem Vortrag polynomiale Abbildungen und im kommenden
Vortrag dann rationale Abbildungen. Letztere diirfen sozusagen auch Polstellen haben,
sind also nur auf einem offenen Teil des “Definitionsbereichs” tatséchlich definiert.



Halten Sie den Teil iiber Kategorientheorie so kurz wie mdglich. Uberlegen Sie sich
fiir den Beweis von Satz 1.42, was man (im Lichte von Bemerkung 1.43) iiber die
Topologie auf V' x W benutzt.

Vortrag 5 (Rationale Funktionen und Abbildungen).

Inhalt des Vortrags: [Hu| Abschnitt 1.3.

Abschnitt 1.3.2 iiber die “Strukturgarbe” kénnen Sie weglassen.

Vortrag 6 (Projektive Varietéten).

Inhalt des Vortrags: [Hu| Abschnitte 2.1, 2.2.

Als néchstes widmen wir uns einer Variante des Begriffs der affinen Varietét, ndmlich
den sogenannten projektiven Varietiten (und den quasi-projektiven Varietéten (Defi-
nition nach Lemma 2.9), die sowohl die affinen als auch die projektiven Varietéten
als Spezialfille enthalten). Interessanterweise ist diese Begriffsbildung auch dann
niitzlich, wenn man sich letztendlich nur fiir Nullstellengebilde in k™ von Polynomen,
also fiir affine Varietdten selbst, interessiert.

Fiir die Nullstellenmenge homogener Polynome ist statt V() bzw. V(fy, ..., f,) auch
die Bezeichnung V. (f), V. (f1,..., f-) iiblich. Wenn man von homogenen Polynomen
(oder allgemeiner homogenen Elementen eines graduierten Rings) spricht, ist es
eine iibliche Konvention, dass 0 homogen von jedem Grad ist. Unter einer Quadrik
versteht man die Nullstellenmenge eines (homogenen) Polynoms vom Grad 2. In
Korollar 2.11 ordnen wir (weil bei uns die leere Menge nicht irreduzibel ist) der
leeren Menge das Ideal (1) zu; das entspricht der allgemeinen Definition von (V) in
diesem Fall und passt auch besser zu der Terminologie irrelevantes Ideal fiir m, weil
dann eben m in der Menge oben links nicht aufgenommen wird (aber das Einsideal
doch)). Die Aussage von Satz 2.12 ldsst sich prézisieren: Eine Teilmenge U C P} ist
genau dann offen, wenn fiir alle ¢ die Teilmenge 7;(U N U;) C A} offen ist.

Der Vortrag enthilt viel Material, so dass Sie gut planen sollten, welche Teile Sie
straff behandeln koénnen.

Vortrag 7 (Rationale Funktionen und Morphismen).

Inhalt des Vortrags: [Hu] Abschnitt 2.3 bis einschlieBlich Teil 2.3.4.

Immer wenn von “affinen oder projektiven” Varietdten gesprochen wird, sollten Sie
versuchen, alle quasi-projektiven Varietdten zu behandeln.

Die zentralen Ergebnisse sind Theorem 2.19, Theorem 2.23 und Satz 2.25. Der
Vortrag ist recht lang; Sie miissen sicherlich einige Sachen auslassen. Zum Beispiel
vielleicht den Beweis von Lemma 2.20.



Vortrag 8 (Glatte und singulidre Punkte).

Inhalt des Vortrags: [Hu] Abschnitt 2.3.5 und Abschnitt 3.1. AuBerdem nach Moglichkeit
einige der Ubungsaufgaben zu diesem Kapitel, zum Beispiel Aufgabe 3.1, 3.2, 3.4.

Am Tangentialraum eines Punkt ldsst sich gewissermaflen die lokale Struktur der
Varietéit ablesen (so wie die Tangente an den Funktionsgraphen einer differenzier-
baren Funktion die Funktion dort gut annéhert) und ermoglicht insbesondere die
Unterscheidung zwischen glatten und singuldren Punkten.

Vortrag 9 (Die Dimension einer Varietét).

Inhalt des Vortrags: [Hu| Abschnitt 2.3.6 und Abschnitt 3.2.

Ahnlich wie in der linearen Algebra liefert der Begriff der Dimension eine Maglichkeit,
in gewissem Sinne die Grofle einer Varietédt zu messen. Wir diskutieren verschiedene
dquivalente Moglichkeiten, die Dimension zu beschreiben. Abschnitt 3.2.2 iiber die
Krulldimension kénnen Sie kurz halten.

Vortrag 10 (Kubische Kurven).

Inhalt des Vortrags: [Hu] Abschnitte 4.1, 4.2.

Kurven in P2, die durch homogene Polynome vom Grad < 2 definiert werden, sind
recht leicht zu verstehen: Fiir Grad 1 erhélt man einfach Geraden in der projektiven
Ebene, und fiir Grad 2 kann man die Theorie der symmetrischen Bilinearformen
aus der Linearen Algebra 2 heranziechen. Aber fiir Polynome von hoherem Grad
wird die Sache wesentlich komplizierter und interessanter. Kubische Kurven, also
solche, die durch ein homogenes Polynom vom Grad 3 definiert werden, sind aus
verschiedenen Griinden besonders wichtig und sind das Hauptthema dieses und des
néchsten Vortrags.

Vortrag 11 (Glatte kubische Kurven und das Gruppengesetz).

Inhalt des Vortrags: [Hu| Abschnitte 4.3, 4.4.

Die Diskussion iiber glatte kubische Kurven iiber den komplexen Zahlen und die
Weierstraflsche p-Funktion konnen Sie kurz halten oder auslassen.

Vortrag 12 (Kubische Flichen).

Inhalt des Vortrags: [Hu] Abschnitt 5.1

Wir beginnen nun den letzten Teil des Seminars, in dem wir den berithmten Satz
beweisen wollen, dass jede glatte kubische Fliche V. (f) C P? (also f homogen vom
Grad 3) genau 27 Geraden des P} enthilt, eine erstaunliche Tatsache! In diesem
Vortrag soll zunéchst als wichtiger Zwischenschritt gezeigt werden, dass es jedenfalls
mindestens eine Gerade gibt, die auf so einer Fliche liegt.



Vortrag 13 (Rationalitédt kubischer Fléchen).

Inhalt des Vortrags: [Hu| Abschnitt 5.2 bis Satz 5.8 (mit Beweis) und die Anwendung
Satz 5.13.

In diesem Vortrag wird die Konfiguration von Geraden auf einer kubischen Fléache
weiter untersucht. Als Anwendung koénnen wir zeigen, dass jede kubische Fléche
rational, also birational zu P% ist.

Vortrag 14 (Die 27 Geraden auf einer kubischen Fléche).

Inhalt des Vortrags: [Hu] Abschnitt 5.2 von Lemma 5.9 bis zum Ende.

Hier schlieen wir den Beweis iiber den Satz iiber die 27 Geraden auf einer glatten
kubischen Fléche ab.
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